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I. 
Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper. 


Von Professor Dr. M. W. DrosıscH. 


(Aus den Sitzungsberichten der Königl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften, ma- 
thematisch-physische Classe, am 1. Juli 1858.) 


Die nächste Veranlassung zu den nachfolgenden Sätzen hat eine -Be- 
merkung von Babinet im Compte rendu der Pariser Akademie (3857, Juni 
p- 121) gegeben, wo derselbe sagt, dass man den mittleren Erdhalbindsser 
. nicht richtig bestimme, wenn man ihn als das Mitte); :nwischen dam ERasb- | 
messer des Pols und Hein des Aequators ansehe, aiso, wenn letzterer =, 
die Abplattung —= « gesetzt wird, durch 1 — 4« ausdsüske, da Je Haib- 
messer des Pols einem einzigen der des: Aequators anzähle vielen 
zukomme. Es sei vielmehr evident, dass, um den wahren mittleren Erd- 
halbmesser zu finden, man für jedes Element der Oberfläche des Ellipsoids 
den demselben zugehörigen Halbmesser durch die Fläche dieses Elements 
multipliciren, das Produkt durch die ganze Oberfläche des Ellipsoids divi- 
diren und von dem Quotienten das Integral nehmen müsse. Hierdurch fin- 
det Babinet, dass in Bezug auf die Erde, wo = 335, dieser Werth aber, 
nach Airy, nur bis auf „I; seiner Grösse zuverlässig, daher die Berück- 
sichtigung der Potenzen von « ohne wahren Nutzen ist, der mittlere Halb- 
messer des Ellipsoids —=1 — 4a gesetzt werden müsse. Er hat jedoch 
nicht bemerkt, dass dieser Halbmesser der einer Kugel ist, die den gleichen 
Inhalt und die gleiche Oberfläche wie das Ellipsoid hat, und unter dem in 
der That häufig der mittlere Erdhalbmesser verstanden wird. Ist nun zwar 
insofern das Resultat nicht neu, so ist dies doch seine Ableitung. Das Prin- 
cip aber, auf dem diese beruht, scheint nicht so unmittelbar evident, um 
einer Begründung nicht zu bedürfen. Diese hat keine Schwierigkeit, sobald 
man von dem allgemeinen Begriff des mittleren Radius, als des arith- 
metischen Mittels zwischen den unendlich vielen Geraden ausgeht, die aus 
einem gegebenen festen Punkte nach allen Punkten einer begrenzten Linie, 
Fläche oder körperlichen Ausdehnung gezogen werden können. Die An- 
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wendung dieses Begriffes führt zu vielen merkwürdigen Resultaten. Der 
speciellen Aufgabe: die mittlere Entfernung aller im Umfang und Inhalt 
einer ebenen geradlinigen Figur enthaltenen Punkte von einem in ihrer. 
Ebene gegebenen festen Punkte zu bestimmen, hat Grunert eine eigene 
Schrift*) gewidmet, die man aber wohl, ohne im Uebrigen den Verdiensten 
ihres Verfassers zu nahe zu treten, ermüdend weitschweifig nennen darf. 


1. 


Seien r’, r”,.... r®% die von einem gegebenen festen Punkt oder Pol 
O nach n gegebenen Punkten M’, M”,....M®, welche entweder in der- 
selben Ebene oder beliebig im Raume liegen mögen, auslaufenden Radien, 
so ist das Mittel aus allen 
r +r" +....+r% 
r7 me ee Tg . 
Sind nun 7’, M”,.... die Theilpunkte einer in n gleiche Theile zerlegten 
begrenzten geraden oder krummen Linie s, so ist, wenn fs die Grösse jedes 


As 
Theils bezeichnet, n = m daher dann 


( 
2,» & s ” “ 
x en ° ne 


HL Ede ee te 


oder auc b, wenn r.z1a. allgemeinen die gezogenen Radien bezeichnet, 
r ds 
s De eine r, = 3 —: 
a PR s 


Wird nun s in FÜRS WIEN viele gleiche Theile getheilt, so Bu: 4s== 0% 
daher dann | 


. 


rds 
r, mo HE 3 


oder da s einen constanten Werth, die Länge der Linie bedeutet, 


1) sr — /ras, 


wo das Integral zwischen den den Endpunkten von s entsprechenden Gren- 
zen zu nehmen ist. Nennt man nun r, den mittleren Radius der Li- 
nie s aus dem Pole O, so hat die Formel 1) folgende Bedeutung. Ist 
1) s eine Gerade, so lege man durch sie und den Pol eine Ebene und drehe 
in derselben sämmtliche aus O nach den Theilpunkten ihrer unter sich glei- 
chen unendlich kleinen Elemente gezogenen Radien um diese Punkte, bis. 
sie senkrecht auf der Geraden stehen. Alsdann geht durch ihre Endpunkte 
(die zuvor im Pole zusammenfielen) eine Curve, von der die Radien in 
ihrer jetzigen Lage die rechtwinkligen Ordinaten sind und deren zugehörige 
Abscissen auf der gegebenen Geraden liegen. Der durch diese Curve, die 
Ordinaten ihrer Endpunkte und die gegebene Gerade s eingeschlossene 


*) Ueber die mittlere Entfernung einer Figur von einem Punkte oder über die 
sogenannte Entfernung des Ackers vom Hofe. Greifswald, 1848. 
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Flächenraum ist nun gleich dem Rechteck aus der Länge von s und dem 
mittleren Radius r,. Ist 2) s eine Curve, so denke man sie in eine Gerade 
gestreckt und verfahre im Uebrigen wie zuvor, so ergiebt sich dasselbe 
Resultat. 

Durch die Formel 1) ist die Bestimmung des mittleren Radius von s 
abhängig gemacht von der Rectification von s, sofern dies eine Curve be- 
zeichnet, und von der Quadratur der Curve, deren Ordinate r und Ab-: 
scisseninerement ds ist. Es bedarf aber zur Auffindung dieser Quadratur 
nicht der Entwickelung der Gleichung der zu quadrirenden Curve, sondern 
nur der Kenntniss des Zusammenhanges zwischen r und ds. 

Sei nämlich zuerst s eine ebene Curve und liege 0 in der Ebene der- 
selben, so mache man O0 zum Anfang der rechtwinkligen Coordinaten x, y, 
durch welche die Curve gegeben ist; dann wird offenbar 


2) = (Vartap und sr, EN Ver+y.Vdr+dy, 


wodurch die Gleichung der Curve y als Funetion von x gegeben und die 
Integrale zwischen den den Endpunkten von s entsprechenden Grenz- 
werthen von x zu nehmen sind. 

Sei zweitens wiederum s eine ebene Curve, der Pol aber ausserhalb 
ihrer Ebene in dem Abstand A von derselben gelegen. Dann mache man 
den Fusspunkt der Senkrechten % zum Ooordinatenanfang, so wird 


3)  (varFay und sr, - (VRFFFT ++ y.Yda? + dp. 

Sei endlich s eine Curve im Raum, von einfacher oder doppelter Krüm- 
mung, soist, wenn dieselbe durch die rechtwinkligen Coordinaten &, y, 2, 
deren Anfang O, bestimmt ist, so dass durch die beiden Gleichungen der 
Curve zwei dieser Coordinaten als Functionen der dritten gegeben sind, 


4) [var dp taz Und sr == Ve+y-+2 h V da? + dy? + di’, 


wo von den Grenzen der Integrale dasselbe wie zuvor gilt. 


2; 


Es ist unmittelbar einleuchtend, dass man durch dieselben Betrachtun- 
gen wie zuvor auf die nämliche Formel 1) geführt wird, wenn s ein be- 
gsrenztes ebenes oder krummes Flächenstück bedeutet, das man in unend- 
lich viele gleiche Theile ds zerlegt, und nach jedem derselben aus dem 
beliebig gelegenen Pole O0 einen Radius, der im Allgemeinen durch r be- 
zeichnet werde, zieht. Die Formel hat alsdann folgenden Sinn: Ist 1) s 
eine ebene Figur, so drehe man die nach ihren Elementen gezogenen Ra- 
dien um die. Punkte, in denen sie diese treffen, bis sie auf der Ebene der 
Figur senkrecht stehen. Dann geht durch die Endpunkte dieser Radien 
(die zuvor im Pole zusammenfielen) eine krumme Fläche. Der Raum, wel- 


cher zwischen dieser Fläche, der Figur s und zwischen der oder den Flächen 
1* 
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enthalten ist, welche eine durch den Umfang von s geführte, auf der Ebene 
dieser Figur senkrechte Gerade beschreibt, ist gleich dem Inhalt des pris- 
matischen oder cylindrischen Körpers, der s zur Basis und den mittleren 
Radius r, der Figur s aus dem Pole O zur Höhe hat. Ist 2) s ein begrenz- 
tes Stück einer krummen Fläche, so kann man immer auf unzählig ver- 
schiedene Weise eine ebene Figur o bilden, die aus denselben gleichen 
Flächenelementen ds wie s besteht und deren Flächeninhalt daher dem von 
s gleich ist. Stellt man nun die allen diesen Elementen zugehörigem Ra- 
dien senkrecht auf die Ebene von 6, so geht durch ihre Endpunkte ®ine 
krumme Fläche, die zu dem mittleren Radius von s ganz in derselben Be- 
ziehung steht, wie die auf ähnliche Weise im ersten Falle erhaltene Fläche. 

Durch die Formel 1) ist hier die Auffindung des mittleren Radius zu- 
rückgeführt auf die Complanation der Fläche s und die Cubatur der krum- 
men Fläche, von der ds die senkrechte Projeetion jedes ihrer Elemente auf 
eine Ebene darstellt, in Bezug auf welche die Werthe von r die senkrechten 
Ordinaten dieser Fläche ausdrücken. Auch hier bedarf es nur der Kennt- 
niss des Zusammenhangs zwischen r und ds, um diese Cubatur durch Inte- 
gration auszuführen. 

Sei nämlich 1) s ein Flächenstück, welches von dem Bogen einer 
ebenen Curve, einer durch den in der Ebene derselben liegenden Pol 
gehenden Abseissenachse und die auf dieser senkrechten Ordinaten der 
Endpunkte des Bogens begrenzt wird. Ist dann „= f(x) die Gleichung 
der Curve und bezeichnen «a, ß die Abscissen der Endpunkte des Bogens, 
wobei der Pol zum Ooordinatenanfang gewählt ist; sind ferner x, y’ die Co- 
ordinaten eines innerhalb s liegenden Punktes und ist, wie zuvor, r, der 
gesuchte mittlere cs von Ss, so ist 


[(&) 
5) ‚= frione und sr, frag Va+y?, 
a 6 


oder wenn man in der zweiten Formel die Integration nach y’ ausführt, da 


fü Vvety?=tlyyaty’+algoly +yYa+y°]} 


ß u 
a Ir) VEHRES + an Katre Fer]! 


x 
& 
wo zur Abkürzung f(x)? für [/(&)]’ geschrieben ist. 


Offenbar kann man durch Anwendung dieser Formel auch den mitt- 
leren Radius der Fläche einer in sich zurücklaufenden Curve bestimmen. 
Einfacher wird dies aber im Allgemeinen durch Benutzung von Polarcoor- 
dinaten geschehen. Denn gehe die Achse, auf welche sich dann die Ano- 
malie @ bezieht, durch den Pol, sei dieser der Coordinatenanfang und 
e==f(Y) die Gleichung der gegebenen Curve, so ist die Fläche eines Sec- 


Von M. W. Drogıscn. D, 








Ya. INANNANANNANNANNNANINANANANANNNNNN 








tors, der von der Curve und den zu den Anomalien «&, ß gehörigen Veetoren 
derselben f(«), f(ß) begrenzt wird, 


| fi Fo)tag. 


Sind nun o, r die Den irgend eines innerhalb dieses Sectors 
liegenden Punktes, so ist das demselben zugehörige Flächenelement r dr dp, 
daher nach 1) 


f(9) 
6) | sr fin fror=ı frorao 


Liegt der Pol innerhalb NE in a erden Curve, so ist um den 
mittleren Radius ihrer Fläche zu erhalten, «= 0 und = 27 zu setzen. 
Liegt er ausserhalb, so sind «, ß die Anomalien der beiden die Curve be- 
rührenden Veectoren. Es ist aber dann der dem Pole zunächst liegende, 
zwischen diesen Vectoren enthaltene Zweig zu unterscheiden von dem zwi- 
schen denselben Vectoren liegenden entfernteren. Wird jener durch f, (p), 
dieser durch f,(p) bezeichnet, so ist, wenn dann r, den mittleren Radius 
der von der Curve umschlossenen Fläche bedeutet, 


= /Iko® Nolan, 


7) ide: 


nr fl Alla 


& 

Diese Formeln gelten auch noch, wenn f, (9), f2(9) nicht die Veetoren 
von Zweigen einer und derselben, sondern von zwei verschiedenen Curven 
bedeuten, die entweder allein oder in res mit den zu @, ß gehöri- 
gen Vectoren die Fläche s einschliessen. 

2) Liegt der Pol ausserhalb der Ebene von s in dem Abstand A von 
derselben, so wird, wenn man den Fusspunkt von % zum Coordinatenanfang 
Bi auf 2 Weise, wie in 5) 


8) fr 481: 81] far fur FRRR + y?+RR. 


Bedient man sich polarer Gesrdkaälen En bedeutet dann s den Sector, der 
zwischen der gegebenen Curve und den aus dem Fusspunkt von A gezoge- 
nen, zu den Anomalien «, ß gehörigen Veetoren enthalten ist, so wird, wie 
zuvor, 
: ß 

s=3//(p)dp- 


& 
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Sind ferner o, o’ die Polarcoordinaten irgend eines innerhalb des Sectors s 
liegenden Punktes, so ist wiederum ge de’ dp das zugehörige Flächen- 


element, der aus dem Pol gezogene Radius desselben aber r —yeo’+ Br: 


folglich 
sr, / fe do’ dp Ve’+ BE 


oder, wenn man zuerst nach 0’ integrirt, das erhaltene Integral von 0 —0 
bis 0 =/f(p) nimmt, und dann nach @ integrirt, mit Hinzufügung der 
Grenzen von 9, 
ß 
3 
9) Srı== y/ /(p’ + MP dp, 
104 
welche Formel für A = 0 in 6) übergeht. Ist die Curve eine in sich zurück- 


laufende und liegt der Fusspunkt von A innerhalb derselben, so ist auch 
hier, wenn r, der mittlere Radius der Fläche der Curve, «=0, ß = 2 zu 
setzen. Liegt dieser Fusspunkt ausserhalb der Curve, so ist mit derselben 
Unterscheidung wie Us 7) 


a, fi Io Herr + Rt} ao, 


wo s denselben Werth wie unter 7) hat. Auch dieser Formel kommt die 
bei 7) bemerkte weitere Bedeutung zu. 

3) Ist s ein Stück einer krummen Fläche und wird der Pol zum Co- 
ordinatenanfang gemacht, so ergiebt sich 


= (fear. 
In=ffarayı+(@)+(&) er E\VEHFHE, 


wo z und die partiellen Difierentialquotienten En z durch die Gleichung 


11) 


der Fläche’als Functionen von & und y gegeben en) | | 

Ist s durch eine in sich zurücklaufende Curve begrenzt, so hat ihre 
Projeetion auf die Ebene @y einen dem Pol näheren und einen entfernteren 
Zweig, von denen jener durch „= f, (x), dieser durch y== f,(&) gegeben 
sei. Integrirt man dann in den vorstehenden Formeln, nach Einführung 

02 02 | 

der Ausdrücke von z, 37 und Dy durch x, y, zuerst nach y, so hat man das 
gefundene Integral zwischen den Grenzen f,.(x) und f,(x) zu nehmen. In- 
tegrirt man sodann nach &, so hat man dieses zweite Integral zwischen den- 
jenigen Werthen von x zu nehmen, welche die Abseissen der diese Curve 
berührenden Ordfmaten usdrnekett 

Die Anwendung polarer Coordinaten giebt &oıhplieiktäre Formeln und 
scheint daher hier im Allgemeinen nicht angemessen. 
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3. 

Endlich ist auch klar, dass man abermals die Formel 1) erhält, wenn s 
einen von einer krummen, oder mehreren ebenen oder krummen Flächen 
begrenzten Raum bezeichnet, der in unendlich viele gleiche Körperelemente 
zerlegt wird, wenn man ferner nach jedem dieser Elemente aus dem inner- 
halb oder ausserhalb des Körpers gelegenen Pole einen Radius r zieht und 
das Mittel », aus allen diesen Radien sucht. Eine geometrische Deutung 
lässt sich nun zwar in diesem Falle der Formel nicht geben, wohl aber fol- 
gende statische. 

Alle Elemente des Körpers s, welche den gleichen Abstand vom Pole 
O haben, liegen auf einer Kugelfläche, deren Mittelpunkt O0 ist. Man kann 
demnach s in unendlich viele Schichten von Elementen zerlegt denken, von 
denen jede entweder eine vollständige Kugelschale oder einen Theil einer 
solchen bildet. Man kann ferner aus den Elementen einer jeden dieser 
Schichten eine ebene Schicht bilden und alle diese ebenen Schichten auf 
einander legen, auch jeder derselben eine Gestalt geben, die sich an die 
der nächsten Schicht stetig anschliesst. Auf diese Weise bildet die Ge- 
sammtheit dieser Schichten einen Körper o von gleichem Inhalt wie s. 
Stellt man nun die Radien, die ins jedem Element zukommen, senkrecht 
auf die Ebenen der Schichten, in denen sie in o liegen, so fallen die End- 
punkte der Radien aller Elemente von o in dieser Lage in eine und die- 
selbe den Ebenen jener Schichten parallele Ebene, drücken also die Ab- 
stände der Elemente von dieser Ebene aus. Danuns=c und ds==d6oe, 


so ist auch or, =/r do, und drückt nun diese Formel aus, dass der mitt- 


lere Radius r, der Abstand des Schwerpunkts des Körpers o von der 
Ebene ist, von welcher seine Elemente resp. den gleichen Abstand haben, 
wie die ihnen entsprechenden Elemente des Körpers s von dem Pole O. 

Noch kürzer ist folgende Deutung der Formel. Man kann sich die 
Radien der Elemente von s nach den Schwerpunkten derselben gezogen 
denken. Dreht man nun die Radien sämmtlicher Elemente mit .diesen um 
den Pol, bis sie in eine und dieselbe gerade Linie kommen, so bilden die 
Schwerpunkte der sämmtlichen Elemente von s eine begrenzte Gerade o, 
deren Länge die Differenz zwischen dem grössten und kleinsten Radius 
von s ist. Es fallen jedoch hierbei die Schwerpunkte aller derjenigen Ele- 
mente zusammen, die den gleichen Abstand r vom Pole haben. Die Zahl 
der Elemente, deren Schwerpunkte in jedem Punkte der Geraden 6 zu- 
sammenfallen, ist daher proportional der Grösse der Durchschnittsfläche, 
der mit dem Halbmesser r beschriebenen Kugelfläche und des Körpers s. 
Denkt man sich nun die Elemente ds als schwer und legt ihnen, da sie, 
nach der Voraussetzung, alle gleich sind, gleiche Gewichte bei, so stellt 6 
eine ungleichförmig belastete Gerade dar. Der Abstand des Schwerpunkts 
dieser Geraden vom Pol ist der mittlere Radius des Körpers s. 


r 
[4 


8 Ueber die mittleren Radien der Linien, Flächen und Körper. 


u 





“nn 





unnnnannnnnnnn 





Es ist leicht begreiflich, dass diese Deutung auch auf die Fälle, wo s 
eine Fläche oder Linie bezeichnet, übertragen werden kann. 

Wir können nun auch allgemeine Formeln zur Berechnung des mitt- 
leren Radius des körperlichen Raums s entwickeln. 

Sei der Pol 9 der Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensystems, 
und in Bezug auf dieses z=f(x,y) die Gleichung einer krummen Fläche, 
die in Verbindung mit der ©&y-Ebene, ferner mit zwei Ebenen, die der 
yz-Ebene in den Abständen a, « parallel sind, endlich mit zwei, der «z- 
Ebene in den Abständen ß, ß’ parallelen Ebenen, den Raum s begrenzt, 


so ist 
esfünfren ay, 
fl, y) 


fünf favaFoF 


Auf ähnliche Weise, wie es bei % sräshäen ist, könnte hier in der zweiten 
Formel die Integration nach z ausgeführt werden, wodurch sich das drei- 
fache Integral auf ein doppeltes reducirt. Wir halten uns jedoch dabei 
. nicht auf, da sich auch hier die Anwendung von Polarcoordinaten FOrenelt 
hafter erweist. 


12) 


Sei nämlich oe der Radiusvector der krummen Fläche aus-dem Pole 0, 

# der Winkel, den derselbe mit der &- Achse macht, und % die Neigung 

der Ebene dieses Winkels gegen die Ebene xy, so ist die Gleichung der 
Fläche von der Form | 
—=f($, %) ) 

wo f eine gegebene Function bezeichnet. Dies vorausgesetzt, lässt sich das 

Körperelement ds, dessen von 0 bis ge veränderlicher Abstand vom Pol, r, 

der Lage nach mit oe zusammenfällt, ausdrücken durch ds=r? sind dr dd dy. 


Hieraus Sr 
fe: 
ff frsnoaravay. 


Integrirt man in beiden Formeln zuerst nach r, nimmt die Integrale von 


r—=0 bisr==e=/f(d,y) und bezeichnet die Grenzen der Integration nach 
9 durch ß, ß', die der Integration nach y durch a, a’, so wird 


ß 


far ı)’ sindd®, 


13) % 


$ny fun w)' sind d®. 
ß 


& 
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Sind @, @', ß, ß’ constante Werthe, so ist durch diese Formeln der mittlere 
Radius des Körpers gegeben, der durch die krumme Fläche, zwei unter 
den Winkeln ß, ß’ gegen die Ebene xy geneigte, durch die x- Achse 
schende Ebenen, und zwei Kegelflächen begrenzt ist, die durch Umdreh- 
ung der Winkel &, @ um die &- Achse erzeugt werden. Man kann durch 
dieselben aber auch den mittleren Radius des Körpers bestimmen, der von 
der gegebenen Fläche und zwei Kegelflächen begrenzt wird, von denen die 
erzeugende Gerade einer jeden durch den Pol und eine auf der Fläche lie- 
sende Directrix geht, welche letztere dann durch eine Gleichung zwischen 
$ und »» bestimmt sein muss. In diesem Falle sind «, « die Neigungen 
der beiden durch die « Achse gelegten, die Kegelfläche berührenden Ebe- 
nen, ß und ß’ die Functionen von w, durch welche für jede von beiden 
Kegelflächen die Directrix auf der Oberfläche gegeben ist. 

Läuft die Fläche, deren Gleichung e—=f(8,%), in sich zurück und 
umschliesst also einen körperlichen Raum s, so ergeben die Formeln 13) 
seinen mittleren Radius, sofern der Pol'innerhalb s liegt, wenn « =0, 
«=—=2n, P=0 und ß’—=n gesetzt wird. Liegt der Pol aber ausser- 
halb s, so ist zuvörderst zwischen dem dem Pol näheren Theil der Ober- 
fläche und dem entfernteren Theil zu unterscheiden, welche beide durch 
die Curve gesondert werden, in der die Kegelfläche, deren Scheitel der 
Pol, die Fläche s berührt. Bezeichnen wir jenen durch f, (9, w), diesen 
durch f,(9,w) und ist 9—=gp(w) die Gleichung der berührenden Kegel- 
fläche, so wird, da man die Achse «, auf welche sich $ bezieht, immer so 
legen kann, dass sie s trifft, 


j 2n pl) 
| s—=4 [av [[r(&,9)° — 119, y)°] sin 948, 
Eros 2% Py) 
sr = fay I [hl Y)' — fı (3, y)*] sin 949. 
0 6 


Dass f, und f, auch hier zwei von einander unabhängige Flächen bedeuten 
können, wird kaum bemerkt zu werden brauchen. 


4. 

Werde jetzt der mittlere Radius von zwei oder mehreren zusammen- 
hängenden oder nicht zusammenhängenden Linien, Flächen oder Körpern 
aus einem gemeinsamen Pol gesucht. 

1) Seien gegeben zwei von einander unabhängige Systeme von Punk- 
ten M’, M”,...M@:und N’, N,... N@, und: seien resp. r,r',...r® 
und 6,0°,-..0) die aus dem gemeinsamen Pol O nach ihnen gezogenen 
Radien, so ist das Mittel aus allen 
r tr +...+r® a N 

n+ v + n + v i 


be 
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Werden nun sowohl M’, M”... als N’, N”... die Theilpunkte von zwei 
begrenzten Linien s, 6, welche resp. in » und v gleiche Theile As = 46 








i $ S 6 k 
zerlegt sind , 80 wird ER ar daher: n:v==s:o, folglich auch 
s As 6 46 
daher | 
As , H A6 
— (r “ RR (3) ee (v) 
a a a re 


wofür auch abgekürzt geschrieben werden kann: 
R— AA Sm 220.1.0 
s+6o  s+#+o 


Werden nun n und v unendlich, so geht diese Formel über in 








(+0) 2 fras + fl odo. 


Bezeichnen aber r,, e, die mittleren Radien der einzelnen Linien s, 6 aus 
demselben Pol, so ist nach dem Vorigen 


sr, — fras, 00 — /aas; 
daher ist 


15) st+o)R=sr, +09. 

2) Seien allgemeiner drei Systeme von resp. 2, v und n Punkten ge- 
geben, deren von dem gemeinschaftlichen Pol auslaufende Radien resp. 
durch r’, r",...r®, 0,0",...o9,r,r",...r® bezeichnet werden mögen, 
so ist das Mittel aus allen 
"+r'+...+7r9  eto’+... +09 | v+r +... +19 
oo nt+vH+n ont tn antun 


Sind nun wieder diese Punkte die Theilpunkte von drei begrenzten, in die 








Bet 


; s Bu e 5 
gleichen Theile 4s = 46 == 4f getheilten Linien s, o, f, so ist na 


_—-, nn, daher n:v:n=s:6:f, folglich 
++ rl 
LT" 7 Re 

FEED. FE 416 
n sForf 
= — (s+c+f)= —— 

6ten=% 

daher 

A Zrds r 2046 ZrAf i 
sto+f sto+f sto+J 


Werden nun n, v und n unendlich, so geht diese Formel über in 


(sHo+-f)R=Jrasr gds+ far. 


Von M. W. DrogischH. 11 


wr unnruerururerrrentttnrRnn 








unınnnn 





innrnnnnnnnnnnn 








Es ist aber, wenn r,, @,, f, die mittleren Radien der einzelnen Linien s, 
6, f bezeichnen, 


sr, — fras, 0, — foas, ft, — fear, 
folglich 


16) Sof) R=srıt.00 ff. 

3) Durch dieselben Schlüsse folgt völlig allgemein, wenn R den mitt- 
leren Radius von m begrenzten, von einander unabhängigen Linien s, s', 
$",...8®-1) aus einem gemeinsamen Pol, und n,,ry, r1 ,...r 1) die 
mittleren Radien bezeichnen, die ihnen in Bezug auf denselben Pol einzeln 
zukommen, dass 

lets +5 rn Re sr sn hir. sr Ur D, 
Denn unterscheidet man zuerst m Systeme von resp.n,n,n',...n®—1) 
Punkten, so ist, wenn diese die Theilpunkte von m in gleiche Theile 
Aas—= As’ —=4As’—=...—=4s"—-) zerlegten begrenzten Linien s, s’, s', 
..„s 1) werden, 

s 5 % sam 


’ 


n = — Me non en ml) 


As’ Asa Asm-n 
daher 


’ ” er 
ee re a 


As 
arzt) 
an: As 
titten) 
a As 


ee re 

Su; Asm—-) R 
folglich, da offenbar, wenn jetzt r, r’, r",...r(®-V die veränderlichen Ra- 
dien der T'heilpunkte der Linien s, s’ u. s. w. bezeichnen, 

Zr Pr Er (m—1) 

erg nm) 2 n+n’+...+n”%—0 Be n+n+... + um’ 
rt... +3e MR—eZrAs+ Zr Ast... Fre Vase), 
woraus, wie man leicht übersieht, wenn n, n’,n”,...n®-1) unendlich 
werden, die Formel 17) sich ergiebt. 

Es bedarf wohl keines weiteren Beweises, dass diese Formel auch 
gilt, wenn s,s’, s’... begrenzte Flächen oder körperliche Räume bedeu- 
ten, die der Reihe nach in n, n’, n’... unter sich gleiche Elemente ds — 
ds = ds”... zerlegt gedacht werden, da auch dann die unendlich werden- 
den Zahlen n,n,n”... sich wie s, $, s’... verhalten, und ebenso alle 
übrigen, zur Auffindung von R erforderlichen Bestimmungen sich wesent- 
lich gleich bleiben. Man kann daher aus der in dieser Ausdehnung genom- 
menen Formel folgenden Satz ziehen: Dreht man die mittleren Ra- 
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dien 7,, 7, 1 -..n@=D. der Linien, Flächen oder Körper 
s,8,8",...s®-1) um ihren gemeinsamen Pol, bis siein eine 
und dieselbe Gerade fallen, und denkt sich ihre Endpunkte 
als schwere Punkte, deren Gewichte resp. den Grössen s,S, 
s’...s®=D proportional sind, so ist der Abstand des Schwer- 
punktes dieser Punkte vom Pol der mittlere Radius desgan- 
zen'Syatemsderisis,s ,. usa 

Es darf nicht unerwähnt bleiben, dass die Formel 17) für den speeiel- 
len Fall, wo s,s’,s’... in einer und derselben Ebene liegende gerade 
Linien oder ebene Figuren bedeuten, schon von Grunert aufgestellt und 
erwiesen worden ist*). 

Wir geben in den folgenden Artikeln eine Reihe von Anwendungen 
der vorstehenden allgemeinen Betrachtungen, bei denen wir es jedoch häu- 
fig vorziehen werden, auf die allgemeine Formel 1) zurückzugehen, anstatt 
uns der daraus abgeleiteten unmittelbar zu bedienen, um für jede gegebene 
Aufgabe diejenigen Coordinatenbestimmungen zu wählen, die uns die kür- 
zeste Auflösung zu geben scheinen. 


5. 


Sei gegeben ein ebenes Dreieck ABC und werde gesucht 1) der mitt- 
lere Radius r, der Basis BC aus der Spitze A als Pol, und 2) der mittlere 
Radius r, der Fläche des Dreiecks aus demselben Pol. 

1) Macht man die Basis BC==a zur Abseissenachse, den Fusspunkt D 
der von der Spitze A auf die Basis gefällten Senkrechten AD=h zum Co- 
ordinatenanfang, und bezeichnet durch x die Abseisse eines beliebigen 
Punktes der Basis, so ist der aus A nach demselben gezogene Radius 
r—=yVR+ 2%. Ferner ist das Element der Basis ds—= dx, daher, wenn 
überdies die Abschnitte DC, DB, . in welche AD die Basis zerlegt, durch p 
und g bezeichnet werden, nach Formel 1) 





pP 
| are dayl+ 2°, 
a 1 ME 
folglich, wenn AB= ce und AC= b, daher YR+ p®—=b und vi oe, 
1 “ 
D y [ro + gc + Mlgn ( +2) 
Es ist aber 
a + 4’ — ce a + ®—)? 

DL} VE 

woraus folgt 
(b+e) „ c) 


pp+g=Y% +0’; 


*) In der oben angeführten Schrift S. 34 und 111. 
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begibt € 
c—qg b+c-—a 
oder, wenn a+b+c==2u gesetzt wird, 
bFPins au 
eg) hama 
Es ist ferner, wenn 4 die Fläche des Dreiecks bezeichnet, 


24 











t- | 
Setzt man nun diese Ausdrücke in 1) ein, so ergiebt sich 


DIEN 34? a 
a) 


wo, da 4?=u(u—.a) (u—b) (u—c), r, durch die drei Seiten des Drei- 
ecks gegeben ist. Dass durch die Vertauschung von « mit b diese Formel 
den mittleren Radius der Seite 5b aus der Spitze B, und ebenso durch Ver- 
tauschung von a mit ce den mittleren Radius der Seite ce aus der Spitze © 
giebt, erhellt von selbst. Die vorstehende Formel hat auf andere Weise 
schon Grunert (a. a. O. 5.25) abgeleitet. 

Nimmt die Höhe des Dreiecks ohne Ende ab und verschwindet sie zu- 
letzt gänzlich, so wird 4==0. Dann giebt die Formel den mittleren Ra- 








dius der Geraden a aus einem in ihr oder ihrer Verlängerung liegenden 
Pol an. 

2) Zur Auflösung des zweiten Theils der Aufgabe kann unmittelbar 
die Formel 6) benutzt werden, wenn wir die Spitze A des Dreiecks zum 
Pol machen, und als die Achse, auf welche sich die Anomalie @ bezieht, 
die Senkrechte AD annehmen. Dann ist, entsprechend der dort angenom- 





. . . . . / 
menen allgemeinen Gleichung o==f (p), die Gleichung der Basis e= = 5 h 
5 059 
wo, wenn e mit den Seiten AB, AC zusammenfällt, resp. g=—« und 


po = ß sein mag, und giebt demnach 6), da hier s= Zah ist, den mittleren 
Radius 


ß 
Zn dp 
ra) copy 
z —t& E 
Es ist aber nicht nöthig, dieses Integral zu entwickeln. Denn bedient man 
sich für die Auflösung des ersten 'Theils der Aufgabe derselben polaren 
Coordinaten, so ist der aus 4 nach einem beliebigen Punkte der Basis ge- 





r, 


hd 
zundds== 43 rsinp—=——-, daher, da s=—=@, 
cos? @ 





: h 
zogene Radius r = 
cos 
nach 1) 
P 
h? > dp 
Be LOS 


N 
Es ist demnach der gesuchte mittlere Radius der Dreiecksfläche 





r 
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II) n=3rn, 

und damit der zweite Theil der Aufgabe durch den ersten gelöst. Man 
kann dieses Resultat auch so aussprechen: Zieht man aus der Spitze 
des Dreiecks, als Pol, nach seiner Basis den mittleren Ra- 
dius derselben, 7,, und durch den Schwerpunkt des Dreiecks 
eine Parallele zur Basis, so ist das zwischen dieser Paral- 
tele und der Spitze des Dreiecks enthaltene Stück von, 
der mittlere Radius r, der Dreiecksfläche. 


6. 

Man sucht den mittleren Radius des Umfangs und den des Inhalts des 
Dreiecks ABC, wenn der Pol O beider Radien, die wieder r,, r, bezeichnet 
werden mögen, in einem beliebigen Punkte der Ebene des Dreiecks liegt. 

Man ziehe aus O nach den Spitzen des Dreiecks die Geraden 0OA= a, 
OB=ß, 00 =y, und setze die Fläche des Dreiecks 050 == 4’, ebenso 
0CA= 1", 0AB== 4"; nenne ferner die halben Umfänge dieser Dreiecke 
u, u",u”, so dass also atß +y=2u, b+ a +y=2u", c+«a+PpP=2u", 
und bezeichne die mittleren Radien der Grundlinien «a, b, ce dieser drei 
Dreiecke aus dem Pole durch ,', r,",rj , so ist nach I*) in der vorigen 


Nummer 
| a mern 
auch | r Sy 
"=4+@+n|1+ un 
H | y— u) 2:4"? b 
= 40 tal +( 3 )]- 5 Ign 1 


rer) 


Es ist aber ET der Formel 16), wenn daselbst der Reihe nach r,, 9, tı 
mit 7,74 , 7, , desgleichen s, o, f mit a, b, c, ferner R mit r, vertauscht 
und zur Abkhrzähh a+b-+c= 2u gesetzt wird, 
ar, +br, +er, 
KT ae 
2u 
daher wird durch Substitution der vorstehenden Ausdrücke 


«+9 [14 (7 Na Hoff a 
+e@+9|14+ (=) ] 


1 
ID) r, = — c 


77 21? a a Nr b 
—?] ey’ lgn (1 — ) —?2 . lgn (1 Sb 
(7) mi) 
c 


Was r, betrifft, so ist, wenigstens vorläufig, zwischen den zwei Fällen 
zu unterscheiden, wo der Pol O entweder innerhalb oder ausserhalb des 
Dreiecks ABC liegt. In dem ersten dieser Fälle ist ABC=4=2'+4"+12"”, 
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daher, wenn r,,r, ,r, die mittleren Radien der Dreiecksflächen 4’, 4”, 
m . . .s . . . 

A” aus dem Pole O bezeichnen, in ganz ähnlicher Weise wie zuvor, ver- 


möge der Formel 16), 
. Ar, + ders + I ar,® 
a am ren... 200, 
folglich, da nach. dem ER Art: unter II) 


12 298 f u — 2r 
de Im alıy ET zrı., N, —H,7T I 


ef (e=3 Niere + (5°) 


+4" («+ß) h + e= °\] 


Ban c 
II) 3 64 a N ee (2) 
a I u b 9 U, 
ea 2) 

G u 


Liegt aber der Pol ausserhalb des Dreiecks, so sind n = 1 +2’+41" 
immer ein oder zwei Glieder des Ausdrucks zur Rechten negativ. Denn 
man kann bekanntlich überhaupt die Fläche 4 von ABC dadurch erzeugen, 
dass man aus dem Pole 0, liege er nun innerhalb oder ausserhalb dessel- 
ben, einen Radiusvector zieht, und diesen um 0, nöthigenfalls verlängert, 
so dreht, dass er successiv die Seiten AB, BC, CA durchläuft und hierdurch 
die Dreiecke OAB, OBC, 0CA beschreibt, zuletzt also in seine anfängliche 
Lage zurückkehrt. Bleibt nun der Sinn der Drehung in allen drei Drei- 
ecken derselbe, so sind alle drei als positiv anzusehen und ist ihre Summe 
die Fläche von ABC. Dies findet statt, wenn der Pol innerhalb des Drei- 
ecks liegt. Ist aber der Sinn der Drehung bei der Beschreibung des zwei- 
ten oder dritten Dreiecks, oder beider, dem im ersten Dreieck entgegen- 
gesetzt, so sind die Flächen dieser Dreiecke als negativ anzusehen, wenn 
man die des ersten als positiv nimmt, und ist dann die algebraische 
Summe der so bezeichneten Mlächen As 4”, 2” die Fläche von ABC. Sei 
demnach zuerst = 4’+41"— 2", "folglich 4+2"=4+41", wo das 
Gleichheitszeichen offenbar Congruenz anzeigt, so müssen auch die mittle- 
leren Radien beider Summen von Flächen aus dem gemeinsamen Pol O 
MET Ar + 1"T 
——————— und ————. 

uU+4ı A-+1* 
Da nun die Nenner beider Ausdrücke gleich sind, so folgt aus der Gleich- 
heit dieser mittleren Radien 
Ar Ar Eder 
TA 
Sei zweitens = 4’— 2” — 4”, also 44 2°+ 4” = 4), so ist nach 16) 
der mittlere Radius der Fläche, welche der linke Theil dieser Gleichung 
Ar +4", +47 7, 
BE? 
durch Gleichsetzung beider , vermöge der Gleichheit der Nenner, 














gleich sein. Diese sind aber nach 15) resp. 





r, = 


‚ ee a 
ausdrückt, der von 4 aber r, et folglich 
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An —An—A nr, 
A 
A 
ar, +2 +4" 
A 
auch die aus ihr abgeleitete unter II), bei jeder Lage des Pols anwendbar 
ist, wofern man nur den Flächen 4°, 4”, 4” ihre dieser Lage entspre- 
chenden Zeichen giebt*). Liegt der Pol auf einer der Seiten von ABC, also 
entweder auf a oder b oder c, so wird resp. 4’ oder 4” oder 4” 0. 
Durch die vorstehenden Formeln: kann nun auch die allgemeinere 
“Aufgabe: den mittleren Radius des Umfangs und Inhalts einer beliebigen 
n-seitigen geradlinigen Figur aus jedem in ihrer Ebene liegenden Pole zu 
finden, als im Wesentlichen gelöst betrachtet werden. Denn die Fläche 
jeder solchen Figur wird immer durch die algebraische Summe von n ent- 


Hieraus erhellt nun, dass die Formel r, = ,‚ mithin 


weder durchaus positiven oder zum Theil negativen Flächen von Drei- 
ecken ausgedrückt werden, deren Grundlinien die Seiten der Figur sind, 
und deren Spitzen im Pol zusammenfallen. Da nun die mittleren Radien 
der Umfänge und Inhalte aller dieser Dreiecke sich finden lassen, so kann 
hieraus durch Anwendung der Formel 17) auch immer der mittlere Radius 
der ganzen n-seitigen Figur bestimmt werden. 


’e 


Werde gesucht der mittlere Radius r, des Umfangs eines Kreises vom 
Halbmesser @ aus einem in der Ebene desselben liegenden Pol, dessen Ab- 
stand vom Mittelpunkte desselben = ist. 

Sei g der Winkel, welchen der nach einem beliebigen Punkt des 
Kreisumfangs gezogene Halbmesser mit demjenigen Halbmesser macht, 
auf dem, oder auf dessen Verlängerung der Pol liegt, so ist in Formel 1) 
der aus dem Pol nach demselben Punkt gezogene Vectof 

an Va+c—2accosp, und ds=adp; 
daher, da für den halben Kreisumfang s— ra, 
TT 


zer, — ag Va +c—2accosp 
v 


4ac 


7 um 
e L 
=2 (+0) fa.dp Y ı- ep, 
0 


oder, wenn 49 = » gesetzt wird, 


*) Grunert hat zwar ähnliche Formeln wie die vorstehenden aufgestellt, da- 
bei aber die verschiedenen Lagen, die der Pol haben kann, nicht erörtert. Es ver- 
steht sich iibrigens von selbst, dass diese Formeln durch Zugrundelegung anderer 
Bestimmungsstücke des Dreiecks und seiner Lage gegen den Pol mannigfach trans- 
formirt werden können, was zu verfolgen jedoch nicht in unserer Aufgabe liegt. 
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Rn 


2 


nern fanyı- Yale De cos? y. 


4ac 


+ 


ben Umfang einer Ellipse, deren halbe grosse Achse =«a-+c, deren Ex- 





Dieser Ausdruck von sr, bezeichnet aber, da immer 1, den hal- 


centricität —=2Yac, folglich deren halbe kleine Achse, jenachdem c<Sa, 
= +(a—ec) ist. Es ist daher der mittlere Radius des Kreis- 
umfangs aus einem beliebigen in der Ebene des Kreises lie- 
senden Pol der Halbmesser eines Kreises, dessen Umfang 
gleich ist dem Umfang einer Ellipse, deren halbe Achsen 
die Abstände des Pols von den beiden Scheiteln desjenigen 
Kreisdurchmessers sind, indem oderin dessen Verlängerung 
der Pol liegt. 

Buro=a wird nr, =4as;, Liest also; der Polıim Umfang 
des Kreises, so ist der mittlere Radius des Umfangs der 
Halbmesser desjenigen Kreises, dessen Umfang gleich dem 
vierfachen Durchmesser des gegebenen Kreises ist. In der 
That stellt dann dieser letztere den Umfang der Ellipse dar, deren halbe 
Achse —=-2a, und deren halbe kleine Achse verschwindend klein ist. 

Für ce = 0 giebt die Formel, wie es sein muss, r,— a. 

Der Flächeninhalt der obigen Ellipse ist, jenachdem eS la’), 


also gleich der Ringfläche, welche zwischen dem Umfang des gegebenen 
und dem eines concentrischen Kreises enthalten ist, der den Abstand des 
Pols vom Mittelpunkte des gegebenen zum Halbmesser hat. 


8. 


Nicht ebenso einfach ist die Lösung der Aufgabe: den mittleren Ra- 
dius r, des Inhalts des Kreises vom Halbmesser a aus einem in seiner Ebene 
liegenden Pol, dessen Abstand vom Mittelpunkt =e, zu bestimmen. 

1) Liege der Polinnerhalb des Kreises, so dass also e <a, und sei 
derselbe der Anfang der polaren Coordinaten r, p der im Kreise liegenden 
Punkte; die Ache, auf welche sich p bezieht, sei der Halbmesser, in wel- 
chem der Pol liegt, in der Richtung von der Peripherie zum Centrum ge- 
nommen. Dann ist nach Formel 6) 


TE 
er = rn 
0 


wo s—4ra? die halbe Kreisfläche und f(p) der Vector des Kreises aus 
dem Pol, also, wie man ohne Mühe findet, 


2 


Zu 
i fipJ=ecosp + ayı I sin? @. 


Hieraus folgt, wenn man zur Abkürzung 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. IV. 2 


* 
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Ca 
1—- sn" og —=4 
a ; 


setzt und nur das Zeichen + berücksichtigt, 


1 /rto) dpo—=4t.c‘ Je» dp+ac” [4 cos®’p dp-+ ee A cospdp+ ef Sdp. 
e e 


Es ist aber 


win 








\umnunnn 


® 
/ cos?’ pgdp = sinp — 3 si’ p; 


3 £: d 
/- cos? gdp -/ (1 — Fr} sin’ @) (1 — sin? Gr — 
[dp jr 2. pdp BERk. pdo 
anheua anaiye d a. 21. Mi 


° b) 
Gm 
+ cos odp ee Sat o© ae ı ne sin? 9; = 


> 1 
+ dp fu — a sin? p)” = 
ja, 2 fr en Rage C upon sin ydp 
in a* I 


Hieraus folgt zunächst 
I /ro) do=4c.ßB®+c) a — #0 sin’p 
q 
+4a (a + 2} 6 +3 ee pdp +4 a -. 


Es ist aber 
je SE [200 
, 


sintgdp 5, @ eat) (dp 2 (HEN f 
[FIR 45 1009 snp+ Br 7 Fr ) Adop. 


Durch Substitution dieser Ausdrücke wird daher 
1/10) do=!(®+c&)esnp +3(adcosp— csin’p) c* sing 
+3ta(7Ta’+ c?) | Adp — 8a (a — ce?) 


Nimmt man dieses Integral von 9==0 bis = und dividirt durch s=} ra’, 
so erhält man, da 


frin=:fa00 =. nu fie — "2 _,2.(e), 
da 
7 Be: 2 \ 
zn „iger )® ee) ls) 
a a a 


Für c=a wird f(p)=2a cos p, daher 











S 





3 urn A 
f(p} dp = (sing — 4 sin’ o). 
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Es kann aber in diesem Falle, da der Pol im Umfange des Kreises liegt, 
p die Grenze 4% nicht überschreiten, daher wird 


ix 
2 
16 ; 32a 
sn =z3]I/(p}’dpo= m Ad et 


0 
ein Resultat, das auch die vorstehende Formel I) giebt. 
Für c=0 wird r,—=2a, was auch schon aus Art. 5 folgt, da man die 
Kreisfläche als ein Dreieck betrachten kann, dessen Basis gleich dem Um- 
‘fang und dessen Höhe gleich dem Halbmesser des Kreises ist. 


2) Liege der Pol ausserhalb des Kreises, so kann in der Gleichung 
des Kreises n 


e? 
n=emotayı- mRLR 
2 


i : | a 
da jetzt c>a, der Werth von sin? nicht grösser als = werden. Es muss 


aber hier die Formel 7) in Anwendung kommen, in der 
Fr R% 
s=$,n0, 00, Poaresin —, 
c 


or 6C05 9,7 Ve — *sinyp, fı(p=ecsp— VYa— sin? o 
zu setzen ist. Hierdurch erhält man 





a 
are sin F* 
2 ae een 
im Et fe cos p Ft Ver — . e2 sin? 9)° ur, (€ cos 9 — (7 m e sin? 9)°] do 
da V 
0 
U ws) 
Ay SIND arc sin — 
4 (a? + 3 c?) Dee 16€ 2 TIERE &R 
© rfapya =c sin? pd a? — c? sin? 
3a? Ve Seh Pan Ve @. 
0 


2 


a 
Man setze ce sing ==asinw und yi we sin? y — 4’, so wird 


ER IEN id: (4-30?) [ sin?’ wdı 
(®+3c) | dp ze ee wo 
C e/ A ce AI 


4a (siydy Aut (sin ydw 
Re Ya, ; 09m f - he i ; 
€ sin podpya® —c* sin’ p z ; 14 


Zieht man dieses Integral von dem vorhergehenden ab, so erhält man die 
Differenz 
(+30) (dv Ab +3e) (sinypdy E > av dw 
c a’ ee END Su 
Redueirt man auf ähnliche Weise wie im ersten Theile dieser Auf- 


gabe die Integrale, so wird hieraus 


ei: ' , a u 4a‘ huge a 
a@®cAd1csysnytitcta@+e)JAdyv-+ 
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. . . E u ü 
Dieser Ausdruck ist zwischen den den Grenzwerthen 9g=0, = arcsin — 
| € 


entsprechenden Grenzen 9=0, y =%r zu nehmen und vermöge des obi- 





. 4 . * B ‘.. 
sen Ausdrucks für r,, dann noch mit zu multiplieiren. Man erhält 
7T A 


hierdurch 


© na eertnn(e) ererme (ef 


a a?c 


. . 32a 
Für e=a geht auch dieser Ausdruck in den schon gefundenen 7, — G über. 
BL; 


v. 


Wenn in Art. 7 die Bestimmung des mittleren Radius des Kreisum- 
fangs auf die Rectification der Ellipse zurückgeführt worden ist, so kann 
auch umgekehrt die Länge eines elliptischen Bogens mittelst des Kreises 
durch Construction oder Rechnung mit beliebiger Schärfe annähernd be- 
stimmt werden. Sei nämlich 7, der mittlere Radius des Kreisbogens 
a(9,— 9,), welcher dem Winkel entspricht, dessen Schenkel mit dem 
Halbmesser, auf dem der Pol in dem Abstande e vom Mittelpunkt liegt, die 
Winkel @,, 9, machen, so findet sich ganz auf dieselbe Weise wie in Art. 7 

? 391 


a-+tc A N FEN 
ee N 1° cos? y 
N erRU AN, er 
390 
wo, wie dort, wieder = 9 und zur Abkürzung &® — 


Zi Er G+g: BeSETzE ist 
a 


und 9,, 9, in Theilen der Maasseinheit ausgedrückt zu danken sind. 


Setzt man 39, =y, und 39, =Y,, so wird 


Yı 
ac 5 aan gas SB 
rn, = — Id 1— 8 cos? 
1 vn — a vV € Y, 
% 


und ist nun r, der mittlere Radius des Bogens 2a (w, — y,) desselben Krei- 
ses aus demselben Pole wie zuvor. Setzt man endlich «+e=« und 


a2 — ß? 
a— c==ß, wodurch 2= —— — wird, so erhält man 
a 
Yı 
1) «fay yı— co? y=r, (y — %,)- 


%o 
Diese Formel zeigt, dass der Bogen einer Ellipse, deren grosse und kleine 


Achse 2«, 2ß, welcher durch die Amplituden I — y,, 4 — w,, oder 
astronomisch ausgedrückt, durch die excentrischen Anomalien %,, , ge- 
geben ist, gleich ist dem Bogen eines Kreises, der dem Mittelpunktswinkel 
Y, — y, entspricht und mit einem Halbmesser 7, beschrieben wird, der 
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sich durch folgende Construction finden lässt. Man beschreibe mit einem 
Halbmesser, welcher gleich der halben Summe der halben Achsen der El- 
.lipse, also = («+ ß) ist, einen Kreis, nehme auf einem beliebigen Halb- 
messer desselben in einer Entfernung, welche gleich der halben Differenz 
der halben Achsen der Ellipse, also —= 4 (a — ß) ist, einen festen Punkt 
als Pol an, ziehe sodann einen zweiten und dritten Halbmesser, welche 
wit dem ersten die Winkel 2%,, 2%, bilden, daher auf dem Kreisumfang 
einen Bogen abschneiden, dem der Mittelpunktswinkel 2(%, — %,) ent- 
spricht. Man theile diesen Bogen in n gleiche Theile und ziehe nach den 
Theilpunkten, sowie nach dem Anfangspunkt des Bogens aus dem Pole, 
Radien, setze dieselben in gerader Linie an einander und nehme den nten 
Theil dieser Summe der Radien, so ist dieser um so näher der mittlere 
Radius des Bogens, je grösser n. Beschreibt man nun mit diesem mittleren 
Radius aus dem Mittelpunkte des Kreises zwischen den Schenkeln des 
Winkels 2(w,—vy,) einen Kreisbegen und halbirt denselben, so hat man 
die genäherte Länge des gegebenen elliptischen Bogens. 

Ebenso einfach erhält man einen genäherten Werth desselben durch 


(Y—%o) 
n 


Rechnung. Sei nämlich =—=2Ö, so machen die nach dem Isten, 


2ten, 3ten, k-ten Theilpunkt des Kreisbogens gezogenen Halbmesser mit 

dem Halbmesser, auf welchem der Pol liegt, der Reihe nach die Winkel 
2 +6), 2 +25, 2(Wo + 38)...2(, +%d). 

Bezeichnen wir nun die nach diesen Theilpunkten aus dem Pol gezogenen 


[74 ‚ 


Radien der Reihe nach durch 7, 7", r" ,...r(®%, so ist 


= YE(a+ B? + 4 (a—P? — 3 (®— PP) 6052 (yo + %D), 


was sich, da a’ — ß?—= o’*, auf 


r) = a Y1— 8 cos? (y, + %6) 


redueirt. - Setzt man nun successiv k=1,2,3,...n, so ist durch diese For- 
mel näherungsweise gegeben 

» ee 3. 
«fay V1— 2 cs®y—r,(Y — Yo) = (Yı — Yo) (Het) 
. | 
Führt man noch den Hilfswinkel 9% ein, indem man setzt 

& cos (yy + %6) = cos 9%), 
woraus folgt 
r(k) — a sin 99), 


so wird 





Yı | 
Be re sin® +sin$’ +... + sin 9%) 
U) a fay Veen = am —W) AA 5 
%o | 
Offenbar kann man in der Construction wie in der Rechnung statt des 


Mittels aus den Radien v’, r”, ...r(*-% der Theilpunkte und dem Radius r(”) 
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des Endpunkts des Bogens auch das aus jenen Radien und dem Radius ° 
des Anfangspunktes nehmen, wodurch der genäherte Ausdruck des ellipti- 
schen Bogens, wenn &Cos y, — C0s 9°, wird 
ITS sin 9 + sin9 + sin$",+ ... + sin 9% 9 
Yr %) ( n ). 

Man kann endlich auch noch zwischen beiden Ausdrücken das Mittel 
nehmen, wodurch sich, mit gleichmässiger Berücksichtigung der Radien 
des Anfangs- und Endpunktes des Bogens, für seine Länge ergiebt 

En (& sin 9° + sin $& + sin 9" En .. + sing" -D + Esin a 


10. 


Vorstehende Rectificationsmethode lässt sich noch weit einfacher und 
ganz unabhängig von dem in Art.7 enthaltenen Satze ableiten. Da nämlich 


dw —= lim Me —lımd, 
so ist unmittelbar klar, dass 
Yı \ ERK?. ir 
® uasn mare. SINEuN vn en 2 2 k \ 
«fav V1— 2 cs®w—=(pw—W)lim Z «Vı— 8 008° (yo+ ko), 
k=1 n 5 
Y) 


woraus sofort, wenn man cos 9% — gccs (wy+ k6) einführt, die Formel II) 
im vorigen Artikel folgt. Man kann hieraus nun auch rückwärts die dort 
angegebene Oonstruction ableiten, wenn man bemerkt, dass 


ayı— co" (pt kö)—=YzlatPß) +4(le —P)’— 3 (a — PP) cos2 (Yyotkd). 
Die obige Formel hat aber auch noch einen andern Sinn. In derselben ist 
nämlich « vyı—® cos’ (ap, + %6) derjenige Halbmesser der Ellipse, welcher 
dem Halbmesser derselben conjugirt ist, der durch das Complement der 
Amplitude oder die excentrische Anomalie w, +%ö bestimmt wird. -Denn 
dieser letztere ist Yl— & sin’ (wy+ %d). Sein conjugirter Halbmesser wird 
erhalten, wenn man sein Quadrat von a®+ Pf? subtrahirt und aus dem Reste 
die Wurzel zieht, was den vorstehenden Ausdruck giebt. Hiernach führt 
nun die obige erste Formel auch auf folgenden Satz: Die Länge des 
durch die excentrischen Anomalien %,, w, seiner Endpunkte 
bestimuten Bogens einer Ellipse ist gleich der Länge eines 
Kreisbogens, der dem Mittelpunktswinkelw, —w, entspricht 
und ‚mit einem Halbmesser beschrieben wird, welcher das 
Mittel von allen den Halbmessern der Ellipse ist, die den- 
jenigen Halbmessern des zu reetificirenden Bogens dersel- 
ben conjugirt sind, welche bei gleichförmiger und stetiger 
Aenderung der Anomalie aufeinander folgen. 

Da jeder Halbmesser der Ellipse parallel ist der Berührenden am End- 
punkte seines conjugirten Halbmessers, so gehören im vorstehenden Satze 
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& 
die Halbmesser, aus denen das Mittel zu nehmen ist, einem Bogen, der 
von zwei Halbmessern abgeschnitten wird, die den Berührenden des An- 
fangs- und Endpunktes des zu rectificirenden Bogens parallel sind. Es 
wird jedoch vielleicht nicht überflüssig sein, zu bemerken, dass jenes Mittel 
keineswegs der mittlere Halbmesser dieses elliptischen Bogens ist, da durch 
die Theilung der Differenz der Anomalien der Endpunkte des gegebenen 
Bogens in n gleiche Theile weder dieser selbst noch jener, den die Halb- 
messer abschneiden, welche den Berührenden seiner Endpunkte parallel 
sind, inn gleiche Theile getheilt wird, wie es der Begriff des ‚mittleren 
Radius‘ fordert. Der Satz selbst ist nicht neu, sondern auf anderem Wege 
schon von Grunert gefunden*); die im vorigen Artikel enthaltene Con- 
struction der Länge des elliptischen Bogens mittelst des Kreises ist jedoch 
hier hinzugekommen. | 

Grunert, der den Satz durch Betrachtung von Polygonen erhält, die 
sich in und um die Ellipse beschreiben lassen, giebt auch (a. a. O. mit Be- 
zugnahme auf eine frühere Abhandlung) Grenzen an, zwischen welche für 
jedes endliche » die wahre Länge des elliptischen Bogens fällt. Da sie sich 
ohne grosse Vorbereitung ergeben und durch sie der Satz eine Ergänzung 
erhält, so möge ihre Ableitung hier noch eine Stelle finden. 

Sei s ein Bogen der Ellipse, dessen Endpunkte durch die den Haupt- 
achsen 2«, 2ß parallelen rechtwinkligen Coordinaten aus dem Mittelpunkte 
&o, Y und &,, yı gegeben sind, so ist, wenn o die Sehne dieses Bogens, 

| ı so und. —(n — & Ey — Yı)- 

Sind nun u,, u, die excentrischen Anomalien der beiden Endpunkte von s, 
so ist 
os lo Din on. X RL, Ya sind. 
Hieraus folgt, wenn wie zuvor «— P=«a?, 
4a co iw — u)san®d (w— W);, 
oder, wenn man a’ [1 — 8? cos?4 (u, + u,)| = e* setzt, wo nach dem Obigen 
o den Halbmesser der Ellipse bedeutet, der der Berührenden an demjeni- 
sen Punkte parallel ist, dessen excentrische Anomalie —= (w+ u,), also 
das Mittel aus den Anomalien der Endpunkte des Bogens, 
o=2osnt (w— U). 
Es ist also erstens 

I) s>20 sn! (w—ı). 

Zieht man ferner an die Endpunkte des elliptischen Bogens die Berühren- 
den, bezeichnet die Coordinaten ihres Durehschnitts durch &, y und die 
zwischen diesem Durchsehnitt und den Berührungspunkten enthaltenen 
Abschnitte der beiden Berührenden durch p,, Pı, so ist 

s<mTtPp: 
und 


*) Archiv, Bd. 30, 8. 213. 
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= (+ WW PR — a) + Yo). 

Es sind aber die Gleichungen der beiden Berührenden 

Bu ß > 

—Yy =— x — %) >= — —cow. | — X 

ART Yo a 0) . o+( 0)» 
2 
Er 

5 (X ee x) el ® 
aryı & 
Eliminirt man nach diesen beiden Gleichungen y', so erhält man nach ge- 
höriger Reduction 





cot u, .(& — &)- 





y-y=— 


x — 2, — asinwtangt (w— u), 2 — a, = asinulang! (u, — U). 
Hieraus folgt 
2 = (oe? sin? u, + P? cos? u,) tan (u — u); 
Pr > (a? sin?’ u, + P* co? w)tang 4 (u, — u), 
oder 
2,0 tang du u) rt ang y (u, ln 
Wo @,, 0, die den Berührenden am Anfangs- und Endpunkte von s paralle- 
len Halbmesser der Ellipse bedeuten. 
Es ist also zweitens 
II) s<(@+ 91) tang z (1, — U). 
Theilt man nun die Differenz y, — y, der excentrischen Anomalien, durch 
die ein zu rectifieirender elliptischer Bogen $ (w,, w,) bestimmt ist, in 


n gleiche Theile — — d, wodurch der Bogen in n Theile s’, s”,... s(®) 
zerlegt wird, die nicht gleich sind, bezeichnet ferner die Halbmesser der 
Ellipse, welche den Berührenden an den durch die Anomalien y,, w+ 6, 
w+20,...%, + (n—1)6, w, bestimmten Punkten parallel sind, der Reihe 
nach durch »°, r',r”...r®=D, r@®), so giebt die Anwendung der Formel II) 
auf die Bogentheile s’, s”,...s9, deren Summe —= $ (w,, w,), wenn man in 
derselben ww — u = ö setzt, ferner successiv g, mit rd, r'...r“@ U und eo, 
mit 7’, r”,...r@) vertauscht, endlich die sämmtlichen hierdurch sich erge- 
benden Ungleichungen addirt, 


S(w, 91) <2 14704 tr +... +re-)+ gro tang 48. 
Auf gleiche Weise giebt die Anwendung der Formel I), wenn man die 
Halbmesser, welche den Berührenden an den durch die Anomalien w,+ 46, 
+ 35, Wr 30,..:-WuF at bestimmten Punkten parallel sind, 


der Reihe nach durch €, 0", 0... eg) bezeichnet, . 


SW) >2}d +" +0" +... + em sindb. 


Man kann diese beiden Ungleichungen auch schreiben 


+r+...+r ®\ 1940 
ESCHER PS PaaeB] Klnundauuccta tag IE LBENEENTE 
2 


r+r +... + = sin 0 


1 I 
50 


re) — 2 1946 


2 15,7 
11) En 





N 


(wu) > (Yı— Yo) ( 
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welche Formeln mit den von Grunert gefundenen übereinstimmen. Da, 
wenn rn ins Unendliche wächst, e', 0”... der Reihe nach mit r', r”... zu- 
sammenfallen, so nähern sich dann beide Werthe, zwischen denen S(,,,) 
“ liegt, einer gemeinschaftlichen Grenze und wird 


’ ZZ SE ‚(n) 
S (%,, %ı) = lim (1, — %y) Eee, 


n 


Ih 


Werde gesucht: 1) der mittlere Halbmesser r, der Ellipse, deren Ach- 
sen 2a, 2b und 2) der mittlere Radius r, ihres Inhalts. 

1) Wenn r der zu der Amplitude « gehörige Halbmesser, s der durch 
Y»—=4n und =» bestimmte Bogen der Ellipse, und # — b’== u?c?, 
so ist 


r=ayi—cdcos®y, ds=ady Vi— c* sin? ap, 


fra —= efau Va — 40) — 1ct cos 2, 


oder, wenn man 2y = n — y setzt, 


= ) 
fe =—: ® @- 9 faryı- (So) sr, -) sin’ y, 


welches Integral, zwischen den den a Y=%n und y=0 ent: 
sprechenden Grenzen 4 = — au und „=1m genommen, giebt 


| ) 
— Lu? eo far sin? De 


Andererseits ist, zwischen ee Grenzen genommen, 
27 
Br «f day Yı— er gie| 
0 
folglich nach Formel 1) der gesuchte mittlere Halbmesser des Quadranten, 
daher auch des ganzen Umfangs der Ellipse, 


2 — ce? 
2 (< 2 I 
4a? (2—.c?) E ( = ) 
aE!(e) 
In diesem Bruche bedeutet der Nenner die Länge des Quadranten der ge- 


gebenen Ellipse, der Zähler das Rechteck aus a in die Länge des Quadran- 


a? + b? 
> 


folglich 











D) p, = 


ten einer Ellipse, deren halbe grosse Achse = La (2 — c?) = 





‚ und 


deren halbe kleine Achse =b ist. Bringt man daher in vorstehender For- 
mel den Nenner auf die linke Seite des Gleichheitszeichens und multiplieirt 
auf beiden Seiten mit 4, so ergiebt sich der Satz: das Rechteck aus 
dem Umfang der gegebenen Ellipse in ihren mittleren Halb- 
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ınesser ist gleich dem Rechteck aus ihrer halben grossen 
Achse in den Umfang einer zweiten Ellipse, welche dieselbe 


kleine Achse wie die gegebene hat, deren grosse Achse aber 
b? 
—n I % also um den halben Parameter der gegebenen El- 


lipse grösser ist als deren halbe grosse Achse. Errichtet man 
auf der Geraden, welche die Scheitel der beiden halben Achsen der gege- 
benen Ellipse verbindet, eine Senkrechte, so schneidet diese, genugsam 
verlängert, von ihrer grossen Achse ein Stück ab, welches die grosse 
Achse der vorgedachten zweiten Ellipse ist. 

Ist c so klein, dass seine höheren Potenzen vernachlässigt werden 


rn —=al— 4) =3z(a+b). 
2) Zur Auflösung des zweiten Theils. iR Aufgabe können wir uns der 


Formel 6) bedienen. Bezeichnet in ihr f(p) den Halbmesser der Ellipse, 
der mit der positiven Seite ihrer kleinen Achse den Winkel p macht, so ist 


f(9) = 


können, so wird 


Vı- sin: p 
folglich 


a d | 
1 [or = 0 | — —  — — 48,00) 
(1— ce sin p) Yı — sin? p 


D? sin p cos @ 
= top ca 
3(1— €) | : yı— ec sin’ p) 





Andererseits ist 


dp f dp dp 
2 = b? er en BEN N 
uf ro) ar wel, sing. u ® Fe 
b? col op ) 
Bin 


Er 2 yı—e 


2 5 7% 
Nimmt man beide Integrale von 9 —=0 bis 9= 0 erhält man 











nach Formel 6): 
._4aE! (c) 
N“ 


Da albmesser eines Kreises, dessen Umfang dem Um- 


2adE'(c) der H 
— % 
7% 


fang der gegebenen Ellipse gleich ist, so führt die vorstehende Formel zu 
dem Satz: der mittlere Radius des Inhalts der Ellipse be- 
trägt 2 des Halbmessers des Kreises, dessen Umfang dem 
Umfang der Ellipse gleich ist. 


12. 
Sei zu finden der mittlere Radius 1) des Umfangs, 2) des Inhalts einer 
Ellipse, deren Achsen 2a, 2b, aus einem ihrer Brennpunkte. 
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1) Sei der Brennpunkt der Coordinatenanfang, so ist, wenn die Rich- 
tung von ihm aus nach dem Scheitel der halben grossen Achse, auf der er 
liegt, als die der positiven Abseissen angenommen und wieder @ — b? — u? 
gesetzt wird, die Gleichung der Ellipse: 


ne 


Hieraus ergiebt sich für den Radiusvector der Werth 


r=a— cl(ac+e), 
und für das Bogenelement 


2 2 2 
PR, ye Sae — late 
a — (ac+ x) 


Setzt man actx=asing, was zulässig ist, daac+ x die Grenzwerthe a 
und —.a nicht überschreitet, so wird 


r=a(l—csngp), ds=adpy1— sin’; 
daher | 


fra —— oft — csingp) y\ —.$si®p.dyp 


= 2 fap Vı— sing + %a?c cos p YL— ec? sin? p 
€ 


+42 (1— ce) Ign [ce cospg + Yı— sin? go]. 


Nimmt man dieses Integral zwischen den zu==—a(l+c) und 
«=a(l+c) gehörigen Grenzen 9= — 3r und 9 = 4x, so erhält man 
4 


2 dp yı — *sin’p, 
0 


folglich, da, zwischen denselben Grenzen genommen, 


iz 
s=2a]|dp vı— csnop, 
0 
D) vr, =4U. 


Der Mittelwerth aus allen Vectoren der Ellipse ist also, 
bei jeder Excentricität, der halben grossen Achse, d. i. dem 
Mittel aus dem kleinsten und grössten Vector a(l—ec) und 
a(l+c) gleich. Die ‚mittlere Entfernung‘ der Planeten von der Sonne 
führt also auch in diesem Sinne ihren Namen mit Recht. 


2) Bezeichnet y die wahre Anomalie irgend eines Punktes der El- 
lipse, so ist der zugehörige Vector | 

a(1—e*) 
 ı1-+ecosg- 
daher nach Formel 6), wenn r, der gesuchte mittlere Radius, 


> 
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T 7 
Enge e a N dp 
am 1 3 1 58 eng 
nyfr dpo=zu ae 
1+ccosp 
V ( ) 


. 0 
Es ist aber 





(1 Sf BRN 5 (1—)cesnp 3(1—d)esinp 
(+ ccosp® 2(1+ecosp)? 2(1-+ccosp) 
SEE c+cosp 
= 3 (2 + c?) yı —.(? arc cos (er) . 


Nimmt man dieses Integral von  =0 bis =, so erhält man 
1 ‘ 2 Ber} 
ira +) Yyı— ce. 
Da nun zwischen denselben Grenzen s— Inab—=4nay1ı—& ist, so 


folgt hieraus 
2 


b 
ne 4u27cC a 


Der mittlere Radius des Inhalts der Ellipse aus einem 
ihrer Brennpunkte ist also um ein Sechstel ihres Parame- 
ters kleiner als ihre halbe grosse Achse. 


13. 


Sei a der Halbmesser der Kreisbasis eines geraden Kegels, dessen 
Höhe =; es wird gesucht 1) der mittlere Radius der Basis desselben aus 
der Spitze als Pol, 2) der mittlere Radius des Inhalts des Kegels aus dem 
nämlichen Pol. | 

1) Bezeichnet z den Abstand des Punktes, in welchem der veränder- 
liche Radius r aus der Spitze die Basis trifft, vom Mittelpunkt der letzte- 
ren, so ist 

Ne VıR +2?, 

Ferner kann hier in Formel 1) ds als die Ringfläche angesehen wer- 
den, deren Halbmesser = z, und deren Breite = dz. Es ist dann 

ds RT 2AR, 
Da nun die Fläche der Basis s— 2a, so wird nach 1) 


2.9: u 
et! zdzyR+ 2? 
2 2 
_ ji + a)? — 1 e 
Ba Tree 
Ist im Verhältniss zu a sehr gross, so wird 
2 
a 
u ER 
ist umgekehrt } gegen a sehr klein, so ne 


dt 
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Der erstere Werth hat also zur Grenze h, der zweite $a, wie es sein 
muss, da in diesen Fällen der Kegel bezüglich in einen Cylinder und einen 
Kreis übergeht. 

2) Man mache die Achse des Kegels znr &-Achse, die Spitze zum 
Coordinatenanfang, so ist, wenn für irgend einen A ehnansshine x, y die 
rechtwinkligen Coordinaten eines innerhalb des Kegels liegenden Punktes 
bezeichnen, der Inhalt eines kreisförmigen Ringes, dessen innerer Halb- 
messer — y, Breite =dy, und Höhe =dx, gleich 2zydydx. Dieser kann 
als das Körperelement ds des Kegels angesehen werden. Da nun 


r—=yYar+y, 


J as— zn JvayasyeHrr. 


Integrirt man zuerst nach y, so kommt 
2 ——— 3 
. Svawetr = H+ rn) 


j ax 
Dieses Integral muss von y==0 bis y = 7, genommen werden, und giebt 


so ist 


zwischen diesen Grenzen 
3 
We feret-u] 


Integrirt man diesen Ausdruck nach x und nimmt das Integral von x = 0 
bis <= h, so erhält man, nach Hinzufügung des Coefficienten 2, 


ah [a + a)? — | . 
Dividirt man endlich diesen Werth durch den Inhalt des Kegels s—=4nu?kh, 
so erhält man den gesuchten mittleren Radius seines Inhalts 





3 
(A? A. a2)? u Be 
II) n=3 [ zs ? 
Vergleicht man diesen Werth mit dem von r,, so zeigt sich sofort, dass 
III) RE 


Hieraus ergiebt sich der Satz: Zieht man aus der Spitze des ge- 
raden Kegels nach seiner Basis den mittleren Radius der- 
selben, r,, und legt durch den Schwerpunkt des Kegels eine 
seiner Basis parallele Ebene, so ist das zwischen dieser 
Ebene und der Spitze des Kegels enthaltene Stück von r, 
der mittlere Radius des Inhalts der Kegelfläche, r,. 

Dieser Satz ist dem in Art.5 für die Basis und den Inhalt des Drei- 
ecks gefundenen analog, und es gilt daher hier von einem Strahlenbündel 
Aehnliches, wie dort von einem Strahlenfächer. 


14. 
Seien die mittleren Radien 1) der Oberfläche, 2) des Inhalts einer Ku- 
gel, deren Halbmesser —= a, zu bestimmen, wenn der Abstand des Pols vom 
Mittelpunkt der Kugel = e ist. 
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1) Sei der Pol der Coordinatenanfang, seine Verbindungslinie mit dem 
Mittelpunkt die x- Achse, so ist die Gleichung jedes grössten Kreises, des- 
sen Ebene durch diese Achse geht, 

(e— a) + Y=oR 
Das Flächenelement ds ist hier die mit dem Halbmesser y um die &- Achse 
beschriebene Zone, deren Breite das Differential des Bogens des vorstehen- 
den grössten Kreises. Hieraus folgt ds=2nadx, und da der aus dem Pol 
nach einem beliebigen Punkt dieses Elements gezogene Radius 


= ya, 


fras=zna fary FF F=2nu faayR—e + 20x 


274 3 
a (a? — ®+2ca)®. 


Wird dieses Integral von e=c—.a bis @=c-+ a genommen und durch 





s—4nra? dividirt, so erhält man 


ee — c+ a) — (Ce — a) 
I) 2 
= EB 


Diese Formel gilt jedoch nur, wenn c>a, also der Pol ausserhalb der 
Kugel liegt. Ist dagegen ce <a, liegt also der Pol innerhalb der Kugel, 
so wird 
n= flat (a—o)} 

II) re 
z=4A + 4 =, 
Liegt der Pol auf der Kugelfläche, wo ce = a, so geben beide Formeln 

Pen 

Liegt er im Mittelpunkt, wo e==0 wird, so giebt die zweite, wie es sein 
Muss, Tr, 0. 


2) Ganz auf dieselbe Weise wie in Nr. 13 2) findet man auch hier 


Sras=2rf fvayasv Fr, 


und hieraus, wenn man zuerst nach y integrirt, i 
——— 3 
IL dyy a? + —= ı (+ 1P)?. 


Dieses Integral ist aber jetzt von y = 0 bis y= Ve _ (c— x)? zu nehmen 
und giebt zwischen diesen Grenzen 


3 
4 (@—e+ Ben) — a j 


Integrirt man diesen Ausdruck nach &, so kommt 


1 5 
1 1 W— +20) — tat, 
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nenn 


und nimmt man dieses Integral von 2 =c—abis 2 ==c-+a, so erhält 
man, nach Hinzufügung des Coeffiecienten 2x und Division mit s—= ! na, 


ne [Bo dlet taten 


ELLI. 2 

— 1 —— € 
—c+ 4 

€ 
Diese Formel gilt aber wieder nur, wenn ce >a, also der Pol ausserhalb 
der Kugel liegt. Liegt er innerhalb derselben, und ist also e <a, so 
wird 

1 

I - 

2.4.9.0 


| (da—c) (a+ 0)! — (da+e) (a o)'| 
iv) BR 
= za a 2 Re 


Ist c=a, liegt also der Pol auf der Kugelfläche, so geben beide Formeln 
„==.20. 

Für c=0 endlich giebt IV) r,—=2a, was auch schon aus dem vorigen Ar- 

tikel folgt, da die Kugel als ein gerader Kegel angesehen werden kann, 

dessen Basis ihre Oberfläche und Höhe ihr Halbmesser. Man findet leicht, 


dass r, für c==0 ein Minimum wird. 


15. 


Werde gesucht: 1) der mittlere Halbmesser 7, des durch Umdrehung 
der Ellipse, deren Achsen 2a, 2b, um ihre kleine Achse erzeugten Sphär- 
oids, und 2) der mittlere Radius r, aus dem Mittelpunkt, in Bezug-auf den 
Inhalt desselben Sphäroids. 


1) Bezeichnet @ das Complement der excentrischen Anomalie, oder 


die Amplitude des Halbmessers r, so ist r=«ay1— c*cos®’p, und das Bo- 
genelement der Ellipse adp Yı — c*sin?g. Dieses letztere beschreibt bei 
der Drehung der Ellipse um die Achse 2b eine Zone ds, deren Halbmesser 
asing. Es ist daher 

ds—2ne@ sngdpyl1— ce sin’p, 
folglich 


” > 
f ds = — ma fa cosp Y (1—e sin?p) (L— ce? cos? p). 
Setzt man c cosp == cosy, so wird 
2a 
f N IE vdyyz — ®— sin’y, 


c 
2 2 
a b len ke 
— % — — einführt, 
a? x 


Je“ U day a 
cy A d 


wo A=Y1— y*sin®yw. Durch Reduction der Integrale ergiebt sich 








oder, wenn man noch zur Abkürzung 2 — c? 
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ee ee a 


fe=t Se ae) ro) Fe Ey) — sind cos.» V L— y*sin ayt- 


Dieses RT ist zwischen den Grenzen zu nehmen, welche 9=4r und 











p==0 entsprechen und daher, weil cosy==ccosp, y—=3%r und p=arccos« 
sind. Zwischen diesen Grenzen genommen, geben im vorstehenden Aus- 


druck von fr ds die drei Glieder in der Parenthese der Reihe nach 


0) [Fi 3 m) — F(y, arc cos c)], 
& [E(y, 4) — E(y, arc cos c)], 
yc yı rk 
Die beiden ersteren lassen sich aber durch Anwendung bekannter Sätze 
von der Addition der elliptischen Funetionen noch weiter zusammen- 





ziehen in 
(1—c?) F[y, are cos (1— c?)] 
und 


e@[#(y, arecos 1—e))—yey1-—e]. 
Demnach ist, wenn noch zur Abkürzung arc cos (1L— c?) = # gesetzt wird, 


der Werth von fr ds zwischen den angegebenen Grenzen 


Ina 


3ye 





lc F(y,®) a E®E(y,9) +ye a—yH- 


Dividirt man nun diesen Ausdruck durch die halbe Oberfläche des Sphäroids 
s=ne14 2 in (#2), 
1—c 


Bud Gym Eye 0 
Ka ies 3. (1— ce) [Ign (1 + €) — Ign (1—e)] 

Ist ce so klein, dass seine höheren Potenzen vernachlässigt werden können, 

so wird 


a L 
1 
fr 1s=— na fa cosp (L—c?+ ct cos! p — c! cos!p)? 








so erhält man 





= — ne fa cspg 1-4 —LIc+gcet co®p — Zc* cos!p). 


Integrirt man, so findet sich zwischen den Grenzen =0, g—=ä&n als der 
Werth des Integrals: 
3 LITER ER 
2na (1 — Ic — 735€). 
Andererseits ist dann 


ı 1 
ine fa cosp (1 — c?+c?cos’p)” 


_ 2 er Bar ARTE 4 2 AA 
—— nat [acnspfı 12 —1c+4(2°+.c') co®p— #c* cos*g], 
was, integrirt und zwischen den vorigen Grenzen genommen, giebt 
DE 
2a (1 z3€ i5€ R 
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Hieraus folgt 
n=al— te — z15c}), 
wogegen das Mittel zwischen den beiden halben Achsen 
klıa+b)=ul I — c), 
also kleiner. Für ein "Sphäroid, dessen Abplattung (wie etwa die des Ju- 
piter) = 75, isst ®=20a — ®—=7%%. Hieraus folgt, wenn «1 ge- 
setzt wird, 
r, = 0,97704 und 4 (a-+ b) = 0,92857. 
2) Auf ähnliche Weise wie in Nr. 13, 2) ergiebt sich, dass 


en daedyya®typ; 


daher ist weiter, .wenn man zuerst nach © integrirt und das Integral von 


2 ==0 dis = Vo 54 -— De 
2.2.98 3 
Tecflene ze rt 


Integrirt man nun nach y und setzt zur Abkürzung 


ab? 
Br % )#= 
so kommt 


TR | 
Zn 4 (Y+ BAM u CH is as en ; rc wc V 1 ("m rar! 


Nimmt man endlich dieses ar von y=0 bis y=b und dividirt dann 
durch den halben Inhalt des hr s=—=%nua”b, so erhält man 
b 
arc cos %) . 


n in 
) 2 8 a" Te D2 a 

. Diese Formel hat einen geometrischen Sinn. Multiplicirt man sie nämlich 

mit 2b, so wird 


II*) mon 3.2n(04 




















b 
Sa er cos — 
7 a 


wo der rechte Theil’ der Gleichung & der Aa. desjenigen Sphäroids 
ausdrückt, das durch Umdrehung derselben Ellipse, welche das gegebene 
erzeugt, um ihre grosse Achse entsteht, der linke Theil aber als die 
krumme Oberfläche eines geraden Cylinders angesehen werden kann, des- 
sen Höhe r,, und dessen Basis ein mit dem Halbmesser b beschriebener 
Kreis ist. 

Hiernach giebt die Formel II*) folgenden Satz: der Mittelwerth 
von den aus dem Centrum eines Sphäroids, das durch Um- 
drehung einer Ellipse um ihre kleine Achse erzeugt wird, 
nach allen Punkten seines Inhalts gezogenen Radien ist 
gleich der Höhe eines geraden Cylinders, dessen Basis ein 
über der kleinen Achse der Ellipse beschriebener Kreis, 
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und dessen krumme Öberfläche gleich 2 der Oberfläche 


desjenigen Sphäroids ist, das durch Umdrehung derselben 
E llipse um ihre grosse ee entsteht. | 


Aa et . . 
Koh: so wird 


er) gu (y 1697 = are sin e). 


Entwickelt man diesen Ausdruck in eine Reihe, so erhält man, wenn man 
die höheren Potenzen von c vernachlässigt, 


Führt man in der Formel II) c= 


N 12 Tr 
n=2a(ll— ge — ht), 


was mit c = 0 in $a übergeht, wie es, nach Art. 14, 2).a. E., sein muss. 


16. 


Sei zu finden: 1) der mittlere Halbmesser r’, des durch Umdrehung 
der Ellipse, deren Achsen 2«, 2b, um ihre grosse Achse erzeugten Sphär- 
oids, und 2) der mittlere Radius >’, aus dem Mittelpunkt in Bezug auf den 
Inhalt desselben Sphäroids. 

1) Hier ist ds die durch das Pre adgp Y1— c* sin’g mit dem 
Halbmesser b cos um die Achse 2a beschriebene Zone, daher 

ds=2mabcosp dp Vı— &sin®y, 
folglich da wiederum 
r=ayli—ecosp, 


NOS Rand, fa singY — copy) (1 — e* sin? 9). 


Vergleicht man diesen Ausdruck mit dem entsprechenden zu Anfang des 
ersten T'heils der vorigen Nr., so sieht man, dass er aus diesem durch Mul- 


Er. b 
tiplication mit — E und Vertauschung von cos mit sin g erhalten wird. 


Setzt man daher jetzt ce sing = cosw, so wird 


b IE ER Fi 
fre=- Jrwawy? Lenny 


und hieraus weiter, nach der vorigen Nr., 





2 b RL.‘ .i. 
f ds = — ar ja — ce?) F(y,p) + E(y, w) — sin cos y VL —y*sin u. 
Nimmt man dieses Integral zwischen den = 4x und 9==0 ent- 


sprechenden Grenzwerthen »==are cosc undy=!x, so erhält man 
2a” b : 2 2 
FREE Hr} 
Dividirt man diesen Werth durch die halbe Oberfläche des Sphäroids, 
welche hier 








a (14 — 
E eyte 


arc sin e) 


ist, so erhält man 
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Vergleicht man diese Formel mit der Formel I) der vorigen Nr., so erhält 
man die Proportion ® 

DV, DT RERISNEAS: 

d.i.: die Oberflächen der beiden Rotationssphäroide sind 
umgekehrt proportional den Rechtecken aus ihren mittle- 
ven Halbmessern in ihre Rotationsachsen. 


2) Hier ist 
fras=2rf fvayaaysFr, 


also, wenn man zuerst nach y integrirt und das Integral von y=0 bis 


Se 
De nimmt, 
a 
® 2372 3 x 
Jr =3r far [+ Ei s Jel-e} 
a 


a 





a 
Setzt man + 





2 x” X und führt die Integration nach x aus, 


so kommt 
| 3 Er — 3ab* u N — . 
en cun tm ur Yr|— 1a. 
8 Ve — b? a 
Nimmt man endlich dieses Integral von © ==0 bis == a und dividirt 
durch den halben Inhalt des Sphäroids, s—= 2ruab?, so kommt 


} b? at Ve = 
ers ER ORT, el rail 
III) Fa g 6 2. Ve Ign ( 7 } 


oder, nach Multiplication mit 2a, 
‚ bz ee ne 
II?) 2nar, = ne BEER 157 gr: N 
| Ve—b: b 


woraus sich folgender, dem in dem vorigen Artikel a.E. erhaltenen, ent- 
sprechender Satz ergiebt: der Mittelwerth von den aus dem Cen- 
trum eines, durch Umdrehung einer Ellipse um ihre grosse 
Achse erzeugten Sphäroids nach allen Punkten seines In- 
halts gezogenen Radien ist gleich der Höhe eines geraden 
Cylinders, dessen Basis ein über der grossen Achse der El- 
lipse beschriebener Kreis, und dessen krumme Oberfläche 
gleich 2 der Oberfläche desjenigen Sphäroids ist, das.durch 
Umdrehung derselben Ellipse um ihre kleine Achse entsteht. 

Hiernach ist also, wenn s die Oberfläche des Sphäroids um die kleine 
Achse, und s’ die Oberfläche dessen um die grosse Achse bezeichnet, nach 
III*) und nach II*) in der vorigen Nr. 

IV) car; -assund.2nbr,—3s; 
folglich 
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d.i.: die Oberflächen der beiden Sphäroide sind den Recht- 
ecken aus den Mittelwerthen der von ihren Centren aus 
nach allen Punkten ihres Inhalts gezogenen Radien in ihre 
Rotationsachsen umgekehrt proportional. 

Combinirt man endlich die beiden Proportionen II) und IV), so folgt 

V) Par Tee 
d.i. die mittleren Halbmesser und die Mittelwerthe der Ra- 
dien aus den Centren nach allen Punkten des Inhalts ste- 
hen zu einander in beiden Sphäroiden in dem gleichen Ver- 
hältniss. | 


Führt man in II) c= ein, so erhält man 


: 1— 1+c 
III **) Ta =3a h + FF: Ign E Fat. 


Dies giebt, entwickelt, mit Vernachlässigung der höheren Potenzen 
von c, 


VER 
a 








Rn 2 4 
n=zall-Ie— hc}, 
welcher Werth für c=0, wie es sein muss, sich auf $a reducirt. 


mn mn nn ann 


II. 
Studien über Differentialgleichungen. 


Von Professor Sımon SPITZER. 
(Fortsetzung.) 


8.14. Ich habe im letzten Paragraphen jene lineare Differentialgleich- 
ung aufgesucht, welcher genügt wird durch 
+ 1 
y—=(,e®* [1 —w)P-%3du 
—1 
Br 
+ Gerz (1 —w)8-8 log | —u)Ym+ x] du 
1 
+1 
+0, oe fi — 12)B- 2 log? (ı—W)Ym+a]ldu 
iR 
+ 


+ O,cx= [(ü — 1 )B-3log’—t[(ı —u)Ym+ a]|du, 
—1 
woselbst >14 ist und (,, C,, C,..C, willkürliche Integrationsconstante be- 
deuten. Es ist leicht zu zeigen, dass das eben aufgestellte Integral sich in 
folgender vereinfachten Form wiedergeben lässt: 
y=etz[K, + K,log(m+x)+ K,log (m +&)+...+ Klo” —!(m+ &)], 
welche giltig ist, wie auch immer das B beschaffen ist und woselbst &, , #3, 
K,..Kr ebenfalls willkürliche Constante bedeuten. 
$.15. Die Integrale der Gleichungen 
9,=0, G=0, (=0, 0, 90, 
welche ich in $.12 bestimmte, setzen durchgehends ein B voraus, das grösser 
als % ist, und werden unbrauchbar für = 4 und für B< 3. 
Ich glaube daher, es dürfte nicht überflüssig sein, auch diese Fälle zu 
erörtern, und so betrachte ich denn jetzt vorerst denjenigen Fall, wo A 
ist. Die Gleichung 


= (m+a)y”" +3 —2om+e)y+ [a2 + am +2) |y=0 


hat zum Integrale 
= G rar Im tn C, „er—2V—A ut 


es fragt sich jetzt, wie ist das Integral der Gleichung: 
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man 


(m+ x) [(m+ &) 0,1” + [3 —2e (m + x)]. [m + x) 9] 
u En + 0? m+2)] .(m+ x) 0, =0. 
Aus ihr folgt unmittelbar 
N a 
und wenn man statt 0, seinen Werth setzt und beiderseits durch m+ x di- 
vidirt, so erhält man: 
m+a)y + Bram taly + AL + mt ad |s 

C, Hr VAnt L C, „ee—2V—4 m+a) 

mt & r 


welche Gleichung linear, von der zweiten Ordnung und complet ist. Be- 
hufs ihrer Integration setze ich 


y el ARE 
dies giebt 
+2V— 4(m+x) —2V—- d(m+x) 
97). (m re)2 +42 +42 = m 
dann führe ich eine unabhängige Variable & in Rechnung ein, mittelst der 
Substitution | 
— Ant )=#. 
finde dadurch 
N A dz 
0 2EdE 
„ae le | 
4a dE? ade 
und diese Werthe in 57) eingeführt, geben die Gleichung 
nz 
rn 
Durch Multiplication mit e?5 wird dieselbe integrabel, denn es lässt sich 
die Gleichung 


Agıt ei (C,et?5+ C,e=2E). 


Dur 
d&? 
folgendermaassen schreiben: 


e28 10 (Get C,) 


d dz 4 
alte =naette 
und giebt integrirt: 
dz Add ac 
ro 2 
e FF: 20° 2. ul, p £ +6; 


Nun wird durch Multiplieation mit e-*& die jetzt erhaltene Gleichung auch 
integrabel, denn man hat: ; 
254 . [ettds 40&,e-*5 
26° __ge-2z — 4le-tE ar. 
ds | &” S 


Diese Gleichung gestattet folgende Schreibweise: 


cr C,e=i$, 
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18 418 
A je-262] Kae: den", m Dr 


und giebt integrirt: 


t 1ädz ern vo 
BE 2 — — AU u fe ms a 
€ £ 2 & A e &, 


folglich ist 
18 ei 
z—= — Ale /7 12 fe eds Er + let, 


was sich auch Be. der nee sch, so schreiben lässt: 

48] Vin i 

& ‚ar? + ei RE 30% 
Demnach ist das Integral der Gleichung 0, —0 in dem speciellen Falle 


‚als B== 4 ist, folgendes: 


vr Le Amtr) 
ya VFmrn |? rn Un, et 2V A ar (eT! 
m-+x 
5 C ge2 2 VA m+2) Er C „er +2 V- Amt) 
3 4 
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2==d, 


—V—Am+x) re 


mt x 








und es ist klar, dass sich die Untersuchung ganz auf dieselbe Weise weiter 


führen lässt. — Ja noch mehr, es lässt sich ganz derselbe Weg auch bei 
solehen Gleichungen von der Form 
0,0 


einschlagen, wo das Z irgend eine, in der Form »+% enthaltene Zahl ist, 
unter n eine ganze positive Zahl verstanden, endlich auch dann, wenn O 
von folgender etwas verallgemeinerten Gestalt ist: 
0,=(m+ &) [m + x) 0,_]" + [3 —2«e (m + &)] . [m + &)?0,—]' 
+ [4A—Bo+o®(m+ x). (m + x&)10,_, 

nur muss n, wie schon gesagt, ganz und positiv oder Null sein. 

8.16. Ich werde jetzt jene lineäre Differential- Gleichung aufsuchen, 
welcher genügt wird durch 


P 
IC, (mr fer mtr) (u— a) B(u--B)-Adu 


& 


P 
+ 6, (m+x)!=4B f: ent) (ua) (u PB) log |(m+x) (u—e) (u-P)] du 


& 


58) Pe 
+ C,(m+a)!1-B ferne (ua) ?(u—-P)41og? |(m+x) (u—e) (u—P)] du 


& 


ar 
ß | 
+ C,(m+a)t4-? f: ent) (u-0)—F(u-B)Mog’ mt) (ua) (u-p)] du 


& 
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woselbst A<1 und A<{1 ist, oder A und B solche imaginäre Zahlen be- 
deuten, deren reelle Bestandtheile < 1 sind, und nachdem mir dies gelun- 
gen sein wird, bestimme ich jene lineare Differentialgleichung, welcher 
genügt wird für 
+2/— A 
(y= 06, (m+a)!—Beaz | euVmtz(12+44)2—2 du 
| —2V—A 
+2V— 4 
+6, Imtajo bene [ayare (+ 44)2—-Blog[(W +44) Ym+ x] au 
—2V— A 
59) +2/— A 
+6, (mtayı Bene (ayire (u +44)% 2 log [(u?+ 4A)Ym+x]du 
—2/— A 
r t 
+2V/— 4 | 
\ + Oma) Beer (lite (+ 44)2 8 logr—! (u? + 44) Vm+«] du 
—2V— A 
unter B eine solche Zahl verstanden, die <(3 ist. Die Differentialgleich- 
ungen, zu denen ich hier komme , sind, wie ich zeigen werde, genau die- 
selben, die ich in meinem früheren Memoire mit 
P=0, RBR=0, RB =EUN DH WER un 
und 
ad DE, DEV: 0, =D, U etc. 
bezeichnete, mit dem einzigen Unterschiede, dass im frühern Memoire die 
in den Gleichungen 
‚f=V0 
vorkommenden Buchstaben 4 und 2 positiv waren, hier aber Zahlen sind, 
die kleiner als 1 sind, mithin auch negativ sein können; ferner sind die, in 
den Gleichungen 
Od 
vorkommenden B im frühern Memoire als Zahlen vorausgesetzt, die grösser 
als 4 sind, während sie hier kleiner als 5 sind. 

Ich habe noch eine andere Bemerkung zu machen. Sind A und B po- 
sitive Zahlen und <1 oder imaginäre Zahlen, deren reelle Bestandtheile 
positiv sind und <1, so leisten den Gleichungen 

Be=D 
nicht nur Genüge die im früheren Memoire gefundenen particulären In- 
tegrale, sondern auch die, in diesem Memoire mit 58) bezeichneten, und 
man hat in diesem speciellen Falle die completen Integrale der Gleichungen 
A) 
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gefunden; ebenso, wenn 3 zwischen % und 3 liegt, so leisten den Gleich- 
ungen 

0=0 
nicht nur Genüge die im frühern Memoire gefundenen Integrale, sondern 
auch die, in diesem Memoire mit 59) bezeichneten, und man hat also auch 
in diesem Falle das complete Integral der Gleichungen 


gefunden. N 
8.17. Ich schreite nun zum Beweise der ausgesprochenen Sätze und 


setze zu dem Behufe 


60) y= (imta)t 4 [ ertmtz) a) (u B)-Alogr [Im+) ua) (u-P)]du 


und der Einfachheit halber 
(m + x) (u—e) (u—P) = U, 


ß 
rl —4A—5) (m-+ 24-8 [eins —a)- FB) log” Udu 


alsdann ist: 


& 


+(m+ ana fuer (u— a) B (u— BJ log" Udu 
& 
B 
+r (m+2)- 4-8 fern+n (u— a)? (u— B)- log” —! Udu, 


ferner 


y’=(4+B—1) (4+B) (m+x)=4-B-1 form (u— 0)? (u— pP)" Alog” Udu 
ß 
+2(1—4—D) (m+ 27742 [ uortnte (u— a) P(u— B)-Alog” Udu 
B & 
+ (m +a)4-8 fur eur m+2) (u— a) B(u— PB) log” U du 


& 


+r(1—24—2B) (m + x) 4-B- foren (ua) (u--B)-Alog”—1 Udu 
ß 
er urtapter? fü eu m+2) (u— a) B(u— PA log’! Udu 


& 


& 


+r (r = 1) (m Hanf ende (u— a) P(u w Brig Udu, 


& 
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somit hat man, wenn man wieder wie früher 
MH HH BHB) m ta)ld HI-AB— Bat aßlm + a)lu— 
setzt, 
| ß 
DRM T Syn a) forte (u— a)!" ?(u— By! Flog’ Udu | 
& 


+ (m+x) fern I @-4—-B)u—e(1-A)-B(I—B)] (u-e)”? (u-B) log” Udu 


ß 
+r(m+a) Je ®+9) (2u— a — PB) (u— a) F(u— By) log” 1 Udu 
& 


ß 
+r(1—4—B) fe ®t2) (u— a) PB (u— BP) Flo —IUdu 
& 


+r (1) fernte (u— a) # (u— By Flog”=? U du. 
s 


. Das erste Glied dieses Ausdruckes, nämlich 


(m + x)? fer mt) (u — a)! B(u— PB)! Alog” Udu 
une 
gestattet folgende ae 


de (m-+x) 


(+ fa--r0- BI 00: en — du 


und giebt, unter ei Voraussetzung 4<1, B<{l nach der Methode des 
theilweisen Integrirens behandelt 


ß 
— (m+x) | et® [(2—A-B) u —a (1-4) B(1—-B)] (u-e)” (up) log” Udu 


& 


ß 
(na) ferntn (2u— a—P) (u — ae)? (u— B)-Alog’-1Udu, 
0 


folglich ist: 


ß 
P=r(1-4—B) (m+ fen mt) (u—-0)-B(u— B)-Alog”—i U du 
61) | a 


+r(r— 1) (m + x) 4= 2 fern (u— eo) B(u— PB) tlg’ —t Udu 


& 
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und diese Gleichung hat die grösste Analogie mit jener Gleichung, welche 
ich im vorhergehenden Memoire mit 21) bezeichnete. 

S.18. Es lassen sich daher aus derselben all dieselben Schlüsse 
ziehen, wie sie $.4 bis $.8 von mir gemacht worden sind. Die Ergebnisse 
dieser Schlüsse sind: 

Der Gleichung 


pP, =0 
genügt 
y=(,(m+ aan | emtR) (u — a)? (u— PB) du 
oder i 
y=(C,(m+ aymana fern (u— a)? (u— BP) Tau 
o& 
p 
+0,(m + x)!-4—-B / ent) (ua)? (u— PB) log |(m+x) (u—e) (u—B)] du 
& e 


jenachdem nämlich 4+ BZ 1 oder A+B=1 ist. Ferner findet man für 
die Gleichung _ 


N 0 
das Integral 
Er, ß 
y—=(, (mt) 4-2 fe mtr) u—a) PB (u— pP) Adu 
8 ; . 
+ (,(m+x)!1B feine (u—a)B (u—B)—log [(m+x) (u—e) (u—Pp)] du 
oder 
ß 
BC, (mta)i2 for mt) (u— a) B(u— PB) du 
ß 
+ 0, (m+x)!742 HN eu mtz) (u—a)—B (u—B)- 4 log[(m+ x) (u—a) (u—P)| du 
ß 
+ Cu (ma) 48 | error (ua) B)-Atog’ [[md2) (ua) —B)] du 


jenachdem nämlich wieder A+ BZ 1 oder + B=1 ist ete. ete., und mit- 
hin ist der, zu Anfang des $. 16 ausgesprochenen Satzes bewiesen. 

$.19. Ich komme nun zu dem zweiten in $. 16 ausgesprochenen Satz 
und setze, um ihn zu beweisen 
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+2V 4 | 
y—=(m+.)!=B var (oyora (ET e) Ym+2]du 
| oh 
und der Einfachheit halber 
(W +44) Vm +2=)JV, 


alsdann ist: 


+2V—-4 
y=(1—B) (m+ 2) Bewe [er Var + ad Blog Pau 
—2V/— 4 
+2V/— A 
+ea(m +0) Bone [u fRFE we > 4.4)2—B log’ V du 
Zay4 
+2/— A 
+ Hmta)i- Beer fuolatEw+ aim log" V du 
"—ey74 
+2V 4 
cn E (m 2) et euVm+zr (1? +44)2-# log” IV du 
Bye 
ferner me 
| +2V—A 
yY’=B(B—1)(m + x) P-1et« eV +2 (u + 44)2—# log’ V du 
—_aV-A 
+2/— A 
+20(1—B) (mp2) Bere [euVmFE + aAt-R gr du 
—2V—-A 
+2V/—A 
+a(m+z)!Bea* eV m+tz (+ 44)2- Blog” V du 
—2V—A 
+2V— A | 
+(3—D)(m +a)-B-bone fu euVm+tz (+ 4A)2— Blog” Vdu 
| 
LoyZy 
+ am a)b- Ber [er/mtE (u +4.4)2- 2 log" P du 
— 23V —A 
+2V—A 


+4(m+ oy-B oa [1 eVm+z (u +44) B log’ V du 
—2/—A | 


Von Professor SIMON SPITZER. 45 





+2V— A 
+r(3— B)(m+ a) Bear | ewVr tz(u? +44)2—B logr—! V du 
Sal ed 
+3 V354 
+tar(m+ e)-nec= [erymta (+44)2—# log —tiVdu 
le 
EV 4 
+ > (m+2)- 2% oa fu eVm+z (u +44)2-B log”—1 Ydu 
Rd 
+2V/—A 
+ a (m +3) B-10r [er VrFE (+ 4.A)2—B De a 
N 
Setzt man nun 
(m+2)y"+[B—2e(m+&)]y +l4d—Ba+o(m+x)]y=0,, 
so hat man nach gehöriger Reduction 
+2/— A 
(2 u =) (mt a)t- 3 exe fuor/aFr (u? +4.4)% 3 log” yau 
IV EA 
+2 - 4 
+4(m+ o)t- Bear [VRR + 44)2—2 log’ V du 
—2/—A 
| +2/— A 
n- ee (m+a)-2 ea [eymtz (u +44)3—B log —1V du 
— 23V —A 
+2/— 4 
> > (m+2)t=3 co fü eV mt? (W+44)2 B log” 1 V du 
oyed 
+2/— 4A 
BE r—1) (m + 2) Pens (erVnrE ag log’? V du. 
a au 
Nun gestattet aber der Ausdruck 
+2V—-4 
1(m+ a)1=# oo feryrF: (u + aA)5-Plog” P du 
-2V—A | 


- 


”’ 


folgende Schreibweise: 
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+2V—A y 
uym+x 
Em + a) B one (tat togen "7 
— u 
— 2V—A 


und dieses giebt unter der Voraussetzung, dass B< 3 ist, nach der Me- 
thode des theilweisen Integrirens behandelt 


+2/— A 
B KL 
(= _ ?) (m + x)2 =? 0°: fü eV m+x (+ 4 A)2—# log’ V du 
AV 
+2V— 4 
— — Q + x)2—B or fi eV mt (u + 44)%—B logr—1 V du, 
) VA 
demnach hat man, von dem eben gewonnenen Ausdruck Gebrauch machend 
2 +2V—A4 
a — U Me ee) er fe uVmta in + 4.4)3— Blog”—! [(+44) Ym+x] du 
—. V—-A 
| + - 
Br 2 1) (m+2)—? cur fo “Vote (+ 4A)2—# log”? [(#? +44) Ym-+a] du 
—2V—A 


welche Formel die grösste Analogie zeigt mit jener Formel, die im ersten 
Memoire mit 44) bezeichnet ist. 

8.20. Durch dieselbe Anwendung der nun schon wiederholt gemach- 
ten Schlüsse gelangt man unter der schon vorher gemachten Voraussetzung 
B<3 zu folgenden Resultaten: 

Der Gleichung 


| 0, = 0 
genügt entweder 
+2V —A 
y—=Gm Ha) Bene [RE 4 A)t—B du 
—2V—-A 
oder 
+2/— A 
y=C,(m Ha) Bone (or VarE a +44)2—B du 
AV 
+2V/—A 
+6, (mt at Bene [or yaFE +44)2—2 log [(® + 4A) Ym+ x] du 
—2V/—A 


jenachdem nämlich ie | oder B==1 ist. 


Von Professor SIMON SPITZER. 47 


x MANAAAnAnnaRnn INA ANAIANANIANAAARIIn anna 
Pr LIKITIIINEN nnnnNNNnRNNLNNTNNNnTNRUNnNLRNNND 


Der Gleichung 
0,0 
genügt entweder 
+2V—A 
y=C,(m+a)-Beaz feuVm+r (2+44)2- Bau 
I Med 
+2 VA 
+0, (m+ Del ( +44)2 8 log[(W® +44) Vm+ x] du 
| 
oder 
+2 V—A “ 
yalıımra) oa: [alaFr (+ 44)2— 8 du 
—2/—A 
apa 
+ 0, (m + a)! ?e® e feVarz (u + 44)2— Blog (“+ 4A) Vm+a)] du 
—2/ A 
+2V—A 
+0, (m + a)'# our (eymre (“+ 4. A)e- Blog’ |(u? + 44) Ym+ «)] du 
N, | 
jenachdem wieder R=2 Boderäbesistasu. el u.8«f 
S.21. Es liessen sich hier noch mehrere specielle Fälle betrachten, 
doch finde ich für den Augenblick zu wenig Interesse, um die Sache weiter 
zu führen. Zum Schlusse dieser Mittheilung stelle ich mir die Aufgabe, 


jene lineare Differentialgleichung zu bestimmen, welcher genügt wird durch 
das Integral 


B | 
63) Y — ferne (ua) 11 (u—p)B1 (u— AB— Be) log |(m-+x) (u—«) (u-P)]| dw 


& 
in welchem 4 und B positive Zahlen bedeuten oder solche imaginäre, de- 
ren reelle Bestandtheile positiv sind, woselbst aber ferner noch die Be- 
dingung 
A+B=1 
stattfindet. Aus 63) folgt: 


P 
y 7 [ u era) (u—a)A—1(u—B)B 1 (u—AB— Ba) log |(m+x) (u—e) (u—ß)] du 





Er = 1 feunte (u— 0)?! (u— B)B-1(u— Aß— Be) Hu 


& 
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ß 
= fie er(m+2) (u—a)4-1(u—B)B1(u—ABß— Ba) log |(m+x) (u —a) (u-P) du 
.ß 
re Er uermta) (u— a)4=1(u— PB)? 1(u— AB— Ba) du 


ß | 
Be (u— «)2=1(u— pP)? 1 (u— Aß— Ba) du. 


Setzt man nun in den Ausdruck 
„ 64) (m+2)y’ + —(ae+P) (m te) + AR—Ba+eß(m+z)]y—L 
füry, y', y' die eben entwickelten Werthe, so hat man 


ß 
L= (m+x) ne (u—a)u—B)B(u— AB— Ba) log |(m+x) (u—e) (u— ß)] du 


& 


+ fen (u—a)4-1(uP)B- Ku 4B—Ba)?loglm+2) (u-e) (u-B)ldu 


+ fonts (u— o)11(u— B)B-1(u— AB— Ba) (2u — a—P) du. 
Nun ist aber | 
ß 
(ma) | ert2) (u—)4 (u-P)? (u—AB—Ba) log [m+2) (u—a) (u—B)] du — 
“ 
Sur Pu AB Be)loglimta) “eu Bl. 


& 


a 
du 





und dies Fa nach der Methode des theilweisen Integrirens behandelt, 
nach einigen Reductionen: 
ß 
eumtE) (u—a)?1(u— PB)? (u—AB— Bo)? log |(m+ x) (u—e) (u—P)] du 
[04 
ß 
guin+2) (u— 0)4(u— log [m +2) (u—a) (u—P)] du 
0 | 
p | 
eat) (u — 0) u — B)?1(u — AB— Ba) (2u— a — P) du 
& 
somit ist 
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ß 
Por — fonn+a (u— a) (u — B)2 log|(m +x) (u —a) (u—-B)] du 


& 
und jetzt giebt $.5 die Mittel an die Hand, die gesuchte Differentialgleich- 
ung aufzustellen. Setzt man nämlich 


(m+2) 2’ + [3—(0+B) (m+2] E+—(A+) B—(B+1) at aß(m+z)] LM 
unter Z den in 64) stehenden Ausdruck verstanden, so hat man folgende 
lineare Differentialgleichung: 
(m+x) M” + [3—(a+ß) (mt) U + — Ar) B— (BH1) a+ aß (m+2)] = 0 
welche von der sechsten Ordnung ist und der genügt wird durch 
ß 

y — fertnt) (ua) AMu—ß)P u AB Ba) log|(m+&) (ua) (u—B)]an 

& 
unter den vorher für 4 und B gemachten Voraussetzungen. 





nn 
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IM. 
Entwickelungen über ein Kapitel von Poisson’s Mechanik. 


Nach M. J. LIOUVILLE. 


Von W. FIEDLER, 
Lehrer an der Gewerbschule zu Chemnitz. 


Der berühmte Herausgeber des „Journal de Mathematiques“ hat diese 
Abhandlung kurz nach dem Tode Poisson’s (1840) bereits geschrieben ; 
er glaubte als Poisson’s Nachfolger am Längenbureau eine fromme Pflicht 
zu erfüllen, indem er eine Idee entwickelte, über welche Poisson oft mit 
ihm gesprochen und von deren Wichtigkeit er eingenommen war. Es han- 
delte sich darum, auf ein beliebiges System von materiellen Punkten, für 
welches das Princip der Flächen statt hat, gewisse analytische 'Transfor- 
mationen auszudehnen, welche die durch dieses Prineip gelieferten Gleich- 
ungen stets annehmen, und welche Poisson in seiner Mechanik nur für den 
Fall eines Systems von unveränderlicher Form gegeben hat. Eben dies 
hat M. Liouville in der hier mitgetheilten Abhandlung ausgeführt und 
seinen Entwickelungen ein Beispiel von der Anwendbarkeit der erhaltenen 
Formeln. hinzugefügt. Andere Anwendungen verspricht er später noch 
mitzutheilen. Bei der Redaction dieser Abhandlung hat er sich von dem 

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik IV, 4 
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Texte Poisson’s so wenig als möglich entfernt und deshalb einige Verein- 
einfachungen in den Details unterlassen, denn es schien ihm, als erreiche 
er durch jenen genauen Anschluss seinen Zweck am besten. Der Abhand- 
lung geht eine historische Skizze voraus, welche wir dem deutschen Leser 
nicht vorenthalten wollen. 

Man kennt die Methoden, welche die Geometer erdacht haben, um die 
Bewegung der Drehung eines Systems von unveränderlicher Form zu be- 
stimmen. Durch sein Werk über die „Präcession der Aequinoctien‘“ (1749) 
hat d’Alembert hier den Weg eröffnet und niemals ist eine grössere 
schöpferische Kraft entfaltet worden: unglücklicherweise fehlt überall in 
den Formeln und in den Details der Rechnung die Eleganz; ein wunder- 
licher Mangel oder eine Vernachlässigung, welche sich in den rein mathe- 
matischen Werken dieses ausgezeichneten Schriftstellers oft wiederfindet. 
Wenn man aber die Zeit bedenkt, in der er.seine Arbeit schuf, so muss 
man seinen Geist bewundern. Man besass damals noch nicht einmal die 
sechs allgemeinen Gleichungen des Gleichgewichts freier Systeme, nur die 
drei ersten kannte man, welche ausdrücken, dass die Summe der nach 
einer beliebigen Richtung genommenen Componenten der Kräfte Null ist, 
nicht die- drei anderen, die sogenannten Momentengleichungen, welche 
allein übrig bleiben, wenn man einen festen Punkt in das System einführt. 
Diese hat d’Alembert zum ersten Male in eben dem Werke gegeben, 
von welchem wir sprechen, sie bilden die wesentliche Grundlage desselben. 
Von denselben geht d’Alembert durch sein Prineip (Traite de Dynamique, 
1743) zu den Gleichungen der Bewegung über, so dass die ganze Ueber- 
setzung des Problems in Gleichungen ihm eigenthümlich angehört. Durch 
alle Schwierigkeiten einer noch wenig entwickelten, in ihrem Gange noch 
unsicheren Analysis führt er uns endlich ans Ziel, und wir sehen uns 
Meister eines Problems, dessen Schwierigkeiten alle Anstrengungen New- 
ton’s selbst nicht bewältigt hatten; und gleichzeitig erhalten wir die Ge- 
setze der Präcession der Aequinoctien und finden die Ursache und die ma- 
thematische Erklärung der nicht weniger merkwürdigen Erscheinung der 
Nutation, deren Existenz ein unsterblicher Astronom, Bradley, durch 
eine Reihe genauer Beobachtungen soeben bewiesen hatte. (Bradley 
machte seine Entdeckung öffentlich bekannt 1747, 1749 erschien d’Alem- 
bert's Werk.) 

Nach d’Alembert folgte Euler und mit ihm kam die Eleganz. 
Euler hat zuerst die Gleichungen der Rotationsbewegung eines Systems 
von unveränderlicher Gestalt in ihrer endgiltigen Form aufgestelt, auch 
zuerst die strengen Integrale derselben für den Fall aufgefunden, in wel- 
chem die äusseren Kräfte Null sind. Hier wie überall ist seine Ueber- 
legenheit im Caleul offenbar. Euler selbst hat die Priorität von d’Alembert’s 
Arbeit über die Präcession der Aequinoctien anerkannt; er war bis dahin 
durch Hindernisse aufgehalten worden, die ihm fast unüberwindlich er- 
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schienen waren, sobald aber d’Alembert die ersten Schwierigkeiten besei- 
tigt hatte, nahm er seine Revanche durch ausgezeichnete Vervollkomm- 
nungen der Methode. 

Nachher haben Lagrange, Laplace und andere Geometer, Pois- 
son insbesondere diese Klasse von Fragen fortgesetzt behandelt und neue 
Probleme gelöst oder die alten Auflösungen vervollkommnet. 

Sie hatten sich alle auf die analytische Methode beschränkt; aber 
nach ihnen hat M. Poinsot in lichtvoller Weise den Gegenstand durch 
eine synthetische Methöde behandelt in seiner Theorie nouvelle de la rotation 
des corps. (Journal de Math.1. ser. t. XV1.) Die analytischen Auflösungen, 
welche man vorher besass, verlieren damit nichts an ihrem Werthe, sie 
haben ihre eigenthümlichen Verdienste, und die Belehrung, die man aus 
ihrem Studium schöpfen kann, wird noch lange eine Quelle von Fort- 
schritten für die Wissenschaft sein. 

Poisson, welcher das Problem von der Rotationsbewegung eines 
Systems von unveränderlicher Form mehrfach behandelt hat, hielt mit 
Recht viel von der Methode, die er in seiner Mechanik zur Bildung der 
Differentialgleichungen des Systems gegeben hat; der von ihm angezeigte 
Weg ist wirklich sehr einfach, seine Formeln sind elegant und die darin 
vorhandene Symmetrie erleichtert die Rechnung und gruppirt die Resultate 
unter sich so, dass man in jedem Augenblick die einen aus den anderen 
durch ein geschlossenes System von Permutationen ableiten kann. Indem 
er sich dann in einem im 15. Hefte des Journal de Tl’ Ecole polytechnique auf- 
genommenen Memoire mit derselben Aufgabe beschäftigte, hat Poisson die 
Gleichungen der auf unveränderliche Ebenen bezogenen Flächen angewen- 
det und sie durch den Calcul in Gleichungen umgewandelt, welche sich 
auf bewegliche Achsen beziehen. In seiner Mechanik folgt er einem davon 
abweichenden Wege und wendet, wenn auch nicht die Gleichungen der 
Flächen, so doch wenigstens die Combination des Prineips von d’Alem- 
bert und der Gesetze des Gleichgewichts, welche sie liefern, direet auf 
bewegliche Achsen an. Diese Verfahrungsweise fordert einige Vorsicht 
und analytische Transformationen, welche Poisson mit Sorgfalt ent- 
wickelt hat. 

Aber das Prineip der Flächen entspricht nicht allein den Systemen 
von unveränderlicher Form, es dehnt sich auf eine unbegrenzte Zahl an- 
derer Systeme aus, für welche der Calcul von Poisson einigermaassen 
abgeändert werden müsste. Da wirklich die Hauptachsen der Trägheit in 
jedem Augenblick ihre Lage ändern können, nicht allein im absoluten 
Raume, sondern auch in Beziehung zu den verschiedenen Punkten des 
Systems, so müssen die Werthe der Trägheitsmomente ebenso veränder- 
lich sein. : 
Eben dies nun hatte Poisson vor, zum letzten Male auf seine Ana- 


lyse zurückzukommen, um sie auf den allgemeinen Fall auszudehnen, von 
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dem wir soeben gesprochen haben. Andere Arbeiten haben ihn daran ge- 
hindert, und er hat dies Vorhaben, von dem er mich oft unterhalten, nicht 
ausführen können. Ich will versuchen, hierin wenigstens das Stillschwei- 
gen des grossen Geometers zu ergänzen, welchen wir verloren haben. 
Meine Aufgabe wird übrigens leicht sein, denn ich werde, so zu sagen, nur 
ein Kapitel seiner Mechanik zu commentiren haben. 


I; 


Wir betrachten ein System von Moleeulen oder materiellen Punkten 
m, m, m" ..., welches der einzigen Bedingung unterworfen ist, dass darin 
das Prineip der Flächen für einen gewissen Anfangspunkt 0 Giltigkeit habe, 
so dass wir, indem wir das System auf drei rechtwinklige Achsen Ox, Oy, 
Oz von festen Richtungen beziehen und durch mX‘, mY, mZ die Componen- 
ten der äusseren bewegenden Kräfte nach diesen Achsen gemessen be- 
zeichnen, welche auf jedes Molecul in der Masse wirken, die drei bekannten 
Gleiehungen haben: 


r2 d’ > 
m in 3 — Sm(y2 —zY), 


ge u 
Sm a —ı en — Zm(2X—xZ), 


i 2 d? A 
Em (223 —1 - —= 2m (2!—yAX), 





reed 
welche sich, wenn ihre zweiten Theile Null sind, integriren lassen und 
dann das speciellere Prineip von der Erhaltung der Flächen ergeben. Diese 
Gleichungen drücken aus, dass immer die Summen der Momente der ver- 
lorenen Kräfte, im Verhältniss respective zur Achse Or, Oy, Oz genommen, 
sleich Null sind. Man vereinfacht sie, indem man die zweiten Theile durch 
einen einzigen Buchstaben Z, M, N bezeichnet; sie werden: 


d’z d? 
m (v a seh, 


Werde 
dx d’z 
* ee ==M 
zm( di? u) R 
dy zn) 
SM. —uU-——-le=N, 
z (25% di? 


Das Zeichen & erstreckt sich auf alle Molecule m, m’, m”... Diese Mole- 
cule können frei oder unter sich verbunden sein und sie können in beliebi- 
ger Art auf einander wirken, wenn nur vorausgesetzt werden darf, dass 
Wirkung und Gegenwirkung einander gleich und direct entgegengesetzt 
seien, dass also diese inneren Kräfte in dem zweiten Theile unserer Gleich- 
ungen nicht in Rechnung zu ziehen sind, da die sie einführenden Glieder 
sich gegenseitig aufheben, weil sie päarweis einander gleich und von ent- 
gegengesetzten Zeichen sind. Der Punkt O kann fest oder beweglich sein, 
muss aber in diesem letzteren Falle mit dem Schwerpunkt des Systems zu- 
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sammenfallen oder nur eine geradlinige gleichförmige Bewegung haben. 
Hiernach lege man durch den Punkt O drei andere unter sich reehtwinklige 
Achsen Ox,, Oy,, O2,, welche aber nach irgend einem Gesetz beweglich sind, 
und verlange, das Princip der Flächen auf diese beweglichen Achsen zu 
beziehen. Man kann dies in verschiedener Weise ausführen, entweder in- 
dem man die oben für Achsen von fester Richtung geschriebenen Gleich- 
ungen analytisch transformirt, so wie es Poisson im XV. Hefte des Jour 
nal de Ü Ecole polytechnique gethan hat, oder indem man die Bedingung der 
Gleichheit der Momentesummen der verlorenen Kräfte mit der erforder- 
lichen Vorsicht direct auf bewegliche Achsen Ox,, Oy,, Oz, anwendet, 
“ welcher letzteren Methode Poisson in seiner Mechanik gefolgt ist. Wir 
werden demgemäss diese Methode hier zunächst entwickeln. 

Wir nehmen natürlich die meisten der Poisson’schen Bezeichnungen 
an und nennen also mit ihm a, b,c,«d, b’, c, a”, b’, c” die Cosinus der 
Winkel x0x, , 0yı, 202 , yOzxı , yOyı ,y0z, 20x, , 2O0yı , 202,, dann werden 
wir haben: 

za, +by, ten, 
yzdadz +ıy +c3, 
zei, ty + cz. 
Die Grössen a, b, c, a... sind in jedem Augenblick für alle Punkte des 


\ 


Systems m, m’, m” ... dieselben, aber sie verändern sich während der Be- 
wegung und man muss sie als Functionen der Zeit? betrachten. Und da 
es sich hier nicht mehr um ein System von unveränderlicher Form handelt, 
welchem die Achsen Ox,, Oy,, Oz; verbunden wären, so sind auch die Co- 
ordinaten &,, Y, , 2; mit der Zeit veränderlich. Indem man die Werthe von 
%, y, z im Verhältniss zu  differentürt, ergiebt sich: 


dx da db de yiacn. dı - i dz, 
ee te Ge 
dy en R da i 5 ‚da, 
Een Bin. En us ge 
di i di = Jı Fast di N di a ui 
dz = de” u. da, Ad 02, 
— er Se b —- De 
di + BJ 0 BF 


Hier muss man an gewisse sehr bekannte Bedingungsgleichungen erinnern, 
welche zwischen den Grössen a,b, c,a’... stattfinden, und welche die einen 
von der Form 
++ =1, ®+a?+cd’=la.s.w., 
die anderen von der Form 
ab+aV’ +a«v —0, ad +bb" + cc —=0u.s.w. 
sind; indem man sie differentiirt, schliesst man daraus 
ada—+ bdb re cede=0, ada-+ «da + a’da” =0 u. 8. w. 

und auch 

d(ab+ ab + ab”) =—=0 u. s. w.; 
man sieht hieraus, dass die beiden Grössen 
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bda+ b’da + b’da” 
und 

adb + «db + a ab” 
gleich und von entgegengesetztem Zeichen sind. Setzen wir demnach mit 
Poisson 


da y’ da” db ‚db wa 
re 
und ebenso 
db ab en de ‚de oe 
— — —— —b——b ——b —— 
BE RER dt di a 
de ‚de Erbe da Br AR? 
a a Tre oR Te 


Man weiss, dass, indem man die neun Cosinus a, b, c, a... mittelst der drei 
Winkel g, 9, y wie folgt ausdrückt: 


a =cos#.siny.snp-+ cosyw.cosp, 


b =cC0s®.8sinW.COSP—COSsıb.singp, 
e —=sn 9,smy, 

Ü (008 $.C08w.sinp —SinW.CosQp, 
b’ = 008%.C08w.Ccosp+ siny.sinp, 
e =sin®.cosy, 

a = — sin®.sinp, 

"= —sin®.cosy, 


CO 
man findet 
pdt=singp.sind®.dw—c0sp.d#, 
gdt=cosp.sind.dy+ sing.d#, 
rdt=dp— cosd.dy. 
Mittelst der Ausdrücke von a, b, c... und $, @, % ist es auch leicht, sich 
zu versichern, dass 
be—be=a', cd —ca=b", ab — abe” u.s.w 
Endlich hat man die Differentialformeln 


een c ee = b 
Era IA ICH IAR, RR 


Wir setzen voraus, dass alle diese Formeln dem Leser vollkommen be- 
kannt sind. Indem wir nun zu den Gleichungen, welche 

da. dy  -dz 

I IRRER. PROROT, 
liefern, zurückkehren, multiplieiren wir die erste derselben durch a, die 
zweite durch a‘, die dritte durch «” und bilden die Summe, und alsdann 
noch zwei analoge Summen, indem wir b, b’, b’ und ce, ec’, c” zu Multiplica- 
toren wählen. So werden wir ohne Schwierigkeit finden 
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E nd dx, 

ta AT 

sr N Filz dy 
b — b — #b' — =ra —pz en 
L % “ Le Rn 
2 dz, 

ee +e a: °+e a ARE a7 


Indem man ihrerseits die drei Gleichungen mit a, b, c, «', b‘, ce‘ oder a“, d”, c” 
multiplieirt und die Summe in jedem Falle bildet, erhält man 


dx dx d dz 
dt =a (9, —ry,)+b (ra—pz)+ ec (Pyı—- 9%) + a var 2 2 ae BR 
Be a FIR ‚da, , h, c 
7a ga—ry)tb ru pz)te (py— ga) + a Kar te ne 
43 ni „dz 
ne ar) FE er — pr) He (pyı— ga) + a tb ae 


Daraus zieht man durch Differentiation die Werthe der drei Fa 
der beschleunigenden Kraft nach Ox, Oy, Oz, welche der bewegung des 
Punktes m entsprechen, d. h. die Werthe der drei Grössen 

dx  dy dz 

di?’ ar’ die 


nämlich: 
Rx (z: dr en (: dp @ 2) 
ala eat er #7, 


ö de 
+ a, —ryı 7, + (r& — ee - + (pyı — 9%) n 


dz, ‚in) ( d, en ( dy, ER 

RE b _— — nee 

+a(0T re  P Blase udn 
ir dx, d’y, Best dai.dars day ddslidz:.de 


dad 





darin entspringen die die Differentiale von &,, y,, 2, enthaltenden Glieder 
eben daraus, dass &,, Y,, 2, in Function der Zeit sich verändern, und man 
findet sie daher in den Formeln von Poisson nicht. 


Man hat ebenso 
d’y n dq 2) ; ( dr iu) ‚ ( ap. ni in) 
dla BET 07 nei ae ujre\ M 1 


da 
+ arm) 2, + (8 — u) + len — 0) 


‚( „82: = ‚ (r& er 2) ei En ") 
er Br RE PILE, 
> (« ea ht, Ba 7 
zus, SB; Ro = da ayı d AB a ‚de 
a ee as n De 


und 
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d’z = dag na) = ( dr dp > ( dp d 1) 
et b DER 
ae ( "di Kr; % I =) Tee dt 


de” 
+ (92, — De er pP) er (pyı — 9%) Fr 


ine; „it ed 2 =) ( s =) 
Sn. 1 I ASS ah 
2 (1 di tr Ba u 
Rue, 0, day da” dyı db” u de” 


NL A et en AIRES EIER 
a a TO ee de 








IR ie z1 





Gleichungen, deren zweite Theile sich übrigens aus dem zweiten Theil 
der ersten Gleichungen ganz einfach durch ein- oder zweimaliges Accen- 
tuiren der Symbole a, b, ce ableiten lassen. 


% 


i dx 
Aus den nach den Achsen 0x, Oy, Oz geschätzten Componenten Ip’ 
Py d’z : 
, ‘der beschleunigenden Kraft, welche dem Punkt m entspricht, 
di?’ di? 


erhält man die Componenten p,, 9, , rı derselben Kraft, nach den Achsen 
0x, , Oyı, Oz, gemessen, in der Lage genommen, die sie in der gegenwärti- 
gen Zeit { einnehmen. Man - 








‚day rz 
AT er 1 dt? E eR 
d’x y a? y 
—h — l b" 
. dt? m ir ae _ 
d’x ary 2, RR 
nl ne . 
A dt? dl dt? di? 


Die Substitution der oben für 
BETH 
Be RA 
erhaltenen Wertlie liefert uns nach der Reduction die Gleichungen 


dy dr i De dyı RL, 
Bien, win Fr) tpayt pa t+ 249 Are Ai e 
, dr. dp dz, , Ey 
a re Ey + van + 2 —2p Er eh 
dp dq 2 2 IE de, Ez, 
N=yl—au iR +7) +pr&,+gry, +2» gr age 


Nun können wir mit Poisson die Gleichungen aufstellen, welche die 
Gleichheit der Momentsummen der verlorenen Kräfte, im Verhältniss zu 
den Achsen Ox,, Oy,, 02, in der Lage genommen, welche diese zur Zeit £ 
einnehmen, mit Null ausdrücken. Diese Gleichungen sind 

Zmyn -Aag)=L, 
2m (&Ppı —&rn)=M,, 
2m 1 —yPp)=N,, 


und es sind in dieselben für 2, , %,, rı ihre Werthe zu setzen, und man hat 
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um abzukürzen, die’ Momentesummen der äusseren Kräfte im Verhältniss 
zu den Achsen Ox,, Oy,, Oz, durch Z,, M,, N, bezeichnet, so dass 
zmy,Z4,—3F)=L, 
zZm, 4, — %,2)>=M, 
zm a, —y&)>=N,, 
wenn mA,, mY,,.mZ, die Componenten der im Punkte m wirkenden be- 
wegenden Kraft bedeuten. 


1. 


Es ist noch übrig, die ersten Theile der Gleichungen 
Zmyn —aı)=L; 
2m (ap —&r)=M, 
2m (0, — Ypı)=Nı 
zu entwickeln, indem wir statt p,, 9, , r, ihre Werthe einsetzen. Wir finden 
alsbald, dass die Differenz 
Yıfı — Agı 
gleich ist mit 
> 3 2 
Yyırt 2 ah an + yı en u 
+ Pr Nyız tray -pıaı tar —z’) 
+ ln + Ye 2 qyı zen, 
Man muss diese verschiedenen Glieder mit m multipliciren, alsdann die 
Summe & bezüglich aller Punkte m, m’, m” ... bilden und endlich das Re- 
sultat mit Z, vergleichen. 
Wir setzen 
4d=2Zm(y’+2z), B=2m(2’+2%), C=Zm(a?+y), 
DZ my 2%, EZEmys, ; Fam 
Es ergiebt sich alsdann 
dz, dy, dD 
m ( Tr +2 U=7. 
Wenn man also 


dz dy 
nl) > 


setzt, so schliesst man daraus 


d dD 
zu n=yll te), 


Er 
d dD 
Zmz, er == un —.). 


Indem man setzt 


| da, 2) ( dy, en 3 
ee uf, um ned a? ats 


findet man ebenso 
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Y 

&m u = ae ' 
dE 

Ema, 4 a y a 
d dF 

EMIIRT 7 =Er Fr +) 


und) 


Das Resultat der oben a Summirung lässt sich damit einfach ge- 
nug schreiben und man erhält ohne Schwierigkeit 


d 
ne er (Ap— Fg— Er+o)+ D(r?—g°) + (C—B)gar + Fpr—Epg + y—rp. 
Dies ist eine unserer drei Gleichungen in endlicher Form und die beiden 


anderen gehen daraus durch einfache Buchstabenvertauschung hervor, wie 
folgt: 


n=4Z ? (Dr — Ep+ß) + E(?— 72) +(4—0) pr+ Dpg — Fgr+ra—py, 


Mn, — (r—Ep—Dg + y)+F(@—p%) + (B— 4) pg+ Er Dpr+pB— ga. 
Diese unsere Gleichungen vereinfachen sich sehr, wenn man die Achsen 
0:x,, 0y,, 0z, stets so wählt, dass man hat | 
DEI TEI RER, 
d.h. so, dass dieselben in jedem Augenblick für den Punkt O die drei 
Hauptachsen der Trägheit des veränderlichen Systems m, 
m’, m” ... sind; dies ist stets möglich, weil die Bedingung der Rechtwink- 
ligkeit, die den drei Achsen Ox,, Oy,, Oz, einzig und allein auferlegt ist, 
wie man weiss, durch die drei Hauptachsen der Trägheit eines Körpers 
bezüglich eines beliebigen Punktes immer erfüllt wird. 
Man erhält alsdann 


an +(6—-Bygrtey—rß=h, 
un +A4—Opr tre—py=H 
d(Cr + y) 


u trB-Aperrf—g—N; 


diese so einfachen Gleichungen werden, wie ich glaube, zahlreiche An- 
wendungen finden. | 
Indem man sie respective mit a, b, c multiplieirt, dann addirt und sich 
erinnert, dass nach einem T'heorem von Euler über die Momente der Kräfte 
al, +5M+cNM=L, 
so leitet man daraus ab: 
d(Ap dan. ee ß) 4. y) 


+(4p+ ER +(Bg +Bß)(ep—ar)+(Er+y)(ag—bp). 


Me 
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Indem man alsdann bemerkt, dass 


de 


db , 
& — ir = — ddl — — 
p ) q pP dr’ 


dt’ dt 
schliesst man daraus: A 


L=—laApte) tblBe+P)te(ler+tnl. 


br — qq = 


Ebenso 


ER. 
M= — 


Ze Arte)rb Be+P+telertnl, 


und 


| = £ [(Ap+o)+ (Bat + ec (er+ y)l 


Wenn man, anstatt "mit den vereinfachten Formeln zu operiren, die 
allgemeinen zu Grunde gelegt hätte, so wäre das Resultat, welches ich 
durch Vollziehung einer Integration in Bezug auf !, wovon Z, M, N impli- 
cite Functionen sind, vereinfacht habe, gewesen: 


Sra=aap—rı—Er+0)+ b (Bg— Dr— Fp+P) +c(Cr — Ep — Dg-+y), 
fr dt—= «a (Ap—Fg—Er+ 0) +b (bg—Dr—Fp+ß) + ce’ (Or— Ep — Dy+y), 


Svu=« (Ap— Fg—Er+ a) +b" (BQ—Dr—Fp+ß) +c” ((r—Ep—Dg-+y). 
Wenn man hier differentürte und die Derivirten von a, b.... durch 

ihre Werthe ze —=br —cg, > =cp—-ar u.s.w. ersetzte, die so erhal- 
tenen Gleichungen mit a, a’, @” multiplieirte und die Summe bildete, her- 
nach dieselbe Rechnung mit den Multiplicatoren b, b‘, b” oder c, ce’, ce” wie- 
derholte, endlich sich erinnerte, dass 

L=aL+«dM+aN, 

M=aL+VUM-+V’N, 

N=cL+cCM+cN, 
so würde man die Werthe von Z,, M,, N, wiederfinden, von denen wir aus- 
gegangen sind, so dass, wenn die letzteren Gleichungen direct begründet 
wären, die anderen sich mit Leichtigkeit daraus ableiten würden. Diesen 
Weg hat Poisson für das Problem der Rotation der Körper im XV. Hefte 
des Journal de l’Ecole polytechnique eingeschlagen ; ich komme sogleich dar- 
auf zurück und man wird sehen, dass er sehr einfach ist. Gegenwärtig be- 
schränke ich mich darauf, bemerklich zu machen, dass, wenn die Momente- 
summen Z, M, N Null sind, ihre Integrale einfache Constante I, !”, !” sein 
werden, woraus folgt, dass man diese drei Integrale haben wird 
I =a (Ap—Fg—Er+o)+b(Bq— Dr— Fp+Pß)+e (Er—Ep-—Dg-+)7), 
= a (Ap—Fg— Er+ 0) +’ (Bgy— Dr—Fp+ P) te (Cr—Ep—Dy+y), 
"==a” (Ap— Fg—Er+ 0) +b’ (Bg=—-Dr—Fp+Pß)+te" (Cr—Ep—Dg-+ Y)- 
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Es sind diese Integrale, welche hier naturgemäss das Prineip der Er- 
haltung der Flächen liefern werden. Man kann sie noch unter diese 
Form bringen: 

Ap—Fg—Erte=a+al+al”, 

Bq—Dr— Fp+ß=bl+ VW +0"1”, 

Cr— Ep—Dg+y=ecl+ cl +e!”. 

Die drei Constanten /, 7’, 2” beziehen sich auf Flächen, die respective in 
den Ebenen der yz, der zz und der zy beschrieben sind. Wenn man setzt 
EYE DER, 
so wird k die Maximalfläche ausdrücken, welche, wie man weiss, einer ge- 
wissen festen und leicht zu bestimmenden Ebene entspricht, die Laplace 
die unveränderliche Ebene genannt hat. Nichts hindert, diese un- 
veränderliche Ebene zur Ebene der zy zu wählen; alsdann wird man haben 
a he a 

und unsere drei Integrale reduciren sich auf 

Ap— Fqg—Erta=aua'k, 

Bq—Dr— Fp+ß=!b"k, 

Cr —Ep—Dya+ty=ck. 
Indem man die Cosinus a”, b”, c” mittelst der drei Winkel 9, p, w aus- 
drückt, deren sich Poisson nach Euler bedient hat, werden unsere 
Formeln: 





sinds — (Ap—Fg—Er-+te), 
1 
sind C05P = — 77 (Bqy—Dr—Fp+Pß), 


1 
es (Cr — Ep— Dg+ y): 


Sie vereinfachen sich wesentlich, wenn man hat 
DDR Zen tee) 
und noch mehr, wenn auch 
a Ef 
wie es in einem Problem, mit dem wir uns später beschäftigen werden, 
vorkommen wird. Sie reduciren sich dann auf . 


sind sn, sin $ cosp eo 0, 

und stimmen also mit denen überein, die man für ein System von unver- . 

änderlicher Form gefunden hätte, nur dass A, B, C hier keine Constanten 
sind. 

II. 

Wir kommen nun auf die von Poisson im Journal de Ü’ Ecole polytech- 

nique angewandte Methode zurück, um auch sie auf den Gegenstand un- 

serer Untersuchungen anzuwenden. Diese Methode nimmt ihren Ausgangs- 


punkt in den Gleichungen: 
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2 
3 Ldt, 
nf 
zn(: en “) — /maı 
dt dt 
zn (2 — J 2) — fnaı 
Ya 


welche von der ersten Ordnung as und deren Transformation nur Rech- 
nungen von geringer Ausdehnung erfordert, so dass dadurch die Incon- 
venienz aufgewogen wird, nach welcher sie zunächst nicht zu getrennten 
Gleichungen zwischen p, 9, r und { leiten. 
Mittelst der Formeln 
s=on, tFby tea, 
ymdaıt+by +ecz, 
eds + yteca; 
und der folgenden, die man, wie wir sahen, daraus herleitet, 


dz dt, d dz 
— =a(g, —ry)+b(re, —pz) + eclpy —g2)+ « un 


ai n ua "ar 
dy. nn ‚dz 
ä8 eG (gz; —ry)+b (rz, — 92) + ce (py — gu) +« Ar —+e we 
2 _ Pr ar 
a (gar) + (a) + ent rn re 
wird man die Werthe der drei Ausdrücke bilden: 
dz ER dz dz pi dy dz 
— 4 z — — ıo— ea ne 
Im TE di dt’ dt di’ 
der Werth von 
dy dz 
Sr Wade 


2. B. wird sein 


= dy, 
(be —b e)\pyı ’— gs y — ra, +P2%° + yY Tr RP 


I dı 


dy, , = 


; 7 i dz dz 
+ (ca —-€, 4) (oe —ey u - pyaıntge’+2ı =, zn) 
( a a 


+(ab —ab)\rz?- pn — gay try’ tz 


Man hat aber 
Brei are, abe 
und erhält somit für den vorigen Ausdruck 


ß dz dy 
Aa > + 2) guy — ru ty Fr 23 rt m 
4 dz dz 

+b [sc +2’) -ryz —pyz% + 2% ar ar “ 
i dyı de, 

Juc r(@ +1) pa — g9a4Yı + 8ı dt er dt 
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Indem man ihn mit m multiplieirt und die entsprechenden Ausdrücke für 
alle Moleeüle m, m’, m” ..., für welche die Cosinus «’, b", c” 
seln, addirt, so erschliesst man daraus den Werth von 


zm(z dy = 
a a)’ 


welchen man mit fx dt vergleichen muss. 


nicht wech- 


Wenn man setzt, wie oben 
A=&Em(y’+2), B=Zm(z’+2?), C=2Zm(er ty”), 


DEE RE == Sr, Feimays 
und 
dz dy 
En a), 
dx dz 
—_y ( da _ > 
Were rer 


dy dw 
Y miele, 
so wird der endliche Wertli von 


sein 
d (Ap— Fgy— Er ++ RE) cs —Ep—-Dg+Y). 
Man hat also 


fr di= a" (Ap—Fqg—Er +) +b" (Bqa—Dr—Fp+P)+c"(Or—Ep—Dg-+y), 
und ebenso 


R Mat da (AAB—Fg—Er +0) +b (Bo—Dr—Fp+ß)+c (Cr—Ep—Dg +7), 


I Ldti=a(Ap—Fg—Er + oe) + b (Bg—Dr—Fp + B)+c(Cr—Ep—Dg + y). 


Dies sind die Gleichungen, welche wir an letzter Stelle in dem Vorigen 
auch erhalten hatten, und sie können ihrerseits zu den von den Cosinus 
a,b, c... befreiten Differentialgleichungen zwischen p, g, r und t führen. 
Wir fen Dem, was wir eben über diesen Gegenstand gesagt haben, nichts 
hinzuzufügen. 

IV. 

Um eine einfache Anwendung unserer Formeln zu geben, betrachten 
wir einen im Verhältniss zu drei rechtwinkligen Ebenen y,02,, 2,02, und 
x, Oy, ganz symmetrisch gestalteten festen Körper, wie es z.B. ein Ellip- 
soid ist, aber eine unendliche Menge anderer Körperformen sein können. 
Wir setzen die ihn zusammensetzende Materie, die wir übrigens homögen 
oder nicht homogen denken können, nach denselben Ebenen symmetrisch 
vertheilt voraus, so dass für die acht Massenelemente,-welche den näm- 
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lichen absoluten Werthen der Ooordinaten entsprechen, die Dichtigkeit 
immer dieselbe sei, und wir nehmen endlich auch an, dass die Temperatur 
in gleicher Weise die nämliche sei, nicht in allen Punkten des Körpers, 
. aber immer in den acht Punkten, die den Coordinaten (+3, +4, +3) 
entsprechen; dabei kann offenbar die Temperatur sich mit der Zeit in einer 
solchen Weise ändern, dass dadurch die angezeigte Gleichheit nicht gestört 
wird. Hiernach wird der Punkt 0 immer der Schwerpunkt des Körpers 
bleiben und die Achsen Oz,, Oy,, Oz, werden immer seine drei Haupt- 
achsen der Trägheit sein, so dass wir, wenn wir sie für die unserer Formeln 
nehmen, haben werden 
Del tn rl: 

. Die Trägheitsmomente A, B, € variiren offenbar mit der Zeit, weil die 
Form des Körpers in Folge der 'Temperaturveränderungen wechselt. Wenn 
man also diesen Körper auf eine beliebige Art in Bewegung setzt und als- 
dann sich selbst überlässt, so kann seine Rotationsbewegung nicht durch 
die gewöhnliehen Formeln bestimmt werden, welche A, B, C als constant 
voraussetzen; aber sie kann ausgedrückt werden durch unsere Formeln, . 


indem man darin 


und überdies 
& De 0, ß =)  y >= 0 
voraussetzt; das letztere, weil nach den oben angenommenen Symetrie- 
bedingungen die für die in den acht Punkten der Gruppe (+ 2,, +y,, +3) 
gedachten gleichen Massenelemente m gebildeten Summen der Grössen 
dy, de, e 
Da le  SLW 
nicht anders als Null sein können, ganz ebenso wie die Summen der Pro- 


7 


ducten ma, y, myız, u. 8. w. 
Dies redueirt unsere Differentialgleichungen zwischen p, 9, r und { 


auf diese 


EEE EN 


dt 

ar + (4—(C)pr =0, 
di 

der 

en +(2—4A)pg =, 


und erlaubt, indem wir die Ebene der Maximalfläche zur Ebene der xy 


wählen, sich der früher geschriebenen Integrale zu bedienen, nämlich 
dp 5 q Cr 
sind. sin —- —y; sin®.cosp = — —., 09; 


7 


die Quadratsumme derselben liefert 
2P+BRf£+0r—=l, 
ein erstes Integral der Differentialgleichungen zwischen 92, 9, r und t. 
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v 


Wenn man zwei weitere Integrale derselben fände, so wären p, g, r in 
Function der Zeit ausgedrückt, also auch $ und 9, und endlich » mittelst 
des Ausdrucks 

rdt=dp — cos. dy. 
’ Die Winkel 8, , » bestimmen in jedem Augenblick die Tunis der 
Achsen Ox,, Oyı, 0z,, im Verhältniss zu welchen man sich die Lage der 
verschiedenen 'I'heile des Körpers selbst immer leicht vorstellen kann, da 
auch ihre Bewegung bezüglich dieser Achsen durch das bekannt gedachte 
Gesetz der Temperaturveränderungen bestimmt ist. Bei den von uns ge- 
machten Voraussetzungen können die auf den Achsen Ox,, Oy,, Oz, selbst 
gelegenen Punkte des Körpers nur längs dieser Achsen gleiten; die an- 
deren Punkte können eomplieirtere relative Bewegungen haben, aber die- 
selben üben, da sie nur von dem Gesetz der Temperaturveränderung und 
der Natur des Körpers abhängen, auf unsere Formeln keinen anderen Ein- 
fluss, als indem sie nach einem Gesetz, welches wir als gegeben voraus- 
setzen, die Trägheitsmomenie A, PD, C veränderlich machen. Es bezeichnen 
also in unseren Formeln 
A(Ap) | 
gr 
—. 


+ 
+ (d— er? 


1103 + (B—Apg=0, 


A, B, C bekannte te der Zeit. 
Br Integral 
4?p° + ee + RR, 
welches oben durch ein weniger direetes Mittel erhalten worden ist, leitet 
sich leicht aus diesen Differentialgleichungen ab, indem man sie respective 
mit den Factoren Ap, Bg, Er multiplieirt und die Summe bildet, welche 
sich dann als ein vollständiges Differential erweist. 

Man würde auf der Stelle ein zweites Integral haben, wenn zwei der 
Trägheitsmomente immer unter sich gleich wären, wenn man z.B. B=4 
hätte, welches für einen rings um die z- Achse sich vollkommen gleichen 
Körper der Fall wäre. Alsdann ist 





d(Cr) 
BER 
folglich 
CREDITS TE, 
wenn der Index 0 den Werth für (== 0 bedeutet. Also ist 
Coro Cr Cor 


= Lon8}. 








n— und Eee 


k 
"Der. Winkel $ ist also urveränderlich. Indem man ihn als solehen in der 
Formel 


Von W. FIEDLER. 65 


munnnnnnnnnnnnnnnnnnnn 








ANNIAANAIANANA ARME AAIANANIINI IT An 


Ap=— ksin®.singp 
behandelt, schliesst man daraus 


d(A .- 
de) —= — ksin®.cosp = 





er 
und dieser Werth; sowie die von g und r, nämlich 
k sin $ k 
Ben ne tn m 
in die Formel 
d — 








eingesetzt, liefert, da ka De=’4 

| dp _ 4 
ER 

1 A TER 10”? 


woher 
t 


Se konof ar 
„Brig MC AC al. 
0 


Endlich giebt die Formel 
rdt= dp — cos®#.dy 
t 
Y— Yo — x &, 
0 
und vollendet die Auflösung des Problems. 
Die Gleichungen r 


e 





d(Ap) 
ST 


d 


+(C—B)qr =0, 


——+(4—C)rp=0, 
(en 


” 





+(B-Npg=0, 


können auch dann streng an werden, wenn die Grössen A, B, C, ob- 

wohl einander ungleich, doch sich von einer Zeit zur andern nach dem 

nämlichen Gesetze ändern, d.h. wenn die anfänglichen Werthe A,, Bo, Co 

sich am Ende der willkürlichen Zeit ! gleichmässig geändert finden, so dass 
A=Afl), B=Bfd, C=Gfll) 

wo die Function /(t) überall dieselbe wäre. Wenn man nämlich dann setzt 


He, gs, fl) em 
und 
ti 
Mn 
fö).,. 


T, 


so werden unsere Gleichungen 
“ ® 
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I Ey yn 


du 
A (C,— B,) vw —.(; 
dr 


: d 
B, =° n (A u‘ C,) WU bad 0, 
dt 


dm 
05, + (B,— 4,) uv —=0; 


sie sind also denen der Rotationsbewegung eines Systems von unveränder- 
licher Form gleich und lassen sich wie diese integriren. Man hat zu- 
nächst die beiden Integrale 

Au + Bu9? + 0,W? — const., 

Arw + Bov? + Om? — const., 
welche v und » in Function von w geben, worauf sich dann r durch eine 
Quadratur auch als eine Function von w ausdrücken lässt. 


Kleinere Mittheilungen. 


I. Einfachere Ableitung der früher mitgetheilten Sätze über die reellen 
Wurzeln der dreigliedrigen algebraischen Gleichungen. Von M. W. Dro- 
BISCH. (Aus den Sitzungsberichten der K.S. Gesellschaft der Wissenschaf- 
ten, 5. Juni 1858.) Professor R. Lobatto in Delft hat in den „Verslagen 
en Mededeelingen der Koninklije Akademie van Wetenschappen, Afdeeling Natur- 
kunde“ Th. VII S. 335 eine kürzere Ableitung der von mir in den Berichten 
vom Jahre 1856, 8.21 vorgelegten Sätze, die reellen Wurzeln der drei-" 
gliedrigen algebraischen Gleichungen betreffend, gegeben. Er bedient sich 
dabei der Oartesischen Regel, wonach eine algebraische Gleichung nicht 
mehr positive oder negative Wurzeln haben kann, als in ihr beziehungs- 
weise Zeichenwechsel oder Zeichenfolgen vorkommen, und weist die reel- 
len Wurzeln, welche die dreigliedrige Gleichung haben muss, durch Sub- 
stitution der reellen Wurzeln ihrer derivirten Gleichung in dem linken 
Theil der gegebenen und Vergleichung der Vorzeichen der dabei sich er- 
gebenden Werthe nach. Den Vorzug der grösseren Kürze dieser Ablei- 
tungsweise anerkennend, räume ich Herrn Lobatto auch ein, dass die Zu- 
ziehung der Curven, durch deren Betrachtung sich mir jene Sätze ergeben 
haben, insofern dem Gegenstande etwas fremdartig erscheinen möge, als 
diese Curven nicht unmittelbar die’Function, welche den linken Theil der 
Gleichung bildet, darstellen. Man kann jedoch, wie das Nachfolgende zei- 
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gen wird, sowohl den Gebrauch von Curven vermeiden, als auch die Car- 
tesische Regel entbehren, wenn man einzig und allein untersucht, nach 
welchen Gesetzen die Function, die für die Wurzelwerthe Null wird, sich 
ändert, wenn ihre Variable alle Werthe von — w bis + & stetig durch- 
läuft. Diese Untersuchungsweise, die überdies kaum weniger kurz ist als 
die des Herrn Lobatto, scheint mir die natürlichste und directeste. Sie 
führt zugleich zu einem vollständigen Ueberblick über die Gesammt- 
heit der Werthe der Function, die den linken "Theil der Gleichung bildet, 
und giebt, als eine zwar nicht nothwendige, aber immerhin willkommene 
Zugabe, die Gestalt der Curven an, welche die Werthe der Function in 
ihrem stetigen Zusammenhange veranschaulichen. 


Bald: 
Wir stellen die vier Formen, welche eine dreigliedrige algebraische 
“ Gleichung hinsichtlich der Vorzeichen ihrer beiden Constanten haben kann, 
in folgender Ordnung auf: 
neeerheggr +0= 0, 
I. VERRTE reg arne b(, 
TS Pro) ar tn ae Em 0, 
IV. ch (a) SR tr Far ah =, 
und untersuchen zuerst, unter welchen Bedingungen diese Gleichungen po- 
sitive reelle Wurzeln haben. | 
Durch Differentiation erhält man aus I. und Il.: 








ma 
N »m—1 a R 
4) F(x2)—=(m+n) (* a -); 
aus III. und IV.: 
IST SER d, m—1 n aa ) 
B) | Ferm n)? (z + a 
2/.ma y 
Aus 4) een man, dass, sowohl für &==0 als für <= 2 RHe)S=0 
m-tn 


F' rn > d ist. Danun zugleich F(x)=b, 





wird, dass aber, wenn > y 
m nr n’ 


“also positiv ist, so nimmt F(x) von x ==0 bis x -V;r ‚ ununter brochen 





ab, von da an aber bis <= + & ununterbrochen zu. Setzt man zur Ab- 


x Y ma s 
kürzung = a, so erhält man 
m-+n 





m mn 
de lsgene 
FE = b Ts n ek n 
| («) (mn) a 
Es ist daher 3 





pn &; <( N 
Fe) So, ‚ Jenachdlem —— BB 


m ne 


oder, wenn wir zur ne 
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Ist nun in I F(a)<0, so muss, da F(x) von 2=0 bis 2=« un- 
unterbrochen abnimmt, es zwischen diesen beiden Werthen einen, aber 
auch nicht mehr als einen Werth von « geben, der F(x) Null macht; aber 
auch, da F(&) von <=e bis = + © ununterbrochen wächst, und 
F(+ ©) positiv ist, einen zweiten Werth, grösser als «, der ebenfalls F(«) 
Null macht. 

Ist zweitens in I. F(«) =0, so fallen die beiden vorigen Werthe, von 
denen der eine grösser, der andere kleiner als « ist, mit &« zusammen. 

Ist drittens in I. #F(@)>0, so hat F(&) zwischen 2<=0 undz=+ 
nur positive Werthe, kann also in diesem Intervall nicht Null werden. 

Alles zusammengefasst giebt das Resultat: 

„die Gleichung I. 


i 


amt? — azm -b—=0 
hat, jenachdem 4<0, oder 4==0, oder 4>0, respective zwei un- 
gleiche positive reelle Wurzeln, von denen die eine <a, die andere 
> a, oder zwei gleiche positive reelle Wurzeln, die —= «, oder keine 
positiven reellen Wurzeln“. 

Was ferner die Gleichung II. betrifft, so.ist, da, vermöge 4), F’(x): 
auf dieselbe Weise wie in I. ab- und zunimmt, hier aber F(0)—=—-b, also 
negativ, F(x) zwischen <==0 und 2 = « immer negativ. Da es aber von 
da an ununterbrochen wächst und F(+ &) positiv ist, so muss es einen, 


aber auch nur einen Werth von &, der >«, geben, für den #(&) Null 
wird. Hieraus folgt: 


„die Gleichung I]. 
antr — aan — b—0 
hat immer nur eine positive reelle Wurzel, die stets grösser als « ist‘. 
Weiter erhellt aus 2), dass in III. und IV. F'(«) zwar für © == 0 ver- 
schwindet, aber für &>0 immer positiv ist. Es nimmt daher in III. und 
IV. F(x) von <=0 bis @&—=-+ © ununterbrochen zu. Da nun in IH. 
F(0)=b, also positiv ist, so bleibt auch F(-+ x) immer positiv. Hieraus 
folgt: 
„die Gleichung III. 
ar tr > aa -b—=0 
hat keine positiven reellen Wurzeln“. 
In IV. endlich ist 7(0) = — b und F(+@) positiv; woraus, da auch 
hier F(&) im Intervall «= 0, «= +% ununterbrochen wächst, folgt, 
„dass die Gleichung IV. 
amtr + am —b—=0 
immer nur eine positive reelle Wurzel hat“. 
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- j S. 2. 

Erst bei der Untersuchung über das Vorhandensein negativer Wur- 
zeln der dreigliedrigen Gleichung, zu der wir jetzt übergehen, tritt die 
Nothwendigkeit ein, zu unterscheiden, ob die Exponenten von x gerade 
oder ungerade Zahlen sind. Es sind dann folgende vier Fälle möglich: 

1. m+n=2i und m==2k, 
2. m n=2 und m=?2k-+1, 
: 3. mHn=2i+1 und m==2k, 
4. m+-n=2i+1l und m=2%k-+1. 
Im ersten Falle ist nun offenbar in allen vier Formen 1. bis IV. der 
gegebenen Gleichung F(— x) = F(+x). Hieraus folgt ohne Weiteres, 
„dass in den Gleichungen 


‚lu ar — ax + b.=0, 
2) at — ach b=0, 
3) zei + an + b—=0, 
4) Y, ai + antk — bb, : 


jeder positiven reellen Wurzel eine gleich grosse negative entspricht, 
diese “Gleichungen. also unter denselben Bedingungen negative reelle 
Wurzeln haben wie positive“. 
Für die übrigen drei Fälle wollen wir, um des kürzeren Ausdrucks 
willen, die vier Formen der Gleichung unter I. bis IV. durch 
ee leere 
bezeichnen. 
Dann ist im zweiten Falle 
"Pitt Het the): 
woraus sofort folgt, dass jeder positiven reellen Wurzel der «Gleichung 
F,(x) =0 eine gleich grosse negative der Gleichung F, (x) == 0 entspricht, 
und daher vermöge des dritten Satzes in $.1 sich ergiebt, 
„dass die Gleichung | 
5) zei — aa) --b0 
keine negativen reellen Wurzeln hat“. 
Ferner ist in diesem Falle 
F(— 2) =. +aattl —b—F(+R). 
Es entspricht also jeder positiven Wurzel von F,(=) =0 eine gleich grosse 
negative von F,(x) = 0, und folgt demnach vermöge ‚des vierten Satzes 
in $.1, f 


„dass die Gleichung 
6) ar! — aatktl —b—=0 
eine einzige negative reelle Wurzel hat‘. 
Es ist drittens 
R,(—2) a — aat! +b=F (ltr), 
and hat also F,(x) == 0 die gleichen aber entgegengesetzten Wurzeln wie 


F,(&)==0; woraus, nach dem ersten Satz in $. 1 folgt, 
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„dass die Gleichung 
7) az + azxııt! .— b — 7 
jenachdem 4< 0, oder 4==0, oder 1>0, resp. zwei ungleich, 
oder zwei gleiche, oder keine negativen reellen Wurzeln hat, wo I 


von den ungleichen die eine grösser, die andere kleiner als — « ist, und 
die gleichen = — « sind “. 3 


Viertens endlich ist 5 
F,—2)=at— art —b=R(+2), 
und hat also F,(x) =0 die gleichen aber entgegengesetzten Wurzeln als 
F,(&) =0, woraus nach dem zweiten Satze in $.1 folgt, 
„dass die Gleichung | | 
8) | ci act heit 
eine einzige negative reelle Wurzel hat, deren absoluter Werth grösser 
als a ist“. 
Im dritten Falle ist zuerst 
rF-)=—eaitl_ aa +b= —R(+e); 
daher haben die Gleichungen F, (x) =0 und F,(x) =0 gleiche, aber ent- ' 
gegengesetzte Wurzeln. Hieraus folgt nach dem vierten Satze des $.1, 
„dass die Gleichung 
9) ari+H — aa Hb—0 
eine einzige negative reelle Wurzel hat“. 
Es ist zweitens 
PR(— x) = — at! — aa? —b=— F,(+e), 
woraus auf ganz ähnliche Weise wie zuvor nach $.1, dritter Satz, folgt 
- „dass die Gleichung De 
10) wo adtl ae —b—=0 
keine negativen reellen Wurzeln hat“. 
Ebenso ist umgekehrt drittens 
Pr (—a)=—alitl 4 aa 4) m(te), 
daher, vermöge $.1, zweiter Satz, 
„hat die Gleichung 
11) at Laat +0 


eine einzige negative reelle Wurzel, deren absoluter Werth grösser 
als « ist“. 


Endlich ist viertens | 
A-a)= at + at = —M(ta), 
daher, vermöge $. 1, erster Satz, 
„hat die Gleichung 
12) ati an —b—0 
jJenachdem 4<0, oder 4=0, oder 4>0, resp. zwei ungleiche, 
oder zwei gleiche, oder keine negativen reellen Wurzeln “. 
Im vierten Falle ist zuerst 
F(—a)=— ati Haar +Hb=—R(+e), 
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„daher hat die Gleichung 
13) | art — aakti Lu — 0 
„eine einzige negative reelle Wurzel, deren absoluter Werth grösser 
als « ist“. 
Es ist zweitens umgekehrt 


P,(—8) = — at! + aattl! = —F(+e), 
„daher hat die Gleichung | 
14) art — anti —b—0, 


jenachdem 4<0, oder 4=0, oder J>0, resp. zwei ungleiche, 
oder zwei gleiche, oder keine negativen reellen Wurzeln‘. 
Drittens ist 


Ala)=— Hl —aatHi 4ı=— Alte), 
„daher hat die Gleichung 
15) tl act Hb—=0 


eine einzige negative reelle Wurzel‘. 
Viertens endlich ist umgekehrt 


na) it at = — Rlte), 
„daher hat die Gleichung 
16) | air Haatti —b—=0 


keine negativen reellen Wurzeln‘. 

Hiermit ist die Untersuchung erschöpft und gezeigt, dass durch die 
positiven reellen Wurzeln der vier Formen I. bis IV. der dreigliedrigen 
Gleichungen in allen Fällen auch ihre negativen reellen Wurzeln bestimmt 
sind. j 

8.3. 

. Ebenso einfach lassen sich die Gestalten der Curven bestimmen, wel- 
che die Function F(x), je nach ihren verschiedenen Formen, darstellen 
und deren Durchschnitte mit der Abscissenachse den reellen Wurzeln der , 
Gleichung entsprechen. Wir folgen hierbei dem Gange der beiden vorigen 
Paragraphen und fügen den Formeln A) und BZ) noch die durch Differen- 
tiation derselben sich ergebende Formel 

6) F” (©) = (m+ n) (m++ n—1) an-2 (an ß) 

m(m—1)« 

(m + n) (m-+n—-1) 
Zeichen —- auf die Formen von F(«) in I. und II., dagegen das Zeichen + 
auf die in III. und IV. bezieht. 

Wir erörtern zuerst nach $. 1 die Gestalten der Curve für positive «. 

1) Da in I. F,(0)=b, F,(0)=0, F,(<e)<0, Fi’(a)—=0, Fi (>e)>0, 
so ist die Curve bei @«—=0 der Abseissenachse parallel und liegt hier ober- 
halb derselben; sie sinkt sodann bis zu © —= a, wo sie abermals der -Achse 
parallel ist, und steigt von da ohne Ende. " 

Ist nun F,(«) <0, so schneidet die Curve die &-Achse sowohl zwi- 
schen 0 und «, als zwischen « und + &. 


hinzu, wo zur Abkürzung — ß gesetzt ist, und sich das 
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Ist )F, «) = 0, so berührt sie die Abscissenachse bei & = «. 

Ist F,(@)>0, so bleibt die Curve ganz auf der oberen Seite der 
x&- Achse und erreicht bei & = « ihren kleinsten Abstand von derselben.. 

Da aus C) erhellt, dass F'(<P)<0, F,’(P)=0, F(>P)>0, so 
kehrt in allen drei Fällen die Curve zwischen «<= 0 und «== ß ihre con- 
cave Seite, zwischen & = und © = + © ihre convexe Seite nach Un- 
ten und hat bei «= ß einen Wendepunkt. 

2) Da in II. A,(x)=F,(&) — 2b, so ist die Gestalt der Curve für 
F,(x) vollkommen dieselbe wie für F,(2), nur dass bei der »ersteren die 
Abseissenachse derjenigen der Curve für F,(z) in dem Abstande 2b pa- 
rallel ist. Die Curve für F,(x) liegt daher zwischen z—=0 und 2=« im- 
mer unter der x- Achse, schneidet dieselbe aber einmal zwischen 2 = « 
und 2 ==rr.00 | 

3) Da in III. F,(0)=b, F3 (0)=0, aber F,'(>0)>0, so ist die 
Curve von F;(x) bei e==0 der z-Achse parallel, steigt dann aber ohne 
Ende und liegt daher ganz oberhalb der z-Achse. Aus: C) erhellt, dass 
immer F, (>0)>0 ist; daher kehrt die Curve von 20 bis = + 
ihre convexe Seite nach Unten. 

4) Da in IV. F,(2) = F,(2) — 2b, so hat die Curve für F,(&) voll- 
kommen dieselbe Gestalt wie für F, er) nur liegt ihre Abseissenachse, der 
vorigen parallel, um den Abstand 25 höher. Sie wird daher zwischen 
2—=0 und 2—=+ w von der Curve, einmal geschnitten. 

Für die negativen Werthe von z sind die in $.2 bemerkten vier 
Fälle zu unterscheiden. 

5) Ist nämlich zuerst m + n=2i und m==2%k, so ist in allen vier 
Formen I. bis IV. F(—z) = F(+e). Die Curve hat also dann für die. ne- 
gativen x dieselbe Gestalt wie für die positiven, und ihr linker Theil wird 


‚ demnach erhalten, wenn man die Ebene ihres rechten 'Theils durch 180° 


um die Ordinatenachse dreht. Die absoluten Werthe von F, (0) und A) 
sind in diesem Falle Maxima, die von F,(0) und F,(0) Minima. 

6) Wennm+n=2iund m=2k-+1, so isp nach $.2 

a) F,(—2)=F,;,(+r). Der linke Theil der Curve von F,(z) wird 
daher erhalten, wenn man die Ebene des rechten Theils von F,(z) durch. 
180° um die Ordinatenachse dreht. 

‚b) Ferner ist F,(—r)=F,(+z). Man erhält also durch dieselbe 
Drehung des rechten Theils der Curve von F,(z) den linken Theil der 
Curve von F,(z). 

0) Es ist F,(—r2)=F, (+ x). Dieselbe Drehung des rechten ara» 
theils von F, (x) giebt daher den linken von F,(®). 

d) Ebenso giebt, da F,(@) = F,(+z), dieselbe Drehung des rechten 
Curventheils von F,(x) den linken von F;(e). 

In allen. vier Formen von F(z) hat hier die Curve bei 20 einen 
Wendepunkt. 
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7) Wenn m+n=2i+1 und m=2%, so ist nach $. 2 
a) — F,(—r) = F,(+z). Dreht man also den rechten Curventheil 
von F,(x) durch 180° um die Ordinatenachse, so erhält man den linken 

 Curventheil von —F,(— x), folglich, wenn man diesen abermals durch 
180° um die Abseissenachse dreht, den linken Curventheil von F, (— 2). 

b) Da—F,(—2)=F,(+r), so erhält man durch dieselbe doppelte 
Drehung des rechten Curventheils von F,(z) den linken Theil von F, (x); 

c) ebenso, da— F,(—x2) =F,(+r), durch die doppelte Drehung des 
rechten Curventheils von F,(z) den linken von F, (x); und endlich 

d) da —F,(—2)=F,(+z), aus der doppelten Drehung des rechten 
Curventheils von F, (z) den linken von F, (2). 

In «) und d) hat die Curve bei #==0 ein Maximum, in b) und e) ein 
Minimum. ! 

8) Wenn endlichm Hrn =2i+1 und m=2k-+1, so ist nach $. 1 


a) —F,(2)=F(+e),' 
b) —R,(—e)=F,(+e), * 
c) —F,(- )=F(t?), 


Es ergeben sich daher durch dieselben doppelten Drehungen der rechten 
Curventheile' von F,(2), F,(z), Fı(x), F,(z) der Reihe nach die linken 
Curventheile von F, (2), F,;(z), F;(x), F,(x). In allen vier Formen hat 
hier die Curve bei z2—0 einen Wendepunkt. 


II. Aufsuchung derjenigen Differentialgleichung, welcher genügt wird 
durch die Quadrate der Gleichung 
1) - %y+XyHt Xy =0. 
Von Professor Sımox Sritzer. Wenn die abhängige Veränderliche der 
Gleichung, welche wir suchen, z heisst, so ist offenbar 
z—= y’, mithin y„=yz 
und folglich ist die Gleichung, welehe wir gesucht, 
2) | A, (Vz) +X(Y2)+% Vz. 
Es ist also diese Gleichung ebenfalls linear, aber nicht bezüglich 2, son- 
dern bezüglich Vz, und hat genau die Gestalt, wie die Gleichung 1). 
Man hat nun 
\, z 
| v)=- 72 
2 vY= 
2 Vz 42 Vz 
und wenn man diese Werthe in die Gleichung 2) einführt, so erhält man 
nach einfacher Reduction: 
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3) 22 (2 + X, 2 +2X%2) —- % (0 
und diese Gleichung hat zum Integrale 

4) | z—=[C,p(&) +, w(a)]*, 
wenn 

5) y=Cy@) + &yle) 


das Integral der Gleichung !) ist. 

Die Gleichung 3) giebt differenzirt: 

6) 22[8,2" + + X) HK +48)! +2X 2] — (A — 2 X,) (= 

und diese Gleichung wird offenbar auch erfüllt für 

4) [pa + 
ist aber nicht das vollständige Integral der Gleichung 6); denn die Gleich- 
ung 6) ist von der dritten Ordnung und muss somit zum vollständigen In- 
tegral einen, mit drei willkürlichen Constanten versehenen Ausdruck haben. 

Da nun die beiden Gleichungen 3) und 6) dufch den in 4) hingestell- 
ten Werth befriedigt werden, so wird auch jede legitime Verbindung der 
Gleichungen 3) und 6) durch den Ausdruck in 4) befriedigt. Eine solche 
legitime Verbindung der Gleichungen 3) und 6) erhält man aber, wenn man 
aus beiden Gleichungen (z’)* eliminirt, und wird diese Elimination wirklich 
verrichtet, so kommt man zu der Differentialgleichung | 
Kr HIN (FAN En RR 

+32 Hr ae, 

welche bezüglich z linear und von der dritten Ordnung ist. 

Man kann somit folgenden Satz aussprechen: Wenn der linearen Diffe- 


jr) 


7) 


rentialgleichung | 

1) Ky’+Ky+Xym0 
genügt. wird durch 

5) Cl) + ya), 


so wird der Differentialgleichung: 
K27 + 3X, A,2’ + (A, 2,744, I, — X Ay +22) z 


7 ‚ 
) +2(%, — X +2, X)2=0, 
welche ebenfalls linear ist, genügt durch 
4) = | pPl@) + ayla}; 


unter C, und C, willkürliche Constante verstanden. Aber die Gleichung 7) 
ist eine lineare Differentialgleichung dritter Ordnung, ihr vollständiges In- 
tegrale muss somit drei willkürliche Constante enthalten ; ich behaupte nun, 
dass das vollständige Integral dieser Gleichung 7) folgendes ist: 

8) = Alp(a)’+ Bpla). ya) + ey), 
unter 4, B, C willkürliche Constante verstanden. 

Der Beweis dieses Satzes ist einfach. Denn offenbar genügt der 
Gleichung 7) der in 4) hingestellte Ausdruck für willkürliche €, und (,, 
folglich auch für C(,—=0, somit ist 

= 0: [p(a)P 
ein Integral der Gleichung 7); eben so ist: 
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= (0’[y (x) 
ein Integral derselben Gleichung. Da aber der Gleichung 7) der Ausdruck 
—=Cc’[pP(a)P+24Ep(R) ya) + 02 [y(z)] 
genügt und das erste und letzte Glied dieses Ausdruckes für sich genügen, 
so muss auch 
2=20,0,p(x) (x) 

für sich der Gleichung 7) genügen, somit ist der in 8) hingestellte Ausdruck 
wirklich das vollständige Integral der Gleichung 7). 

Nehmen wir als Beispiel die Gleichung 

9) +)" +. +bN)y + (+ br) y—0, 
woselbst 

S=a,+br, =4+b2, ,=W+t be 
ist. Die Gleichung dritter Ordnung in z lautet: 
(a, +b,2)??"+3(a, +biz) (a, + b,r)z” 

10) + [dı (a +2) + 4a, + box) (aa + b,2) —b, (a, + bie) +2(a, + bi)? 1 

+2[b, (a, +d, 2) — b, (ao # bo z) +2(, +5,28) (a, + 5,8] z = 0. 
In dem speciellen Falle, wo 

2 (a +b,2) — b, 

durch «,-+ b,x theilbar ist, d.h. in dem Falle, als 

11) | 2 (a, 5 —a,b,) = b;} 
ist, lässt sich mit der Gleichung 10) eine Division durch 04, +b,x vollführen, 
und man erhält alsdann die einfachere Gleichung: 


i Ya: | 
(,+br)2"+3(,+be2)2 + [% +4 + bo2)+ at+ba)] 2 


+2|% + ar 2) | = 
deren Coefficienten von Ren so hohem Grade sind, als die Coefhnlenten 
der Gleichung 9). 


III. Bemerkung über ein vielfaches Integral. Wenn in dem Ausdrucke 


aM iz. Ar dy.da sn. 


die . auf alle diejenigen positiven Werthe der n Variabelen 
2, Y, 2%... bezögen werden, welche der Bedingung A 2 x+ y+z+...20 
söhnhen} so ist der Betrag des Integrales u. A. von Ak abhängig, etwa —=F Fa); ; 
diesen Betrag als bekannt MEN kann man das allgemeinere In- 


tegral 
ee: .S(a,y,2%..)o(+y+tz ET LEN 


auf folgende Weise aus dem vorigen ableiten. 
Man setze p(u) — p(h)=wy(u) also y EZ — p (u) und betrachte das 
(n+1)fache Integral 
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s-//J- ren 3.3W 0—narazay.... 


h2t+c+y+z+...>0 
welches die Variabele ? mehr enthält. Fängt man die Integrationen mit £ 
an, so sind die auf i bezüglichen Grenzen t=0, t!=h— 2 —y—2—.. 
und es ergiebt sich wegen (Ak) = 0 
S=— If re Y,5.)v(etytz+ ...)dx dy Ar 


e 
Verspart man dagegen die Integration nach ? bis zuletzt, so hat man 


h 
(va) af fra 2,...)daedydz.... 
0 


h—1Zx+y+t:z+...20 


d.ı. zufolge der EN Voraussetzung 


1) 


Ah 


ls (h—t) dt F(h—N= | F(u) w (u) du 
0 
und durch Hemer Integration ‚ ( 


h 


SE /r (u) (u) Au. 
v 
Die Vergleichung der beiden Formen von $, worin wieder durch @ aus- 
gedrückt werden kann, führt zu folgendem Resultate 


"PR fie, yy IP EET )dady.. fr (u) plu) du 
h2c+y+tr+.: 


Sind in dem ursprünglichen Integrale F(k) = Ba auf positive 
und negative x, y,2,... bezogen, so lässt sich der vorstehende Satz immer 
noch anwenden, wenn man die negativen Grenzen auf positive reducirt, 
wodurch Z/f(+ x, +y, ...) an die Stelle von f(x, y,....) zu stehen kommt. 
(Briefliche Notiz des Herrn A..Genoccni in Turin.) 


IV. 


Die Transformation und Auflösung der Gleichungen fünften 
| Grades, 


Nach JERRARD und HERMITE. 


Unter die bemerkenswerthesten mathematischen Erscheinungen der 
neuesten Zeit gehört ohne Zweifel die Entdeckung, dass erstens die allge- 
meine Gleichung fünften Grades 

a? + A a2 +4,80 + 4,0? +4,c 4 A; —0 
auf die einfache Form 
PrBy+t=0 

gebracht werden kann, und dass zweitens. diese redueirte Gleichung durch 
elliptische Transcendenten auflösbar ist. Das nicht geringe Interesse, wel- 
ches dieses Seitenstück zur Cartesianischen Auflösung der eubischen Glei- 
chungen in Ansprüch nimmt, legt uns die Verpflichtung auf, unseren Lesern 
eine Darstellung des Gegenstandes zu geben; ihrer Natur nach zerfällt die- 
selbe in zwei Haupttheile. 


5 


I. Die Reduction der Gleichungen fünften Grades. 


Bereits anno 1683 zeigte Tschirnhausen in den Actis eruditorum 
ein Verfahren, um aus der allgemeinen Gleichung 

1) AT 47H. PFALALEF A =0 
beliebig viele Glieder wegzuschaffen. Diese Methode kommt darauf hinaus, 
statt x eine Wurzel der Gleichung 

2);- vtyc+aX°+...+a,2"—=y 
zu substituiren oder, was Dasselbe ist, durch Elimination von & aus den 
beiden Gleichungen 1) und 2) eine neue, nur die Unbekannte y enthaltende 
Gleichung zu bilden, und nachher über die vorläufig unbestimmt gebliebe- 
nen Grössen @,, 4, Ay,... a, so zu disponiren, dass in der neuen Glei- 
“ ehung n Coefficienten wegfallen. Unter der Voraussetzung n < m kommen 
nämlich dem y in No. 2) ebensoviel verschiedene Werthe zu wie dem & in 
No, 1); die für y resultirende Gleichung muss daher vom m'* Grade sein, etwa 

3) ym+Bı ymi 4 By"... + Buy + Bm = 0. 
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Die Coefficienten derselben sind aus 4, Ay, : Ays Ay Ayy Agy.»:@, 
zusammengesetzt; will man also n Ooefficienten, etwa B,, By.... D,, zum 
Verschwinden bringen, so hat man die n Gleichungen ZB, —=0, B,—=0, 

. B,=0 zwischen den n-+-1 Unbekannten «a,, a, .. . a, aufzulösen, wo- 
bei eine der Unbekannten willkürlich bleibt. 

Das erste Geschäft, nämlich die Elimination von x aus den Gleichun- 
gen 1) und 2), kann auf verschiedene Weise erledigt werden, wie wir zu- 
nächst darthun wollen. 

Wenn man die Gleichung 

4) ya ty2z +98 +...+ 08" 
der Reihe nach auf die 2%, 3'°... m‘* Potenz erhebt, so kommen successiv 
alle die Potenzen x, x, &°,... x”" zum Vorschein, jedoch können «”, «+1, 

..x””" mit Hülfe der Gleichung 1) entfernt werden, weil 


a — A al — A, a? — ... — Ay © — Ans 
amt — Aar —A,aT Ber am? — ,. 
Bed? 4 5) am-i+ (A, 4. 4) RER eilt A— A) ar +. 
U.S. W. 


es erben daher Gleichungen von teibandee Form übrig: 


Yabtbatb,?+t....+b,, a”, 
Pott en 
= tr BEN FETF. 
Darin sind by, bi, da, . - . db, ganze und homogene quadratische Functionen 
der vorläufig unbestimmten Grössen ay, &,...4a,; ebenso Co, E17 «+: mi 
ganze und homogene ceubische Functionen derselben Elemente u. s. w. Be- 
zeichnet man für den Augenblick die Wurzeln der Gleichung 1) mit &,, &, 
. 5, und die correspondirenden Wurzeln der Gleichung 3) mit 9}, N, -- - 
Nm, so kann man aus den Gleichungen 4) und 5) leicht Beziehungen zwischen 
den Summen | 


5) 


sat. H+... +5 T,=N tn E. 2 

Stet Tan ht. tm 

a, Ten’ tnPt... Nm 
u. 8. w. u. 8. w. 


herleiten, indem man für « und y der Reihe nach die verschiedenen &Eundy 
setzt; es ist nämlich nach No. 4) | 


6) T,=ma,t+3,5, +%S,+...+0,5, 
. und vermöge der Gleichungen 5) 
T,—mbshbpSjt bg Sytr..H+ bu, SH 
7) | T=n.tqa, +9S5+#:... +01 Sa 


Bau a Te nat ale oral RE TE u lie EP Ed 7 


IT, —=mk,+kS; +h,S+.. SE Danzıs | 
Wie man weiss, ist zur Berechnung der Summen $,, S,, S, etc. die Kennt- 
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niss der Wurzeln £&,, &,, 53 ete. nicht erforderlich, vielmehr können mittelst 
der Newton’schen Formeln 
0=S,+14, 
0=s; +45 +24, 
Se 
8, 89, S3,... direct aus den gegebenen Coeffieienten A,, Ay, Ay, . . herge- 
leitet werden; setzt man die gefundenen Werthe in die Gleichungen 6) und 
7) ein, so hat man 7,, T,,.. 7,_, ausgedrückt durch A, , Az,... Ay, Ay, Ay 
a„, und schliesslich dienen die entsprechenden Relationen 
| [0 =T, rT2,, 
8) | J0o=[T, TOT ran, 
RES T,+B,T,+2,T,+3B;, 


n 


zur successiven Berechnung der neuen Coefficienten Z,, D,,.. . Du 

Ein etwas kürzerer Weg, auf welchem die Newton’schen Formeln nicht 
berührt werden, ist folgender. In den Gleichungen 5) betrachte man die 
m—1 Grössen 

Ba gehn, et 

als ebensoviel Unbekannte &,, &2:.. 2, und entwickele letztere daraus, 
was keine Schwierigkeiten hat, weil jene Gleichungen in Beziehung auf x,, 
Xyy. X vom ersten Grade sind; die für ©, x?,.... x” gefundenen Werthe 
braucht man nur in No. 2) zu substituiren,, um sogleich die neue Gleichung 
3) zu erhalten. Diese Methode hat noch den Vortheil, dass sie x, = x ra- 
tional durch y ausgedrückt liefert, also zeigt, wie die Werthe von x (näm- 
lich &,, &,:-. 5m) gefunden werden, nachdem durch Auflösung der Glei- 
chung 3) die Werthe von y bekannt geworden sind. 

Bei weitem das .eleganteste und übersichtlichste Verfahren zur Elimi- 
nation von x aus den Gleichungen 1) und 2) ist das folgende, welches ur- 
sprünglich von Euler und B&zout herrührt und in neuerer Zeit von Hesse 
wieder in Anregung gebracht worden ist (Crelle’s Journal, Bd. 27, pag. 1); es 
beruht auf einem bekannten Satze von den linearen Gleichungen. Wenn näm- 
lich zwischen den i Unbekannten &;, X, + »2; die i Gleichungen ersten Grades 


Date lrnN atee, 


N Te ER 


0% 5m rel, 
bestehen, so giebt die Auflösung der letzteren die Werthe von &,, &9,:::%, 
in Form von Brüchen, welche einen gemeinschaftlichen Nenner besitzen, 
also etwa 


Qı en Qa 0; 


‚a7 


ZU EW. R 
Hier ist A unabhängig von u,, %,,...w, und bekanntlich die Determinante 
aus den Coeffieienten der Gleichung nämlich: 


x = 
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4, Ay... 


& 
R = Pi Pay «Pi 


u 4 2 
Multiplieirt man andererseits die gegebenen Gleichungen mit Factoren 
A), Ag,...A,, addirt nachher und denkt sich A,, A,,.. . . A, so gewählt, dass 
linker Hand die Ooeffieienten von &,, X3,... . x, verschwinden, so bleibt 
AMautrhpfı tr... FH) ehu tut... +4; 
der Coefficient von x; ist A, rechter Hand steht O,. Wenn nun alle x der 
Null gleich sind, so verschwindet 0, und es muss daher entweder &, und 
ebenso auch &,, ... x, den Werth Null haben, oder es muss R — 0 sein; 


in allen den Fällen, wo man voraus weiss, dass &,, &,... x; nicht Null 
sind, bleibt nur die Möglichkeit R=0 d. h. wenn die Gleichungen 


4 2 Tas Benno Pure 
RE en al FR  r E 


KR en Ei De 
durch andere Werthe als 2, =?r,...=x2,=0 erfüllbar sein sollen, so 
muss die Determinante dieses Systems von selber verschwinden *). 
Hierauf gründet sich folgendes Verfahren zur Elimination von & aus 
den beiden Gleichungen 
AHA Ass terre 
v—y)+ act 9a+t... ta, 0. 
Man multiplieire die erste Gleichung der Reihe nach mit x, &?,.... x”, die 
zweite mit x, &°,... x” und stelle alle erhaltenen Gleichungen unter ein- 


ander: 
/ 


*) So sind z. B. die Gleichungen 








a+ ytr az=Pd, 
ar gr by Ir ee 2 0, 
azatby+t+cz=0, 
nur dann mit einander verträglich, wenn 
BIETE 
a, v, ce |=%0 
a > b’ 3 ce 
d. h. em 9 [2 PR + 
a(be — be) +b (ca ae a 
Dasselbe erhält man natürlicherweise auch, wenn man !- rag Im n setzt, von 
z 


den nunmehrigen Gleichungen 
Et bint ce=d, 
ab bh ce = 0, 


+ te =, 
die ersten zwei auflöst und die für & und n gefundenen Werthe in die letzte sub- 
stituirt. Vergl. Baltzer, Theorie der Determinanten, wo selbstverständlich 
der Gegenstand genauer behandelt ist, 
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An ct An + Ay +... + art —o, 
ER x + Ay BLM RN + a"? ==D, 
RE 2 ER ET u Be), 

+4, a + . . . . + zn tn == 0, 
w—yY)car,®:+,2°+....+0. ."r jr 
(v—y) ta &®+........+a, ar? 0% 
Nr... te et MN 
ee... crt — 0; 


betrachtet man jetzt @, x?,... . x”"" als eben so viel Unbekannte x, , &,, 
.. Cyrn und berücksichtigt, dass keine derselben verschwindet, so kön- 
nen die obigen Gleichungen nur unter der Bedingung 


Au ee An» 2 ’ 0 9 0 EN 
0, An , Ama? ze Bew . 1 ‚0 a 
RR ee rn 
0, 0 ) U Tr ei An ’ @) 0a EN ER ehr ir 1 =} 
Ay l 3 Ag yrrrr,0, 0, 
Da ee. 4.30, 
0, 0 UNTEN. DR: U 
0, 0 re re o, 


zusammenbestehen ; diese Bedingungsgleichung ist bereits die für y gesuchte 
Gleichung und es bedarf nur der Entwickelung der vorstehenden Determi- 
nante durch die gewöhnlichen combinatorischen Mittel *®). 
Hat man nach irgend einer der drei angegebenen Methoden die resul- 
tirende Gleichung 
| Ye HB YET Hoc Baar Ba 0 

gefunden, so wird man die Gleichungen 

BR, =0,B,=0,....23,=0 
zur Bestimmung von @,, d,,... a, benutzen, wobei eine dieser Grössen 
willkührlich bleibt und etwa «a, = 1 gesetzt werden kann. Die vorstehen- 
den n Bedingungen reduciren sich, wie man aus den Newton’schen Formeln 
(8) erkennt, auf die folgenden 

nz, Liz=0, 
in denen die Werthe von 7T,, Ty,... 7, (s. No. 6 und 7) zu substituiren 
sind. Der blosse Anblick der Formel 6) zeigt, dass die Gleichung T, —= 0 
in Beziehung auf die Unbekannten a), «4, , a, ete. vom ersten Grade ist; da- 
gegen ist die Gleichung 7, =0 vom zweiten Grade, weil sie die quadrati- 


*) Da viele Elemente der fraglichen Determinante Nullen sind, so verschwin- 
den auch viele ihrer Glieder und daher lässt sie sich in einer kürzeren Form dar- 
stellen, hinsichtlich deren wir auf Baltzer’s Werk, pag. 45, verweisen müssen, 


® 
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schen Functionen b,, b}, D, ete. enthält, ebenso T, — 0 vom dritten Grade 
u. $. w.. Eliminirt man also a,_;, 4a, - . . a, aus den obigen Gleichungen, 
so erhält man für a, eine Gleichung, die im Allgemeinen vom Grade 1. 2. 3 
.n ist; doch kann sich dieselbe in speciellen Fällen noch redueiren. 
Um nach diesem Verfahren die vollständige eubische Gleichung 
+4 + Arc +A—=0 
auf eine rein cubische zurückzuführen, hat man 
2a +, —- y=0d 
zu setzen und von den fünf linearen Gleichungen 


Aus rt Art Gt, —=0, 
Lo F hm FA FT, 

(—y) ta 2 + 4,2, 9, 
(aa—yY) &+ a, & + 0 %, 1 


—y) 3 +% rt, —0, 
die Determinante zu bilden. Eliminirt man erst &, aus der zweiten und 
fünften Gleichung, schreibt darunter die vierte und eliminirt x; aus der er- 
sten und dritten, so hat man nur noch die drei Gleichungen 2 
43a, 2, + (4, 9 — a, +Y) %; + (4,9—a,) &, =0, 

(9) 2, WM 0m; +%2%,=0, 
(Ay; ıy— Az Gt Ag! „ar; —AytAY) sr y+Y) u—=0, 
deren Determinante leicht auszurechnen ist. Als Schlussgleichung 2 = 0 
ergiebt sich | 
P+By+B,y+B,—=0, 
und zwar sind die Werthe der beiden ersten Coefficienten: 

B=— 30 +4 0 — (42-24, a,, 
B,= 30244, 9° + (4° —24, 4) a2, 
— 2A, aa, +2 (A°— 245) a, a, + (3 A;— A, 45) a, a. 
Nimmt man willkührlich «a, = 1 und bestimmt «a,, a, so, dass B, = B, —=0 
wird, wozu nur.die Auflösung einer quadratischen Gleichung gehört, so 
hat man als reducirte Gleichung 
„+20; 

diess ist die Tschirnhausen - Euler’sche Transformation und Auflösung cu- 
bischer Gleichungen. 

Bevor wir die allgemeine Theorie weiter verfolgen und speciell auf die 
Gleichungen fünften Grades anwenden, wollen wir erst eine Bemerkung 
einschalten, welche die homogenen quadratischen Functionen betrifft. Eine 
solche Function der’k Variabelen z,, 25, - - . z,, etwa 

PER 
kann immer auf die Form 

Vr,=Pz? +20, +R 
gebracht werden und zwar ist hier-P eine Constante, 0 eine homogene line- 
are Function der übrigen Variabelen 2,,2,....2,_,, und R eine homogene 
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quadratische Function der letztgenannten k—ı Variabelen. Giebt man der 
vorigen Gleichung die Form 


2 2 

BI (vr + Ve) a5 m L’+ Ass 
so erkennt man, dass Y, aus dem Quadrate einer linearen Function Z, der 
k Variabelen 2,,2,,... 2, und aus einem Reste besteht, der eine homogene 
quadratische Function der k—1 Variabelen z,, 2,,... 2%, bildet und dess- 
halb passend mit V,_, bezeichnet wurde. Von PY,_, gilt wieder Dasselbe, es 
ist nämlich analog 

Vı = Id, + HF, es 
wo Z,_, eine lineare Function der Variabelen 2,, 2,,.: . %-45 F4-. eine 
homogene quadratische Function von 2,, 25, ... 24, bezeichnet. Durch Fort- 
setzung dieser einfachen Schlüsse gelangt man am Ende zu der Gleichung 
r,=DL.+ L%-ı tr L? 7 L,?, 

und in dieser liegt der Satz, dass jede homogene quadratische Function von 
k Variabelen als die algebraische Summe der Quadrate von k homogenen 
Linearfunctionen dargestellt werden kann, wobei die erste derartige Func- 
tion k Variabele und jede rolgande Function eine Variabele weniger als die 
vorhergehende enthält. So ist z. B. bei zwei Variabelen v und v 


au +bv? +2cuv 
De 2 
= (r v +77 ") + (« -7) we laut b’v) 2 + (WW) ?, 
wod,b,«d  selbstverständliche Abkürzungen vorstellen; bei drei Variabe- 


len u, v, w hat man 
Au? + Bv?+Cw?+2Duv+2Euw+2Fvw 


ee (ve w-+ nn oL, (4— ur + (7) +2 (»—7) uv 
— (du+Bv+lw)?+ au? +bv? + 2cuv 


— (du+Bv+lw)?+ (dau+bv)?+ (au)? 
Ä u, Ss. W. 
Nach dieser Digression kehren wir zur allgemeinen Gleichung 
a" +4 ar id, art... +4,70 tn 0 
zurück und denken uns dieselbe durch Bahnen von 
y=o,tya+a,x°+a,x0°+a, x 








transformirt i in : 
i y"+B y" tB,y"” +... + Bar yt Ba >= °. 

Aus den früheren Bemerkungen über die Natur der Grössen by, bj,... 
Days Eos ir: + Cm ete., in Verbindung mit den Gleichungen 6) und 7) 
geht hervor, dass 7, eine ganze und homogene Function p'" Grades der 
* fünf Elemente a,, @, @y, 4, a, ist; ebenso sind zufolge der Gleichungen 8) 
B,, B,, B, etc. ganze und homogene Functionen derselben Variabelen, und 
der Grad jeder solchen Function wird durch den Index von B angezeigt. 
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Will man nun aus der neuen Gleichung die mit: ZB), By, B, behafteten 
Glieder wegschaffen, so hat ‘man die drei Gleichungen 
B> = 0, Bra, Bien 
aufzulösen, von denen die erste linear, die zweite quadratisch und die dritte 
eubisch ist. Der ersten Gleichung kann man den Werth von «,, ausgedrückt 
durch @,,.» . a,, entnehmen und diesen in die beiden übrigen Gleichungen 
substituiren, wodurch letztere die Formen 
B5— 0,484 = 
annehmen mögen. Da die Substitution von a, eine lineare war, so sind die 
Grade der Gleichungen B, — 0 und 2, — 0 nicht geändert worden; es ist 
daher B', eine homogene Function zweiten Grades, B’, eine solche dritten 
Grades der vier Grössen «,, 4a, dy, a. Zufolge des vorhin erwähnten Satzes 
von den homogenen Functionen kann 2’, unter der Form 
B,=L’+l’+L?+L/ 
dargestellt werden, worin Z,, Z,, Z,, Z, lineare Functionen von @,, @y,, ds, 
a, bedeuten; der Gleichung 2’, — 0 genügt man daher durch die Annahme 
L’+l’=0, 2? +12=0 
oder 
Er me Ver, L,=1LV-1. 
Diese Gleichungen sind linear und gestatten, a, und a, in linearer Form 
durch a, und a, auszudrücken. Durch Substitution dieser Werthe in die 
noch übrige Gleichung 2’, = 0 wird der Grad der letzteren nicht erhöht; 
es geht daher B’, — 0 in eine neue cubische Gleichung B”, = 0 über, wo- 
bei B”, eine homogene Function von a, und a, bedeutet. Wählt man a, 
willkührlich, etwa —= I, so bestimmt sich a, durch eine Gleichung dritten 
Grades und daraus folgen «a,, a,, a, mit Hülfe der vorigen linearen Glei- 
chungen, also: 

Die allgemeine Gleichung 

"+ AA BETH. tur HA Sad 
kann immer auf dieForm 

yrt By" By 5+. er B,4y+B,—0 
gebracht werden, und zwar bedarf es hierzu nur der Auf- 
lösung einer cubischen Gleichung. 

Ganz ähnliche Schlüsse sind für den Fall zu machen, dass man die 
mit B,, B,, B, behafteten Glieder wegschaffen will; man findet sehr leicht 
den Satz: 

Die Reduetion der allgemeinen Gleichung 

am LA, amt + 4, ar 24... +4, cc HA —=0 
auf die Form | 

HByTHBy"Tr... + By rn 0 
ist immer möglich und zwar durch Auflösung einer biqua- 
dratischen Gleichung. 

Hiernach kann die allgemeine Gleichung fünften Grades auf die Formen 


F 
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yP+B,y +5, Pe 0, 
yP+B2,y°+B,; 0, 
.gebracht werden, die bei Substitution von 

SZ, Be 1 


rn „ = ==. y an Kehe C. 


rn. ER 


übergehen in 





20.2 El. —0, 

AL, 2? +0, —=0; 
die allgemeine Gleichung fünften Grades kaun demnach alle trinomischen 
Formen erhalten, deremsie ohne Aufgabe ihres Grades fähig ist*). Durch 
eine passende Substitution für y oder lässt sich auch noch einer der Coef- 
fieienten B oder C irgend einer willkührlich gewählten Grösse gleich machen; 


so geht die erste Form für y== 7 WIR® B, über in 


DL 2 P—n—b=0; 
' far.2 = — >06 & wird aus der dritten Form 
ea 
. 10) 9 —- $—c=0. 


Die erste Gleichung (9) benutzte Hermite**), die zweite (10) Brios- 
chi**#); dem letzteren folgen wir hauptsächlich, weil seine Abhandlun- 
gen ausser der Auflösung der Gleichungen fünften Grades auch sonst man- 
ches Bemerkenswerthe enthalten. 


- 


U. Die Auflösung der reducirten Gleichung. 


Aus den Untersuchungen Jacobi’s ist hinreichend bekannt, dass der 


Ausdruck 


dy 
auf die Form 
l dx 


M VA ae) x) 
gebracht werden kann, worin M eine constante VERseh bezeichnet; es ge- 
hört dazu die Substitution _ 
„ct ta,.°-+.. .tanar U 
I Tu rettet Tin 
unter n eine BSSpis Zalıl verstanden. Ba man wie gewöhnlich 








da - X dx 
“ ars x) ’ A (1—ı%? EI 
?-k2—], 
mKtmK'i 
Ber I RR 


N 





u — i=VZ1, 


*) Jerrard: Mathematical Researches. Hamilton: Report of the sixt mee- 
ting of the British Association. 
**) Comptes regdus No. Il (15. Mars), 1858. pag. 508. 
*##) Annali di Matematica 1858; fasc. 3, pag. 175; fasc. 4, pag. 256. 
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wobei m und m’ ganze Zahlen bedeuten, und schreibt z für 2, so hat man 
die beiden Formeln (Jacobi, Fundam. nova, $ 21) 


4 n ‘ 

Vi = ki sin coam 4w Sin coam 8@ .... sin coam 2(n—1)o, 

et 7 sin am Aw sin am 8®.... sin am 2 (n—1)o 
Be . sincoam 4o sin coam 8@.... sin coam?2(n—1)o 


Für den Fall, dass n eine Primzahl ist, ergeben sich hieraus n-+1 ver- 
schiedene Transformationen der n‘® Ordnung, welche den folgenden +1 
Werthen von ® entsprechen: 
K'Ki K+Ki K+2Kki K4hn—NKi, 
2 


na n ’ n BE n 





die Substitution derselben in die vorhin erwähnten Formeln liefert sowohl 
für A als für z ebensoviel verschiedene einander correspondirende Werthe 
Ay dyyeer Ayyy und 2%, 24, 2yr Denkt man sich diese als Wurzeln 
algebraischer Gleichungen, so sind letztere vom Grade n-+1; die erste 
‚derselben heisst bekanntlich- die Modulargleichung; für die zweite würde 
der analoge Name Multiplicatorgleichung passend sein. Den n+1 Werthen 
von A entsprechen » +1 Werthe des Integrales 


1 
Near) 








die mit A), Ag, - : : Anrı bezeichnet werden mögen; ihr Zusammenhang 
mit 2), 293: - - +1 wird durch die bekannten Gleichungen ‚vermittelt 
ind, A An 
4 =(—1)? a 9, —=%-.. Zur = ER 
Wenn ferner die gewöhnliche Bezeichnung 
nk 
4: ee EG 
beibehalten wird, so ist (Fundam. p. 184) 
or 2 
142g +2 +20 +. a 


wobei sich das Summenzeichen auf alle ganzen, von — 00 bis + 00 rei- 
chenden Werthe des m bezieht; auch hat man nach einem von Jacobi*) 
gefundenen und von Sohncke**) bewiesenen Satze 


n—1 2 
VYa=(-2D* In zn, (m = —8&0...m— +4 00) 
2 





gm 
und die Werthe von Yz,, Vz3, - - - Vzu+, ergeben sich dadurch, dass man in 
dem Ausdrucke 5 
’ Zoom 
2 
j gm 
der Reihe nach j 1 { 4 
e=gr, agn,atgn,.. ‚aign 


*) Crelle’s Journal, Bd. III, pag. 193. 
**) Ebendaselbst, Bd. XVI, pag. 103—107. 
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setzt, wo @ eine Wurzel.der Gleichung & — 1 = 0 bedeutet. Diese Ei- 
genschaft der Multiplicatoren wurde zuerst von Abel bemerkt, wenn auch 
. nicht völlig genau bewiesen *). | 
Nach diesen Vorerinnerungen bemerken wir, dass die Reihe der Qua- 
dratzahlen 1,4, 9, 16 etc. folgende Zerlegung gestattet 
an n? (2 n)? 

r RR FDTERI DH er +, 

4, (n—2)”, (n+2°, (2n—2), (n+2), 

9, (n—3)?, (nF 8)r, (2n—3)?, (22 +3), 


uni? n+1 2, /3nL IN? rl 2 Sn—ı\2 
IM: AI 
von deren Richtigkeit man sich augenblicklich überzeugt, sobald man die 


"Colonnen. wechselweis abwärts und aufwärts durchgeht; man hat daher die 
entsprechende Zerlegung 




















I 4 9 
IE 2 Er Era. ee a ua 
—1| Et Far en. RR 
(n-1)? (n#)? @n-1)? (en+1)? 
+2” a rn AR ae a 
{n—2)? (n-H2)” (2n—2)? (2n-R2)? 











ta Pa RIONE a ee re: 


3n—1 


=) PR er RL A 





n—1 n+1 
BR I ee 


oder kürzer 
2 Ei ie 


De = 2 5 2 
2gq” — Zg"n®+9g &g” np2m_L 29 Zr mtimı EN « 


2 
r 


+29" Zgmnt2m4 ER 
worin sich die Summenzeichen auf alle ganzen von — 00 bis + © reichen- 
den m, beziehen, und r zuletzt den Werth bekommt. Hiernach sind 
Vz, Vz,, Vz, ete. leicht auszudrücken ; setzt man nämlich zur Abkürzung 





2 2 2 
Som = hen AV NES" m n-+-2rm 
1A rg 
&q"” Zgm ‚u q” 


so ist nach dem Vorigen | 
n—1 
yi Vz, = (=D Re Ay; 
Vz, =4A+ 4+ At... + A 
8. 
12) =), 
Vz; == 4, + ad, + ad, + ee Re Anm 


Br 


 *) Crelle's Journal, Bd. III, pag. 400. Oeuvres completes, T. I, pag. 315, 
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und hieraus ergeben sich Yz,, Vz, ete., wenn man in der letzten Gleichung ° 
a?, a etc. an die Stelle von « treten lässt. Diese wichtige Eigenschaft der 
Wurzeln der Multiplieatorgleichung hat Jacobi im 3. Bde. des Crelle’schen 
Journales (pag. 308) angegeben. 


: 4 4 
.. . . rt ” en . 
Für n = 3 ist bekanntlich, wenn Yk = u, Yi = v gesetzt wird, 


v l 2u3 


2ut, z z—1’- 


IM De 





die Modulargleichung lautet 
u— vi + 2uv (1 —u?V?) = 0 
und die Multiplieatorgleichung 
(.—1)!+4 (2 —1)’— 16u?z —= 0 
oder 
21—62?+8 (124?) 2z--3— 0; 
dem Vorigen zufolge sind die Wurzeln der letzteren 
Vz =iV3 4, V2»=AtAn V3» = At0A, Va—= Arte? A, 
Mit Hülfe der bekannten Relationen zwischen den Coefficienten und den 
Wurzeln einer Gleichung findet man leicht folgende Beziehungen zwischen 
4, und A, : | 
4, AP +4) = 1, 8 4— 2% Ay? A? —A = 8 (128°). 
Bei der Transformation fünften Grades ist die Multiplicatorgleichung 
(—1)—4 1 + PRR?z— 0 
oder 
13) 2°— 102° +35 2!— 602? + 552? — 2 (13 — 2A?) 2 +5—0, 
und nach No. 12) 
Va=V5 Ay, V„—=AtAt4s; V;„=4,ta@4 +a®A,, 
Wa=4A +84 +e4,, V,.=Ate4dt0%4, Vu, = htW4 te, 
worin @eine Wurzel der Gleichung @® — 1 = 0 bedeutet. Bildet man aus 
aus 2,, 2,,.. . 2, rückwärts die Coeffieienten der obigen Gleichung sechsten 
Grades, wobei zur Abkürzung 
I Ay 4, 
15) IM 84,14, 43 —2 A APAFrAAP—A, A’ rArP), 
N = 3% 4,6 A? Ag? — 160 4A As? +20 Ay Ar At +6A?AP, 
— 44, (324, — WA AAt5A AA” tr A?) + A + Ar 
gesetzt werden möge, so erhält man folgende Gleichungen Ä 
— !=—10L, 33=35l, —-90=—6D2-+10M, 
5 — 5 14—10LM, -—- 213 — 2 R2k?) = — 62° +30 2 M—N, 
5=5 (P—M). | 
Die erste, dritte und fünfte derselben liefern die Werthe 
16) Dez, M==0, — — Pırk?, 
durch welche die übrigen 3 Gleichungen von selbst erfüllt.sind. 
Wir untersuchen nun weiter den Zusammenhang zwischen folgenden 
fünf Grössen 


14) ° 


” 
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(2. (93) %) 425), & = (23 — 2) (241 22) (25; — 25), 
17) 2 = (23) 2) 5%), = (52) — 2) — 23), 
( 0, = (1, —2) (2925) (3; —2,), 
- namentlich suchen wir diejenige Gleichung, deren Wurzeln &,, &,, .. . %; 
sein würden. Zu diesem Zwecke drücken wir &;, &,,.... x, erst durch A,, 
4,, A, aus, indem wir nach verrichteten Multiplieationen in 17) für z,, 2, 
... 2, ihre Werthe aus No. 14) einsetzen; wir erhalten hierdurch fünf 
Gleichungen von der Form 
ee Bit Bt Br Br 2): 
%—=)V5 (B, te DB, +e®B, + wB,+oXB,), 
18) 2 —=V5 (B, te B, + e?B,+e B,+0°B,), 
elektr ehr, 0'B, 7 @®B,), 
&s=V5 (B,ht WB, +eB, +e?B,-+uB,), 
worin By, By, . . . D, zur Abkürzung eingeführt wurden und folgende Werthe 
haben 
By 4 M 
By = 8A AP A216 A Ar A 2A, AA + 4402 4, 
Ba RANG A AA A 
B, = 164° 4; 3 46414, 2 + 44° — 44,4, 4%, 
B; = 16.45? 44? — 164g: 43? + 41? 42’ — 44, 41° ,. 
Ist nun 
19) + tn tn etc ts —=0 
die Gleichung, deren Wurzeln &,, &,,...x; sein würden, so bildet man 
die Coeffieienten p auf gewöhnlichem Wege aus &,, %3,...%;, wobei für 
die letzteren Grössen ihre in No. 18) angegebenen Werthe zu nehmen sind. 
Für die ersten vier Coefficienten erhält man Ä 


m = — 5V5. Bu, m = — 5’Py, 9, = — 5°Ve. P,, m = — (PP), 
wobei zur Abkürzung gesetzt wurde 
P,== BB, + ByB;, P=B’B;tB-B,+BEB,+BB,, 


PR—=BP’B,+ BB, + BB, + B’B,+3B,B,B,B,. 
Drückt man Z,, D,, B;, B, durch A,, A,, 4, aus und berücksichtigt die 
a nngen 15), so ist einfacher 
P,=2(LN—3M?), P,R=4M (LN—5M?), 
PD, =1M— IN? +212M2N. 
Man kennt ii aus No. 16) die Werthe von Z, M, N, daher wird 
BERN? Dee Ui D] en MAR, 
und nach dem Vorigen wegen ,—=4M = 0, 
De 0m PEIER:, merV0, My kr 
Um noch p, zu berechnen, gehen wir I die Gleichung 13) zurück und bil- 
den das Product aus den Differenzen ihrer Wurzeln , also das Product aus 
den Grössen 
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&—2) 32) (4 —2%) (33 — 2) (8 —2ı) 
(33, —2) (42%) 5 — 2) & — 23) 
(423) 2%; —23) (9 —2) = H 
(23; —24) (a — 24) 
(25; —2;) 
dieses ist bekanntlich die sogen. Determinante der gegebenen Gleichung 
und kann auf verschiedene Weise aus den Ooveffieienten der Gleichung her- 
geleitet werden. Im vorliegenden Falle giebt die Rechnung 
. Re MER (IR 
und da nach 19) und 17) p, = %ı &% & &, &, —= — IT ist, so hat man 
Ps = — V?5°?V5. kKtk* (1— 452%), 
Zufolge der Werthe von ?,, 23, » - : 2, gestaltet sich die gesuchte Gleichung 
zur folgenden 
> SE 39 52 2 le? 3 + 916 54 Je x — 922 5?Y5. ki (1 —4k?k?) — (0 
oder | 
20) (er +PIIEKN —22E VE. (1 ARE H, 
welche mittelst der Substitutionen 


a2 BER. 1 (1—AMRK?\?2 
21) Items ee 
auf die einfachere Form 


8 


w| or 


&—c 40) 
zurückgeführt wird. / 
Die Auflösung der vorstehenden Gleichung ist daher verhältnissmässig 
sehr einfach. Bei gegebenem c liefert die Gleichung 
1 142? K° 2 ‚ E —— ‚ 
3 a — c oder 4(kk)?+V2e. (kk) = 1 
den Werth von kk’—= kYl 1%, hieraus ergeben sich k, %, X, K', q, o, mit- 
hin auch für n = 5 die Werthe von 24, 299 22.26, nämlich 


Zn 15712 
De a Vi g x er = j zg® ä 


2 1-82 
ad, —m IM, 
V, = 5%. 20 ) Va = x RAT 
, Br ke 1 
= 1 ‚ Zuig® en = 5% Zatg : ’ 
worin sich alle Summenzeichen auf die Werthe m = — eobis m=-+ « be- 


ziehen und jede der Summen leicht durch die Transcendente © ausgedrückt 
werden könnte, Mittelst der Formeln 17) erhält man jetzt &,, &,...%; 
und nach No. 21) die entsprechenden Werthe ı von $£, welche die gesuchten 
Wurzeln sind. 


V. 


Die Theorie der Pole und Polaren bei Curven höherer Ordnung; 
mit einer Einleitung: Zwei Coordinatensysteme. 


Von W. FIEDLER, 


Lehrer der darstellenden Geometrie a. d. K. Gewerbschule zu Chemnitz. 


Bekanntlich ist die gerade Linie, die man in Bezug auf einen Kegel- 
schnitt als die Polare eines Punktes in seiner Ebene bezeichnet, mit jenem 
Punkte, ihrem Pol, durch diese Eigenschaft verbunden: sie ist der geome- 
trische Ort aller der Punkte, die auf den durch den Pol gehenden Transver- 
salen die zu diesem conjugirt Harmonischen sind im Verhältniss zu den 
beiden Schnittpunkten der Transversale mit dem Kegelschnitt,. Auch sind 
die Punkte, wo sie den Kegelschnitt schneidet, die Berührungspunkte der 
vom Pol aus an denselben zu ziehenden Tangenten. 

In richtiger Verallgemeinerung der in diesen Sätzen niedergelegten 
mathematischen, Gedanken sind die neueren Geometer zu der eleganten 
Theorie der Polaren bei Curven höherer Ordnungen gekommen. Diese 
Theorie erscheint mir eben sowohl als specielle Studie, wie in systemati- 
scher Beziehung von besonderer Wichtigkeit. Indem ich sie in ihren Haupt- 
zügen hier vorlege, folge ich wesentlich den Ideen, die in dem ausgezeich- 
neten Werke des englischen Geometers M. George Salmon niedergelegt 
sind, welches unter dem Titel: ‚4 ireatise on ihe higher plane curves“ im Jahre 
1852 in Dublin veröffentlicht worden ist; jedoch berücksichtige ich dabei 
zugleich eine im Augustheft des Journals von Liouville 1857 erschienene 
Abhandlung von M. E. de Jonqui£res, in welcher dieser Gelehrte nach 
dem genannten englischen Autor die bezeichnete Theorie entwickelt, indem 
er sie jedoch .im Geiste der anharmonischen Geometrie seines berühmten 
Lehrers, M. Chasles, darlegt. Es erscheint mir zweckmässig, beide auf 
verschiedene Prineipien fussende Behandlungsweisen zur Vergleichung ne- 
ben einander zu stellen; dabei wird die Methode des englischen Autors als 
die eigentliche Quelle überall voranstehen und man wird hoffentlich finden, 
dass sie wohl die Mühe eines etwas ausführlicheren Eingehens belohnt. Die 
Gesichtspunkte des französischen Bearbeiters lassen sich leicht in kurzen 
Einschaltungen darlegen, 
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Zwei Coordinatensysteme. 


Angesichts der Bemerkung, dass eine Curve eben sowohl als der Ort 
eines bewegten Punktes wie als die Umhüllung einer beweglichen geraden 
Linie betrachtet und nach beiden Gesichtspunkten classifieirt werden kann, 
indem man dort durch die Anzahl der Punkte der Curve in der nämlichen 
geraden Linie den Grad und hier durch die Anzahl der Tangenten der Curve 
vom nämlichen Punkte aus die Olasse der erzeugten Curve bestimmt, legt 
Salmon seinen Entwickelungen hauptsächlich zwei verschiedene Coor- 
dinatensysteme zu Grunde, deren Gegensatz man durch die Bezeichnung 
Punkt-Coordinaten und Tangential-Coordinaten allenfalls be- 
zeichnen kann; denn in dem einen System wird ein Punkt, im andern eine 
gerade Linie durch Coordinaten und dafür im ersten eine gerade Linie, im 
zweiten ein Punkt durch eine Gleichung zwischen denselben ausgedrückt. 
Aber die Punkt-Coordinaten Salmon’s sind nicht mit den gewöhnlichen 
Cartesischen Coordinaten identisch, sie bilden vielmehr ein allgemeine- 
res System, von dem das des Cartesius ein specieller Fall ist; es hat nicht 
zwei, sondern drei Coordinaten zur Bestimmung des Punktes und gleicher- 
weise dienen im andern System drei Coordinaten zur Bestimmung der gera- 
den Linie; beide, Systeme entsprechen einander genau und gewähren den 
wichtigen Vortheil, dass sie immer homogene Gleichungen liefern. Salmon 
stellt sie einander entgegen als Dreilinien-Coordinaten und Drei- 
punkt-Coordinaten, weil in jenem System die Lage eines Punktes durch _ 
seine Entfernung von drei festen geraden Linien, in diesem die Lage einer 
geraden Linie durch ihre Entfernung von drei festen Punkten bestimmt wird. 

Wenn der englische Gelehrte nur das eine dieser Systeme in dem 
genannten Werke kurz entwickelt, da er das andere als den Lesern seiner 
Schriften bekannt voraussetzt, so halte ich es für zweckmässig, beide gleich- 
mässig näher darzulegen; diess soll im Folgenden zunächst gethan werden. 

Man gelangt zu dem Dreilinien-Coordinaten-System auf fol- 


gende Art. Wenn 
! L[=H0,.M=0.°N=0 


die Gleichungen dreier geraden Linien vorstellen, die ein Dreieck bilden, 
so kann eine beliebige vierte Gerade 

Acx + By+C=0 
in der Form ‘ I1L+mM nN—=0 
ausgedrückt werden, wo I,m,n Coeffieienten sind, die von den Grössen A,B, (, 
a,b,c, «bc... abhängen, deren letztere aus den Gleichungen 


.„L=axs+tby+c, M=adat+by+c, N=ad” +” +c 
herkommen; denn man wird zur Erfüllung dieser Form drei Gleichungen 
ersten Grades zur Bestimmung der drei Unbekannten /,m,n erhalten, nämlich 

la-md+na—=A, !b+-mbV+tnVl"—=B, Ictmc+nd—=C 


und bekommt daraus 


“ 


Von W. FiEDLER. 93 


AANLANIRANALN IN 








TIITIMLLLLLLLN IND LIND ANIRRRAZUNN ANNL  n 


IKER 


Pe Ale — db’ )+ Bla’ — ca) + Ca” a v) 
abe" —b’ ce) + bla’ — ce” a)+ ctav’— a’V) 
Ab"’e—be")+ B(ea — ca”) +O(a”b — ab”) 
a(b"e—be")+ b (ca — ca”)+ cab — al”) 
„ — Abe —be) + Bled — ca) +Clad al) 
abe — be) +6" (ca — ca) +c(ab’ — ab) " 
Aus diesen Werthen von ” m,n erkennt man, dass die Herstellung der 


Form IL- mM + nN =0 
nur dann nicht möglich ist, wenn die drei Geraden Z,M, N durch denselben 
Punkt gehen, weil dann die Nenner in den Ausdrücken der drei Coefficien- 


ten Null und diese selbst unendlich werden, Dieselbe Möglichkeit bleibt 
auch für die Gleichungsform 





en 








er IE a 
+2=1 


ad . 
oder die daraus mit der Bezeichnung der Figur (Fig. ı, Taf. T) abgeleitete 
cos + ysne=p 


bestehen; sind die Gleichungen dreier geraden Linien in dieser Form durch 
die Zeichen A,4,v repräsentirt, so kann die Gleichung jeder vierten Gera- 
den in der Form 
+ mut nv=o0 

geschrieben werden. Welchen Nutzen dieses einfache Prineip gewähren 
kann, mag ein Beispiel zeigen. Man habe ein Dreieck ABC (Fig. 2) mit 
irgend drei von den Ecken ausgehenden und in einem Punkte O sich schnei- 
denden Transversalen AD, BE,CF; dann lassen sich die Eigenschaften der 
daraus entspringenden Figur sehr leicht entwickeln. Die Gleichungen der 
Dreiecksseiten 43, AC, BC seien respective dargestellt durch 

‚=0, P=0, «=0; 
dann kann /!@«— mPß die Gerade CO, mß —ny die Gerade AO und ny— la die 
Gerade 30 darstellen, denn erstens charakterisiren diese Gleichungen die 
durch die Ecken (, A, B gehenden und zweitens die in demselben Punkte © 
sich begegnenden Geraden. (Das letztere bekanntlich dadurch, dass ihre 
Summe verschwindet.) 

Hiernach lassen sich auf Grund jenes Prineips die Gleichungen aller 
andern Linien der Figur bilden. Die Linie £F, die Verbindungslinie yon £ 
(Durchschnittspunkt von ß mit ny—l«) mit F (Durchschnittspunkt von y 
mit a—mPß) wird dargestellt durch die Gleichung 

mß + ny— lea=0. 
Ganz ebenso DF durch 
Ie—mß+ny=0 und DEdurh l!a+mß—ny = 0. 
Aus diesen Gleichungen ergiebt sich sofort, dass die drei Punkte Z,M, N 
in derselben durch 
le -$mß ny= 
dargestellten geraden Linie liegen; denn dieselbe enthält den Punkt N als 
Zeitschrift für Mathematik u. Physik. IV. 7 
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Durchschnitt von y mit /@ +mß—.ny, den Punkt Z als Durchschnitt von « 
mit mß-+ny—Ia und den Punkt M als Durchschnitt von ß mit Za—mPß 
+ny=V%(. 
Auch ist die Gleichung von CN, als einer durch € oder «, ß und durch N 
oder /a-+mß+ny, y gehenden geraden Linie 
la +-mß=0 
und ebenso sind die Gleichungen von AZ und BM 
»Btny 0, und. ny-+Ia>=0, 
Bekanntlich bilden vier solche Gerade, wie die Symbole 
e—=0, ßP=0, «—kB=0, «a—kß—0 
sie darstellen, ein Büschel, dessen anharmonisches Verhältniss ist und da- 
her für k= —K ein harmonisches Büschel. 
Demnach ist BN in Fund A harmonisch getheilt, denn die Gleichun- 
sen der Linien OB,CA,CN,CF sind 
Vertrauen: : 
desgleichen 4M in E und C, denn die Linien 3A, BC, BM, BE haben die 
Gleichungen 
yo 00° a y pl ny + Ta = 
und endlich auch CZ in. D und B, da die Gleichungen von 40, AB, AL, AD hd 


P=0 y=0, mP+ny=0, mPß—ny —=0. 

Auch sagen die schon geschriebenen Gleichungen aus, dass 4Z,BO,CN 
sich in einem Punkte schneiden müssen, desgleichen-40, BM, CN u.s.w. 

Wenn aber nach diesem Prineip 

Aa + BP +Cy=0 

die Gleichung einer geraden Linie bezogen auf die drei Fundamentallinien 
e,ß,y ausdrückt, so gelangt man augenblicklich zu den Dreilinien-Coordi- 
naten, sobald man «,ß,y nicht mehr bloss als Abkürzungen für die Grössen 


xcoa+ysina—p, xzcooß+ ysnß—p, xcosy+ysiny—P;, 


sondern als die einfache Bezeichnung der Länge des Perpendikels von einem 
Punkte (x,y) auf die durch x cos«@ + y sin« = p u.s.w. respective darge- 
stellte Linie betrachtet. Dann sind «,ß,y die Entfernungen des nämlichen 
Punktes von-den drei festen Fundamentallinien, d.h. die Dreilinien-Coor- 
dinaten desselben und die Lage einer geraden Linie bestimmt sich durch 
eine homogene Gleichung zwischen diesen Entfernungen von der Form 
Aa + BB+Cly=0 
J ede nicht homogene Gleichung kann leicht auf eine doppelte Weise 
in die homogene Form gebracht werden durch eine Einführung eonstanter 
Factoren; wären a,b,c die Seitenlängen des Fundamentaldreiecks, so wird 
der unveränderliche doppelte Inhalt des Dreiecks, M, durch folgende Glei- 
chung ausgedrückt, wo auch der Punkt O liege, dessen Coordinaten «,ß,y sind: 
M=aa +bß + cy. 
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Und daher kann eine nicht homogene Gleichung, wie ß = 5, homogen ge- 
macht werden, indem man sie schreibt 
Mß=5(aa+bß-+ cy). 
Wenn man die Winkel des Fundamentaldreiecks mit A, B, C bezeichnet, 
so ist auch 
asmnA+ PsnB-+ysinC 


eine zu demselben Zwecke brauchbare Constante, denn ihr Werth ist stets 
M sin A *), 
a | 
Und hier kann man erkennen, dass diess Coordinatensystem mit dem Car- 
tesischen sehr nahe verwandt ist. Denn betrachtet man diese Constan- 
ten, z.B. die letzte, so erscheinen sie unter der allgemeinen Form der Glei- 
chung der geraden Linie; es muss also auch die Gleichung 
aesmn At ßPsnB+ysnt=o0 
eine solche darstellen. Gleichwohl kann diese aber nicht für einen endlichen 
Punkt wahr sein, denn für jeden solchen ist 
asmnA+PsnB+ysmnC—= .. 

und nicht gleich Null; diese Gleichung kann nur eine unendlich ent- 
fernte Gerade in der Ebene des Fundamentaldreiecks darstel- 
len. Und auch aus der gewöhnlichen Cartesischen Form der Gleichung 
Axt By+C==0 eıgiebt sich leicht, dass die paradoxe Gleichung C = 0 
die Linie im Unendlichen ausdrückt. Deshalb wird auch eine Parallele zur 
Linie «== 0 durch «+ C==0 dargestellt, d.h. nach einem bekannten Prin- 
eip, als durch den Durchschnittspunkt der Linien @ und C, d.i. den unend- 
lich entfernten Punkt von @ hindurchgehend. 

Alle Cartesischen Gleichungen sind nur der Form nach nicht homo- 
gen, wohl aber in Wirklichkeit, denn je nach den Anforderungen der Ho- 
mogeneität ist die der Gleichung unterzulegende Einheit eine verschiedene, 
sie ist für y==6 eine lineare, für &y == 4 eine Flächeneinheit; wenn z die 
bezügliche lineare Einheit darstellt, so kann die Cartesische Gleichung 
der geraden Linie geschrieben werden 

dt + By + .Cz—0, 

Endlich kann man sagen, dass Gleichungen in Cartesischen 
Coordinaten nur diebesondere Form sind, welehe Gleichun- 
gen in Dreilinien-Coordinaten annehmen, wenn zwei der 
Fundamentallinien zu Coordinatenachsen geworden sind, 
indess die dritte unendlich entfernt ist. 5 

- In diesen Dreilinien- Coordinaten ist die allgemeine Gleichung eines 
Kegelschnitts, wenn wie-vorher durch «ßy die drei Fundamentallinien aus- 
gedrückt werden, offenbar | 


Aa? + Baß + CP? + Day+ Eßy + Fr =0, 


*) Dass auch Formen höherer Grade hiermit homogen zu machen sind, ist leicht 
zu erkennen; Näheres findet sich darüber bei dem zweiten Coordinaten-System. 


TR 
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denn sie ist vom zweiten Grade und schliesst fünf Constante ein, bedeutet 
daher einen Ort, der durch fünf beliebig gewählte Punkte bestimmt ist und 
kann also jeden möglichen Kegelschnitt darstellen. Sie ist die homogene 
Gleichung zweiten Grades zwischen drei Veränderlichen; die vollstän- 
dige Gleichung zweiten Grades zwischen zwei Veränderlichen kann 
durch Einführung der Lineareinheit z in sie übergeführt werden; nämlich 
Ax®+Bay+tCyf?+Dxa+EyF—=0 
in d@&®+Bxy+Cy+Dxz+Eyz+Fz? 0. 

Auch findet diess nicht bloss bei Curven des zweiten; sondern bei Cur- 
ven jeden beliebigen Grades statt; die vollständige Gleichung n“" Grades 
zwischen zwei Veränderlichen geht in gleicher Weise in die homogene 
Gleichung n'°" Grades mit drei Veränderlichen über, denn die Anzahl der 
Glieder ist in beiden gleichmässig 

(n+1)(n +2) 
1. 2 | 
Beim Gebrauch dieser Dreilinien-Coordinaten ist es auch ein nicht gering 


zu achtender Vorzug, dass man über drei Linien zum Vortheil der Einfach- 
heit der Untersuchung verfügen kann, indess im OCartesischen System nur 
die möglichst zweckmässige Wahl zweier Coordinatenachsen frei ist. -Als 
ein Beleg dafür kann die elegante Art dienen, in welcher dadurch der Be- 
weis der anharmonischen Eigenschaften der Kegelschnitte 
geliefert werden kann. Es ist ein bekanntes und sehr fruchtbares Prineip in 
der analytischen Geometrie, dass wenn S —= 0 und S’ = 0 zwei Oerter re- 
präsentiren, eine Gleichung der Form S=%kS’ (wo k eine Öonstante) im- 
mer einen Ort darstellt, dem die jenen beiden Oertern gemeinsamen Punkte 
angehören; es ist von demselben schon im Vorigen Gebrauch gemacht wor- 
den. Nach ihm ist leicht ersichtlich, dass ?. O= R? einen Kegelschnitt 
darstellt, welchen die geraden Linien ? und O tangiren, während R die ent- 
sprechende Berührungssehne ist. Irgend eine mit dem Kegelschnitt ver- 
bundene gerade Linie kann nun in Gliedern aus P, O und R ausgedrückt 
werden und diess geschieht im Grunde nach dem Princip des Systems der 
Dreiecks - Coordinaten. Wenn u? —= R die Gleichung einer geraden Linie 
wäre, die irgend einen Punkt der Curve mit dem Punkte (P, R) verbindet, 
so ergiebt sich durch Einsetzen in die Gleichung der Curve 
OD abund #R=0 
für die Gleichungen der Linien, die diesen Punkt mit den Punkten (0, R) 
und (?P, 0) verbinden. Sicher werden zwei von diesen drei Gleichungen 
einen Punkt in der Curve bestimmen, man kann ihn nach der einzigen Ver- 
änderlichen, die zu seiner Bestimmung dient, den Punkt u nennen. Wenn 
nun «# und u, zwei so bestimmte Punkte auf der Curve sind, so wird man die 
Gleichung ihrer Verbindungslinie erhalten: 
u P— (ut) R+9=0; 
denn diess ist eine Gleichung, die ebensowohl erfüllt wird durch die Vor- 
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aussetzungen u P == R und uR = 0 für den Punkt «, als auch durch die 
wP== Rund u,R = 0 für den Punkt «,. Hiernach drücken sich die Ver- 
bindungslinien von vier Punkten «,, 4, 43, u, eines Kegelschnitts mit 
einem fünften Punkte u desselben folgendermaassen aus 


u (uP—R) + (O—uR)=0 
W (uP—R) + O—uR) = 0 
#3 (u P—R) + (O—uR) = 
W aP—R) + O—uR)=0 
und das anharmonische Verhältniss dieser vier Geraden ist daher 
_. (Wı Me) (Ma —Mu) 
 M—u) (Ma—u)' 
d. h. unabhängig von der Lage des Punktes u. Man hat daher den Satz: 
das anharmonische Verhältniss des Büschels, welches durch 
Verbindung von vier Punkten eines Kegelschnitts mit ir- 
gendeinem fünften entsteht, ist constant, 

Und ebenso leicht ergiebt sich die anharmonische Eigenschaft der Tan- 
genten; denn zunächst geht die Gleichung der Verbindungslinie zweier 
Punkte wu und u, in die Gleichung der Tangente über, wenn w und u, zu- 
sammenfallen, nämlich 

| W“P—2uR+9=0. 
Wenn aber in den Punkten et; , 42, ts, ft, feste Tangenten gedacht werden 
und u der Berührungspunkt einer beweglichen Tangente ist, so ist das an- 
harmonische Verhältniss, nach welchem diese von jenen geschnitten wird, 
mit dem des Büschels gleich, welches die Verbindungslinien der vier Schnitt- 
punkte mit dem Punkte (P, 0) bilden. Man erhält aber die Gleichung einer 
dieser Linien, wenn man aus zwei Gleichungen, wie 

wWP—2uR-+ 0==0 und u P—2u, R+O0=0 
die Grösse R eliminirt, nämlich 

u, P—-0O0=0. 

Das fragliche anharmonische Verhältniss ist daher das der vier Linien 

um P-9=0, um P—09=0, u, P—0=0, um, P-9—0 

ats (u —MU2) (Us—W) 

(wı — 5) (Us— us) 
oder es gilt der Satz: Vier feste Tangenten eines Kegelschnitts 
treffen irgend eine bewegliche Tangente desselben immer 
in Punkten von demselben anharmonischen Verhältniss. Ich 
halte die zahlreichen an diese wichtigen Sätze sich anschliessenden Ent- 
wickelungen zurück, weil durch das Mitgetheilte das System der Dreilinien- 
Coordinaten für das Folgende ausreichend erläutert sein dürfte. 

Die Idee der Dreipunkt-Coordinaten lässt sich ebenfalls sehr 
einfach an das gewöhnliche Cartesische System anknüpfen; denn wenn in 
demselben die Gleichung der geraden Linie geschrieben wird Ax + By +C=0, 
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so ist durch die drei Grössen 4, B, € (die sich ‚allerdings auf zwei Unab- 
hängige redueiren) die Lage der Linie vollkommen bestimmt; man könnte 
dieselben daher wohl die Coordinaten der Linie nennen. Wenn aber diese 
bestimmenden Cboveffieienten oder Coordinaten in der Weise veränderlich 
wären, dass sie immer durch eine Relation 


aA+bB+cl=0 
(wo a, b, e constant sind) verbunden bleiben, so geht die damit dargestellte 


bewegliche Gerade durch einen festen Punkt, denn wenn man zwischen 
beiden Gleichungen € eliminirt, so erhält man die Gleichung 


A@— 2) +By—Y=0 
. l 
d.h. die Gleichung einer durch den Punkt x =, u > gehenden Geraden. 


Darnach kann man sicher die Gleichung «A+b B+.cC = 0 die Gleichung 
dieses Punktes nennen und hätte darnach ein System, in welchem eine ge- 
rade Linie durch Coordinaten und ein Punkt durch eine Gleichung darge- 
stellt wird. Der Analogie nach muss dasselbe ein specieller Fall des wirk- 
lichen Systems der Dreipunkt-Coordinaten sein. Diess selbst ergiebt sich 
wie folgt. 

Denkt man sich von zwei Punkten 4 und B auf eine gerade Linie Per- 
pendikel « und ß gefällt, so ist leicht zu erkennen, dass die Senkrechte 
von dem Punkte, der die Linie 42 im Verhältniss !:m theilt, auf jene 


la + mß 


Gerade durch TH ausgedrückt wird; in Folge dessen wird jede durch 


diesen Punkt selbst gehende Linie die Relation erfüllen müssen 

la + mß=0. 
Man darf diese somit als die Gleichung eines Punktes betrachten, der, in 
der Verbindungslinie der beiden Punkte & — 0, ß = 0 liegend, dieselbe im 
Verhältniss von m:? theilt. Wenn nun der Punkt a +mß =0mity=0 
verbunden und die Distanz im Verhältniss n:2+ m getheilt würde , so müsste 


die Senkrechte auf irgend eine gerade Linie durch den so gefundenen 
Punkt sein 


„„ latmpß 
ar It-m m Ti ER a +mßHtny! 
I+m+n OU ctt+m +n: 


Und wenn eine gerade Linie die Bedingung 
le+mß-+ny=0 | 

erfüllt, so muss sie durch jenen Theilpunkt hindurchgehen. So repräsentirt 
also die Gleichung ersten Grades einen Punkt, indem sie zwischen den Drei- 
punkt- Coordinaten aller der geraden Linien besteht, welche durch densel- 
ben hindurchgehen. Man kann ihn nach dieser Gleichung sehr leicht 
construiren; sind nämlich (in Fig. 3) 4, Z, € die drei Fundamentalpunkte, 
so findet man den durch die Gleichung /@« + mß + ny = 0 dargestellten 
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Punkt erstens: wenn man BC in D im Verhältniss n:m und 4D im Verhält- 
niss n + m:l! theilt; zweitens: indem man CA nach dem Verhältniss !:n und 
BE nach dem ! -+ n:m theilt; oder endlich drittens: indem man AB nach 
dem Verhältniss m:l und CF nach ! ++ min theilt. Der letzte Theilpunkt ist 
immer der Punkt 0, den jene Gleichung darstellt. 
Diese Constructionen enthalten zugleich den bekannten Satz, dass 

BD Ch AF_ 

DE RA ER, 
Die Gleichung des Punktes O0 kann auch durch die Flächeninhalte der ge- 
bildeten Dreiecke ausgedrückt werden: 

BOC.«+004.ß+ AOB.y=0; 
und indem man die Dreiecksinhalte in Function zweier Seiten und des ein- 
nn Winkels einsetzt 
Ei. he cs ga Fre sin ner: ug 


Einige Anwendungen und Erläuterungen dieser Een dürften nicht über- 





flüssig sein. 

Wenn zwei Punkte die Gleichungen haben 

letmß + ny=0, le+tmß +ny=—=o0, 

die zur Abkürzung durch u = 0, v — 0 vertreten werden können, so be- 
zeichnet Ey 

& m n m n 
4. nee : AR Du E EL —_o 
einen Punkt, der die Entfernung der zwei ersten im Verhältniss B: A theilt 
und kurz ist durch u + kv = 0 irgend ein Punkt in der Verbindungslinie 
der beiden ersten ausgedrückt. Die zwei Punkte u + ku = 0, u — kv—=0 
bezeichnen Punkte, die die Linie (wv) innerlich und äusserlich in demsel- 
ben Verhältniss theilen ; demnach bezeichnen 


v,u+kv,u—kv 


ein System von vier harmonischen Punkten einer geraden Linie. 
In gleicher Weise ist das anharmonische Verhältniss des Systems 


uw,v‚u+kv,a+ iv 
das von k:l, und das des Systems 








utkv,ut+lv,ut+mv,u-tfnv Dune 

Es wird « + ß = 0 der Mittelpunkt der Linie AB, «—P = 0 der 
unendlich entfernte Punkt derselben Linie sein; daher «—y — 0 der 
unendlich entfernte Punkt der Linie AC und ß — y = 0 der von BC und 
diese drei Punkte liegen in der durch «—=ß=—=y dargestelltenLinie, der un- 
endlich entfernten Geraden; dass «—=ß==y ihr Ausdruck sein müsse, 
hätte man schon aus der Böttanfting schliessen können, dass alle endlichen 
Punkte von der geraden Linie im Unendlichen gleichweit entfernt sein 
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müssen. Irgend ein Punkt im Unendlichen wird durch die Gleichung 
la + mß + ny = 0 bezeichnet, wenn zugleich die Bedingung + m + 
n — 0 erfüllt ist; denn dann genügen die Coordinaten der geraden Linie des 
Unendliehen der Gleichung. Es ist ferner klar, dass drei Gleichungen wie 
diese la — mß —=0, mß —ny==0, ny —le—=0 

dreiPunktein gerader Linie bezeichnen. Diese Gleichungen liefern 
jetzt sogleich den wohlbekannten Satz, dass wenn eine gerade Linie die drei 


Seiten eines Dreiecks ABC in den Punkteu Z, M, N schneidet, die Rela- 
tion stattfindet: 

4 M OL ' BN 

MC ZB NA 
Man sieht schon aus diesem Wenigen, dass zwischen beiden Ooordinaten- 
Systemen vollständige Reciproeität stattfindet; dieselben Gleichungen, die 
dort zeigen, dass drei Linien sich in einem Punkte schneiden, sagen hier aus, 
dass drei Punkte in einer geraden Linie liegen. Wenn die Gleichungen 

a+ P=0, BP —Y=0, y +00, 

als Gleichungen in Dreilinien-Coordinaten interpretirt, ausdrücken, dass die 
Halbirungslinien irgend zweier Aussenwinkel eines Dreiecks sich in der 
Halbirungslinie des dritten inneren Winkels begegnen, so bedeuten sie als 
Gleichungen in Dreipunkt- Coordinaten, dass die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte zweier Seiten eines Dreiecks der dritten Seite parallel ist. 








=]. 





Viele Sätze bedürfen bei Anwendung dieses Coordinaten-Systems kaum 
des Beweises; z.B. die Halbirungslinien der Seiten eines Drei- 
ecks schneiden sichin einem Punkte, nämlich dem «a +P + y =0; 
denn dieser Gleichung genügen die Coordinaten der Linie von € nach der 
Mitte von AB, d..«c + Her y=0, ebenso wie die der Linie von A 
nach der Mitte von BC, d. i.ß+y=0, «—0 und die der Tänie: von B 
nach der Mitte von 0A, d.i.e+y==0 und P=0. 

Oder: die drei Winkelhalbirungslinien eines Dreiecks 
schneiden siehin einem Punkte. Denn der Punkt, wo eine dieser 
Halbirungslinien die Gegenseiten schneidet, kann, wenn «a, b, c die Seiten- 
längen, ©, B, A die Winkel des Dreiecks bezeichnen, geschrieben werden 
entweder aa +bB = 0 oder asinA + PsinB == 0, { 
weil die Gegenseite von der Halbirungslinie im Verhältniss der anliegenden 
Seiten getheilt wird. Die Gleichung 


aa +bß+ey==0 oder aesinA+PsnB+t ysnl=0 
genügt den Coordinaten der Verbindungslinie des vorher bestimmten Punk- 
tes mit der Ecke y und so nach ihrer symmetrischen Form auch den andern 


Winkelhalbirungslinien. Mit derselben Leichtigkeit beweist sich der Satz 
vom Durchschnitt der drei Höhen. 


In Folgendem ist der Satz bewiesen: Die Mittelpunkte der Dia- 
gonalen eines vollständigen Vierecks liegen in einer gera- 
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den Linie. Seien drei der Ecken Fundamentalpunkte, also ihre Glei- 
chungen «—=0, P=0,y==0 und die der vierten /@-+ mß-+ny==0. Die 
Gleichung des Mittelpunkts einer Diagonale ist «© + y = 0; die des Mit- 


telpunkts der zweiten EL oder 


&+ Tttm'En 
U+m+n)Bß+(le+mß+ny) =0. 
Die Gleichung des Durchschnitts der Gegenseiten AB und OD ist le + mß-—=0 
und des von AD und BC, mß-+ ny = 0; die Gleichung des Mittelpunktes 
der diese zwei Punkte verbindenden geraden Linie ist daher 


a ar 4 H I — 0oder (m +n) (la +mPp) + (+ m) (mß-+ny) 0, 
welches geschrieben werden kann 


In +y)+m[!+m +n)ß+ie+mß-+ ny]l=0; 


woraus man deutlich erkennt, dass die drei Mittelpunkte in derselben ge- 








raden Linie liegen. 

| Im Bereich der Curven erweist sich an Stelle des allgemeinen Prineips, 
dass der Ort S— kS’ die gemeinschaftlichen Punkte der Oerter S = 0 und 
S’— 0 enthält, hier das Folgende als gleich nützlich: Wenn U==0 und 
U—=0 die Gleichungen zweier Oerter in Dreipunktcoordina- 
ten bedeuten, so bezeichnet U=%kD einen Ort, der vonallen 
gemeinschaftlichen Tangenten jener beiden Oerter gleich- 
falls berührt wird; denn die Coordinaten jeder den Gleichungen U=0 
und U 0 genügenden geraden Linie müssen auch die Gleichung U—=k U’ 
befriedigen. So bezeichnet dann eß =k. yd einen Kegelschnitt, der die 
vier Seiten des Vierecks berührt, dessen Ecken «, ß, y, 0 bezeichnen, und 
so eß—ky* einen Kegelschnitt, der durch die Punkte «, ß geht und die 
Verbindungslinien dieser Punkte mit y zu Tlangenten hat. 

Wenn sonst eine Tangente als eine gerade Linie definirt wird, welche 
die Curve in zwei aufeinanderfolgenden Punkten schneidet, so wird im ge- 
genwärtigen System ein Punkt in der Ourve als der Durchschnitt zweier 
aufeinanderfolgenden Tangenten betrachtet. Und daher ist ganz allgemein, 
wenn die Gleichung einer Curve &p — y’y wäre, immer « ein Punkt der 
Curve und die Linie, die ihn mit y verbindet, eine 'T'angente derselben. 
Es ist gewiss, dass alles früher in Bezug auf Kegelschnitte im System 
der Dreilinien - Coordinaten Entwickelte hierher passt, indem ohne Verän- 
derung des Rechnenwerks die Interpretation die des Systems der Dreipunkt- 
Coordinaten wird. Repräsentirt die Gleichung « ß == y? (analog dort 
P. O==R?) den Kegelsehnitt, dem « angehört und den (@, y) und (P, y) 
tangiren, so bezeichnen u« —y und ß—uy irgend eine Tangente, und 
u?e —2uy + P == 0 bezeichnet den Berührungspunkt. 

Wenn man in dem System der Dreilinien - Coordinaten die Aufgabe 
löst: Bin Dreieck ist einem Kegelschnitt umschrieben; zwei 
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seiner Ecken bewegen sich in festen geraden Linien, esist 
der Ort der dritten Ecke zu finden; so entspricht ganz die näm- 
liche Rechnung im Geiste der Dreipunkt- Coordinaten der Aufgabe: Ein 
Dreieck ist einem Kegelschnitt eingeschrieben und zwei 
Seiten desselben drehen sich um feste Punkte; man soll die 
Umhüllungscurve der dritten Seite finden. Und in beiden Fällen 
ist die Antwort ein Kegelschnitt, der mit dem gegebenen eine 
doppelte Berührung hat, aber im ersten Falle in den beiden Punkten, 
wo die Tangenten vom Durchschnittspunkt der festen geraden Linien aus 
den Kegelschnitt berühren; im zweiten in den Punkten, wo die Verbindungs- 
linie der beiden festen Punkte den gegebenen Kegelschnitt schneidet. 


Wenn die Aufgabe wäre, den Ort eines Punktes zu finden,der 
den Abschnitt der veränderlichen Tangente eines Kegel- 
schnitts zwischen zwei festen Tangenten desselben in einem 
gegebenen Verhältnisstheilt, so möge y der Durchschnittspunkt der 
festen Tangenten sein und die Gleichung des Kegelschnitts «ß = k. y?. 
Dann bezeichnet u«@ — ky den Punkt, wo eine veränderliche Tangente die 
«, y verbindende Tangente schneidet, P=uky dagegen den Punkt, wo 
dieselbe ß, y trifft und es ist nun 


4 B 
LE Te 


die Gleichung des Punktes, der die Verbindungslinie dieser Punkte in dem 
gegebenen Verhältniss 3:4 theilt. Diese Gleichung wird, wenn man die 
Nenner entfernt und ordnet 


u? (Aka + Bky) — u | de + BB +(A+B) kiy| + Aky-+ Bkß—=0. 
Und um nun den gesuchten Ort zu erhalten, muss man die Bedingung bil- 


den, dass sie in u gleiche Wurzeln besitze; diese Bedingung aber und da- 
mit die Gleichung des gesuchten Ortes ist 
412 (da + By) (Ay + BB) = [de + BB+(4+ B)RylR. 

Wenn man in dem System der Dreilinien-Ooordinaten unterscheiden 
will, ob eine Curve zweiten Grades eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel 
sei, so müssen die Winkel des Dreiecks «ßy bekannt sein. In dem gegen- 
wärtigen System kann die Unterscheidung leicht allgemein vollzogen wer- 
den. Die Curve wird eine Parabel sein, wenn die Coordinaten der Linie 
im Unendlichen e&—=ß==y der Gleichung in Dreipunkt-Coordinaten genü- 
gen; und weil die Gleichung homogen ist, wird diess der Fall sein, wenn 
die Summe der Coefficienten Null ist; so stellt z.B. «ß ==y? eine Parabel 
dar und man sieht daraus sofort, dass das Product der Senkrechten 
von zwei Punkten der Curve auf eine Tangente dem Qua- 
drate der Senkrechten gleich ist, die man vom Pol der Ver- 
bindungslinie dieser Punkte auf dieselbe fällen kann. 
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Um zu untersuchen, ob die allgemeine Gleichung 
4a? +2Baß +Cß?+2Day + 2Eßy-+ Fy?==0 
eine Ellipse oder Hyperbel darstellt, ist zu zeigen, ob die Linie im Unend- 
lichen die Curve in zwei reellen Punkten schneidet oder nicht; dazu wird 
man zuerst die Bedingung bilden, welche erfüllt sein muss, damit ein Punkt 


la +mß +ny=0 
der Curve angehöre, dann diesen Punkt speciell als einen Punkt des Unend- 
lichen einführen, indem man / + m =—.n setzt und für !:m auflösen; man 
wird damit die Gleichung der Punkte haben, wo die Linie im. Unendlichen 
die Curve schneidet, und wenn man die Bedingung bildet, dass die Glei- 
chung in !:m reelle Wurzeln haben soll, so wird diess die Bedingung sein, 
dass die Curve eine Hyperbel sein soll. Man findet, dass die durch die all- 
gemeine Gleichung dargestellte Curve eine Hyperbel ist, wenn die Ooeffi- 


ecientensumme 
ALTISBFOHLIDTIELR 
und die Function 


AB®HOD H FRR:ACF—YBDE, 
einerlei Zeichen haben. Wenn diese Grössen verschiedene Zeichen besitzen, 
so ist die Curve eine Ellipse. Ist die letztere Funetion gleich Null, so ist 
die Gleichung in Factoren zerfällbar und repräsentirt zwei Punkte. 

Wenn man die allgemeine Gleichung des Kegelschnitts in der symme- 
trischen Form 

aa? + aß? + a y? + 2bPy + 2bya+ 2b PER 
schreibt und zur Abkürzung durch S vertreten lässt, so drückt dieselbe 
Gleichung ; 15 hs 15 

Ede TR re 
im System der EN die P ne eirgend eines Punk- 
tes @ßy und im System der Dreipunkt-Coordinaten den Pol irgend 
einer geraden Linie « ß'y aus. 

Denkt man im letzteren Fall diese gerade Linie im Unendlichen, so 
dass ihre Coordinaten @ = ß’ == y — was im ersten Falle dem Punkte im 
Unendlichen entspricht — so erhält man die Gleichung des Centrums 
(denn es ist der Pol der unendlich entfernten geraden Linie) 

da dß dy 
und dieselbe Gleichung wird im ersten Falle die Gleichung eines 
Durchmessers sein, denn ein solcher ist die Polare eines unendlich ent- 
fernten Punktes, 

Wenn z.B. der Kegelschnitt einem Viereck eingeschrieben 
sein soll, von welchem drei Ecken die Fundamentalpunkte @, ß,y sind, in- 
dess die vierte 


-ei0; 


Ie+mß-+ ny 
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kurz durch d bezeichnet wird, so ist seine Gleichung 
ay—k.ß0 
und sein Centrum muss daher sein 
e+ty—=klß+); 
woraus man ersieht, dass dasselbe immer in der geraden Linie lie- 
gen muss, die dieMittelpunkte der Diagonalen des Vierecks 
verbindet. 

Diese Beispiele mögen genügen; nur das ist noch zu erörtern, wie in 
diesem Coordinatensystem nicht homogene Gleichungen homogen gemacht 
werden können. Man darf voraussetzen, dass das Mittel dazu dem bei den 
Dreilinien-Coordinaten angewendeten ähnlich sein werde, dass es also hier 
bestehen wird in einer Relation zwischen den drei Senkrechten von den 
Eckpunkten eines Dreiecks auf eine gerade Linie. Ist also — indem wir 
Cartesische Coordinaten in ihrer allgemeinsten Form anwenden 

xcos$' +ysn9 +p=0 
eine gerade Linie, so sind 
0 O+ysnO+p=ue, 900 + sin 0 +p=Pß, 
ce 9 + ysn@ pP —=y, 
und aus diesen Gleichungen werden © und p zu eliminiren sein. Indem man 
die erste dieser drei Gleichungen mit y,—y3, die zweite mit „, —y, und 
die dritte mit y, —y, multiplieirt und den doppelten Inhalt des Dreiecks 


= (y—Y5) + & Y—yı) # % Yı —Yo) 
durch M abkürzend bezeichnet, erhält man 


Mc 8=« m—y)+P (u —yı) + 7 MH —Y2) 

und auf ganz analoge Weise 

— Msn 9 —=e (2, —%&;,) + P (x,—x,) + 9 (&, —%,) 
zwei Gleichungen, aus denen nun © aufs Einfachste verschwindet. Indem 
man in das Resultat der Elimination die Seiten des Dreiecks a,b,c und seine 
Winkel A, B,C statt der Coordinatendifferenzen und die drei Höhen p,, ?%, P3 
für die Bezeichnung des doppelten Inhalts einführt, erhält man die folgende 
BER 

z 2 aßcosC 2Bycos A 2yacosB __ 


pr? p> D3° Pı Pa Pa P3 D3 Pı 
welche kurz SE] 
geschrieben werden mag. Mit Hilfe dieses Ausdrucks kann man jede nicht 
homogene Gleichung.homogen machen; man wird in einer solchen, wie z.B. 
p (a, ß,y) = const. 

zuerst durch Einführung irgend eines Factors z die Homogeneität herstellen 
und sodann diesen mit Hilfe der Gleichung 2? —= 2 eliminiren. 

Und hier ist nicht zu übersehen, dass diese Elimination von verschie- 
denem Erfolg ist, jenachdem die Constante in der Gleichung 


op (a, P,y, const.) = 0 
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nur in geraden oder auch in ungeraden Potenzen enthalten ist; in jenem 
Falle ist die Gleichung nach der Elimination von demselben Grade wie vor- 
her, im andern Falle nachher vom doppelten Grade. So wird die Gleichung 
eines Kreises, dessen Mittelpunkt /!« +mß -Hny==0 und dessen Halb- 
messer r ist 

lc+ mß +n Vs 

Aitmftn ’ 

indem man sie homogen macht, zu dieser 


la +Hmß+ny? =r(li+m+n)?2; 


der Kreis ist also eine Curve der zweiten Klasse. Dagegen ist eine Curve 





x aßy = const. 
von der sechsten Klasse, denn sie wird durch die Einführung von 2 zu 
BY — A. 


Und wenn man jetzt endlich untersucht, welches die Bedeutung der 


Gleichung 

a? 2 1 3° __2aßeosC 2ßycosd  2ywcosb __ $ 

Pı pet P3 23° Pı Pa 4a Pa Ps Bm 
ist, so hat das er nämlichen Sinn und Erfolg, wie die entsprechende Unter- 
suchung bei den Dreilinien-Coordinaten. Die Gleichung scheint zunächst eine 
Curve zweiter Klasse zu sein, allein sie zerfällt näher betrachtet in Facto- 
ren und bezeichnet zwei Punkte. Augenscheinlich ist, dass es keine end- 
lichen Punkte sein können, da man für alle diese immer &= 1 hat. Ihre 
nähere Kenntniss ist aber nach dem Mitgetheilten leicht zu erlangen, denn 
wären diese Factoren kurz ®,@, so ist die Gleichung eines Kreises vom Mit- 
telpunkte d in homogener Form 

0? —K,00 

und man erkennt nun, dass @,@ a zwei Punkte darstellen, wo die vom 
Centrum d an den Kreis gezogenen Tangenten ihn berühren, oder die zwei 
Punkte eines Kreises, in denen er die unendlich entfernte gerade Linie schnei- 
det*). Und so gelangt man zu der Einsicht, dass die Auffassung des Car- 
tesischen Systems in dem Sinne der Tangential-Coordinaten etwas darin 
vom System der Dreipunkt-Coordinaten Abweichendes geben müsste, dass 
dort nur einer der drei Fundamentalpunkte endlich und reell erscheinen 
_ würde. 

Ich schliesse hier die Entwickelung dieser Coordinatensysteme, auf de- 
ren Benutzung das Folgende gegründet ist; wenn sie etwas lang erscheint, 
so entschuldige man diess mit dem Wunsche, eine möglichst abgerundete 
und selbständige, will sagen von Citaten und dergleichen unabhängige Dar- 
stellung zu gehen. Dieselbe dürfte gerade dadurch um so gerechtfertigter 
erscheinen, als es keinem Kenner der deutschen Geometrie bis hierher ent- 


7 





*) Von diesen Punkten des Kreises im Unendlichen und ihrer Bestimmung han- 
delt Chasles, Traitd de g&eometrie supdrieure art. 651 und benachbarte 
mit besonderer Deutlichkeit. 
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gangen sein kann, dass bei aller Selbständigkeit der Darlegung die beiden 
erörterten Coordinatensysteme selbst der zu Grunde liegenden Idee 
nach nicht wirklich neu sind; beide sind sie offenbar nicht wesentlich ver- 
schieden von dem System der Fundamentalpunkte und Fundamentallinien — 
ich habe diese Namen absichtlich schon im Vorigen gebraucht, von der eng- 
lischen Bezeichnung abweichend — durch welches vor dreissig Jahren Herr 
Prof. Möbius zu einer so glänzenden Reihe geometrischer Entdeckungen 
gelangte. Wenn die rein geometrische Entwickelung und Durchführung und 
die klare Entgegensetzung der darin enthaltenen Systeme als Punkt-Coor- 
dinaten und Tangential-Coordinaten dem englischen Autor eigenthümlich 
erscheint, so zeigen die Entwickelungen des gedachten klassischen deut- 
schen Werks, dass sein berühmter Verfasser sich die Vortheile dieser Reei- 
proeität nicht entgehen liess. In der vollen Betonung dieser Umstände schmä- 
lert man, wie mir scheint, nicht im Entferntesten das Verdienst des eng- 
lischen Autors; und ich muss hinzufügen, dass aus Salmon’s Werken, so 
weit ich dieselben kenne, zwar eine sorgfältige Beachtung der Arbeiten der 
neueren deutschen Geometer (Crelle’s Journal), aber nirgends sonst gerade 
eine genauere Kenntniss der Arbeiten des Herrn Prof. Möbius hervorleuch- 
tet; vielmehr sagt derselbe in einer Note, dass sein System der Dreipunkt- 
Coordinaten ihm nach einem flüchtigen Ueberblick mit der Methode 
des barycentrischen Caleuls zusammenzufallen scheine. 

Und so geht aus dem Allen die für jeden deutschen Freund der Geo- 
metrie erfreuliche Wahrnehmung hervor, dass die wissenschaftlichen Ideen 
eines ihrer Vertreter noch immer auch im Auslande in fruchtbringender 
Wirkungsfähigkeit sich bezeugen; diess kann Salmon’s ausgezeichnetes 
Werk beweisen, wie es — übrigens gleichzeitig — Chasles’s Traite de geom. 
sup. allen Einsichtigen in überraschender Weise gezeigt hat. Und die volle 
Selbständigkeit der genannten Geometer thut dieser Freude keinen Eintrag. 


Pole und Polaren. 


Wenn eine Curve n‘“" Grades zuerst dargestellt wird durch die Glei- 
chung in der Form 
A+Bxz4+-C0y+Dx&a’+Exy+Fy%+... 
+Px"+0a"!y+....+ Rey! + Sy" —0 
so geht dieselbe durch Einführung von Polar-Coordinaten, d.h. durch Sub- 
stitution von 0 cos © und e sin © für x und y in die neue Form über 
A+ 0 (Bcos® + Csin®) + 0? Be + EcosOsin® + Fsin?®) + 
eo H+....)+t.:..=0. 

Man hat nun A wichtigen ven Ödte s in seiner Harmonia mensurarum 
gegebenen Satz: Wenn man in jedem Radius vector, der von ei- 
nem festen Punkte O ausgehend, eine Curve n Grades in 
denPunrkten A,,R,... schneidet, einen Punkt AR so wählt, dass 
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a nantnntont' 
so ist der Ort von R eine gerade Linie. 
Denn wenn man O0 zum Ooordinatenanfang wählt, so ist die Gleichung, 
welche OR,, OR,... bestimmt, von der Form 


4‘ 


4. = + (Bcos ® + C sin ©) Fr 


+ (D cos?® + E cos Osin 9 + F sin?) Ge en 


Daraus ergiebt sich sofort 
n  Bec0os®+ Csin® 


TE A 
oder, indem man zu gewöhnlichen x, y-Coordinaten zurückkehrt, 
Be +Cy+nA=0. 

Auf diese gerade Linie, der Polare im Falle der Kegelschnitte analog, 
die auch der Ort der harmonischen Mittel der Radien vectoren durch einen 
gegebenen Punkt ist, kann man den Gebrauch der Worte Pol und Polare 
ausdehnen und sie die Polarlinie des Anfangspunktes der Coordinaten 





nennen. 
E. de Jonquieres schreibt, wie Salmon gleich nachher auch, die 
Gleichung dieses Ortes in der Form 


1 1 1 1 1 1 . 
ea Ton oe OR om. 


oder kürzer 
1 1 
Z& — 77770 mn nn 
x es OR, ) er 


und schliesst, dass er eine gerade Linie bedeute, daraus, dass diese Glei- 
chung OR nur im ersten Grade enthält, also dem Punkte R auf jeder Trans- 
versale nur eine einzige Lage anweist, von der zugleich leicht zu sehen 
ist, dass sie nicht in O selbst sein kann, weil, wenn OR Null wäre, auch eine 
der Grössen OR, es sein müsste, d.h. O0 selbst in der Curve läge, was nicht 
vorausgesetzt ward. 

Auf ganz einfache Weise bildet man nun Polarcurven höherer Ordnung. 


Man setzt den Ort 
2(1—1) a 
@ e; E 03 


und fragt nach seiner Bedeutung. Die Zahl der Glieder in dieser Summe 
. . . = . . n (n nn 1 . 
ist die Anzahl der Combinationen zu zweien von n Dingen, also = ABER); 


Au 


. . . \ . 1 . 1 
so viel mal wird in jener Summe —- vorkommen, der Coeffiecient von z 


wird werden — (n—1) 2 De und daher wird obige Gleichung des Ortes 
1 


gleichbedeutend sein mit der folgenden 


BE He it, 3 Pu sehli z(t)+=( )=® 
x e* E Pı Qı 93, : 
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Offenbar stellt sie einen solchen Kegelschnitt dar, dass das harmonische 
Mittel der Entfernungen vom Ooordinatenanfang 0 zum Kegelschnitt gleich 
dem harmonischen Mittel der Entfernungen von O0 zur Ourve ist und der 
reeiproke Werth des Products seiner Entfernungen vom Kegelschnitt gleich 
dem mittlern Product der Paare der reciproken Werthe seiner Entfernun- 
gen von der Curve. Man kann denselben die konische Polare des Üoor- 
dinatenanfangs nennen. Seine Gleichung erhält man, wenn man aus der 


vi (4) Re = ( 1 ) 
Q . 01 02 


ihre Werthe einsetzt; sie ist demnach 

n(n—1) 1 Becos®+Csin® 1 Deos®9-+EcosOsnO+-Fsn?O __ 

ER ET RAT Te ne 5 dm ee an 
Mit demselben Rechte wie vorher schliesst natürlich der französische 

Mathematiker aus der Gleichung 


l 1 1 
De nr & — v1“ =—d, 
OR Oh, OR ORs 


dass der Ort von A nur ein Kegelschnitt sein kann, weil die Grösse OR nur 
im zweiten Grade in der Gleichung auftritt und R nicht mit 0 selbst zusam- 
menfallen kann, so lange O nicht der Curve angehört. 


Gleichung der Curve für 





Es ist also eine dem Satze von Cotes analoge allgemeine Eigen- 
schaft geometrischer Curven, dass der durch die entwickel- 
ten Gleichungen dargestellte Ört immer ein Kegelschnitt ist. 

Und so lässt sich die Polareurve irgend einer höheren Ordnung % bil- 
den, wenn man die Gleichung setzt 

g %k 


z(1-1) (1-4) am 
Q 0, @ ®% : 


Dieselbe ist gleichbedeutend mit 





n (nl)... +) (IV 2 @-d) nat Bug I\ 
RL Ina Sue E ei 
R—2).... @—k+1) 2 ® > ( l ) 2) 
er 1.2.:..(k—2) E I i 


welche eine Curve X'" Grades bedeutet, die folgende Eigenschaften besitzt 
(wenn immer OR einen Radius vector der ursprünglichen Curve und Or der 
Polareurve bezeichnet) 


1 1 1 1 
1. OR | 
0 a 3 hunanctasn 
n(a—1).. OR,. OR, k(k-D)T Or. Or,’ 
nd l 17, 208 l 


EEE ch he 
70 D(n 2 08,085. 08, — kl 


und man erhält die Gleichung dieser Polareurve durch Einsetzen der Werthe 
für die Ansdrücke Z’ aus der gegebenen Gleichung der Curve, wie folgt: 
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e FB k nah BeosO-+Csin® 
o n \o A 





k(k—1) (1\F? Dcos?©+Ecos Osin®@-+ Fsin?® + 
+ n (n—|1) } Ba re 1a re; 
oder wie Salmon sie kurz schreibt: nr 
+8 k(k—1) (k2) „ ni 
uU, + an 4 Ta x = N Us + en 2)“ a ee: 


Man hat somit eine unbegrenzte Anzahl von Sätzen, die dem 
von Cotes analog sind. 


Aus der Art, in welcher diese Gleichungen gebildet worden sind, folgt 
sofort, dass die Polarlinie des Coordinatenanfangs in Bezug’auf 
alle diese Polarcurven dieselbe ist, denn das harmonische Mittel 
der Radien vectoren ist für alle diese Curven dasselbe; dass eben so die 
conische Polare des Coordinatenanfangs für alle die Curven 
unter jenen, die den zweiten Grad übersteigen, dieselbe ist, 
weil der mittlere Werth der Producte der Paare reciproker Werthe der Ent- 
fernungen vom Coordinatenanfang für alle diese Curven derselbe bleibt, und 
dass ganz allgemein irgend eine der Polarcurven des Coordina- 
tenanfangs auch in Bezug zu allen seinen andern Polareur- 
ven höherer Grade eine Polarcurve desselben ist. 


E. de Jonquieres beweist diese merkwürdige Eigenschaft für den 
folgenden speciellen Fall: die conische Polare eines Punktes im Verhältniss 
zu einer Curve vierter Ordnung ist zugleich die conische Polare dieses Punk- 
tes bezüglich der im Verhältniss zur gegebenen Curve genommenen eubi- 
schen Polare desselben Punktes. Aus der Gleichung 


A er 
ERIOR HNO, OB 


folgt nämlich, dass die zwei Werthe von OR, die einer beliebigen Trans- 
versale OR, R, R,R, entsprechen, die beiden Wurzeln der Gleichung sind: 


A,OR (OR). OR,+OR,.OR,+OR,.OR,+OR,.OR,+ OR,.OR, + 
+OR,.OR,.OR,)+6 OR,.OR,.OR,.OR, = 0. 


Seien nun Or, Or,, Or, die drei Werthe des Radius vectors der eubischen 
Polare des Punktes O auf derselben Transversale, so werden die beiden 
Werthe des Radius vectors der conisehen Polare von dieser Curve dritter 
Ordnung die Wurzeln der Gleichung zweiten Grades sein 


OP’ (Or + Or, + 0r,) — 20P (OrsOr, +0r.Or,+Or, .Or,) 
+3: 0r.0r,.0r,—0. 
Und wenn man in dieser die Coeffieienten durch die aus der Gleichung 


1 1 1 1 1 1 
ea Eu nn vl, 0 I end 
(5 Ka on Sf (om = i 
8 
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welche die eubische Polare darstellt, entnommenen Werthe ersetzt, so erhält 
man’ eine mit der Gleichung A identische Gleichung. Also sind die Werthe 
von OR und OP dieselben und die beiden eonischen Polaren decken sich. 
Der Autor bemerkt dazu noch: dieser Beweis lässt sich ebenso auf jeden spe- 
ciellen Falltanwenden. Er besteht in einer einfachen Bewährung, die zwar 
beschwerlich aber nicht schwer ist, weil sie nicht die Bestimmung der Wur- 
zeln der aufeinanderfolgenden Gleichungen, die die Werthe der Radien 
vectoren der verschiedenen Polaren liefern, selbst erfordert, sondern nur die 
Kenntniss der Summe der Producte dieser Wurzeln zu einen, zweien, dreien 
u.s.w. genommen, Producte, die unmittelbar durch die Coeffieienten dieser 
verschiedenen Gleichungen gegeben sind. — Gewiss bleibt die wirkliche 
Durchführung dieser Schritte von einer beschwerlichen Langwierigkeit. 


Durch diesen merkwürdigen Zusammenhang werden alle Polaren der- 
selben Curve und desselben Punktes zu einer wahren Familie der Polar- 


curven vereinigt. | 
Wenn der Punkt O in unendlicher Entfernung ist, so ändert sich die 
Form der definirenden Gleichungen 


2(1-1 = (0 oder 2 (or —=0( 
E 0, OR OR, 


z( EL) 0 oder 2 (an) (un) Due 
g 9 0. OR OR) \OR. OR 


die man offenbar auch schreiben kann 





a ee E .i RR, 
ee en a — 04.8 
= in) bez OR, ORTORI Tr OR Al 


wegen der Gleichheit aller Nenner, die darin vorkommen, in diese: 
Z(RR)=0, 2Z(RR£RR)=0, ZIRR RR IR) ge 

und diese Gleichungen besagen: die FPolarlinie des unendlich ent- 
fernten Punktes besitzt die Eigenschaft, dass dieSummeal- 
ler zwischen der Curve und ihrer Polare auf den parallelen 
Sehnen, die nach ihm hingehen, liegenden Abschnitte ver- 
schwindet; seine conische Polare besitzt dieselbe Eigen- 
schaft hinsichtlich der Summe der Producte der paarweis 


senommenen Abschnitte u.s.w. 


” . . . Een Te . 
Seit Newton heisst die gerade Linie, die für ein System paralleler 


Sehnen der Ort der Centra der mittleren Entfernungen der n Punkte ist, wo 
jede derselben die nämliche Curve n'" Ordnung schneidet, der dem gegebe- 
nen System paralleler Sehnen entsprechende Durchmesser der Curve, 
Und es gründet sich dabei der Name ‚Centrum der mittleren Entfernung“ 
auf den Umstand, dass, wenn man von irgend einem Punkt einer solchen 
Sehne aus nach den Punkten der Ourve Radien vectoren @,, 03, 03... 0, zählt 
und den nach dem entsprechenden Punkte .des Durchmessers oe nennt, im- 
mer die Relation stattfindet 
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N 

Genau diese Relation geht auch aus den obigen Formeln hervor, so weit 
- sie sich auf die Polarlinie beziehen; aus den gegebenen Entwickelungen 
folgt also unzweifelhaft, dass die Polarlinie eines Punktes in un- 
endlicher Entfernung der Durchmesser des Systems paral- 
leler Sehnen ist, welche nach jenem Punkte gerichtet sind. 

Es folgt aber auch daraus, dass jener Newton’sche Begriff des Durch- 
messers in der Art zu erweitern ist, dass es auch krummlinige Durch- 


2(0—0,)=0, oder no = (e,) oderge —= 


messer*) giebt. Eine Curve x!” Ordnung hat krummlinige Durchmesser 
aller Ordnungen bis zur (a—1)'*. Der krummlinige Durchmesser 
irgend einer Ordnung ist identisch mit der Polarcurve der 
nämliehen Ordnung von dem unendlich entfernten Durch- 
sehnittspunkt des Sehnensystems, dem die Diametral-Curve 
entspricht. 

Es ist gewiss, dass zwei Punkte die gerade Polare bestimmen, und da- 
her auch sicher, dass wenn zwei gerade Linien durch O zwei Curven in den- 
selben Punkten R,,R,... $,,S,... schneiden, die Polare von O in Bezug auf 
beide Curven dieselbe sein wird, weil zwei ihrer Punkte R und $ für beide 
dieselben sind. Diess wird gleichmässig wahr bleiben, wenn die zwei Linien 
OR,OS zusammenfallen, d.h. Wenn zwei Curvenn" Grades einan- 
derin nPunkten einer geraden Linie berühren, so wird die 
Polareirgend eines Punktesindieser geradenLinie für beide 
Curven dieselbe sein, man muss daher, wenn irgend ein Radius vector 
durch einen solchen Punkt beide Curven schneidet, die Relation haben 

ER RN 
OR Or 

Von diesem Satze ist ein specieller Fall das Theorem von Maclaurin: 
Wenn man durch einen Punkt O eine gerade Linie zieht, die 
eine Curve n" Grades in nPunkten schneidet und in diesen 
Punkten Tangenten an die Curve legt, dann aber durch © 
eine andere gerade Linie legt, die dieCurvein A,,R,... und 
jenes System von Tangenten in r,, ra... durchschneidet, so 
besteht die Relation 

ee 
OR Or 

Und davon ist endlich Newton’s bekannter Satz ein specieller Fall: 
Wenn eine Sehne eine Curve und ihre Asymptoten schnei- 
det, so ist die algebraische Summe der Abschnitte zwischen 
der Curve und ihren Asymptoten gleich Null. 

Allein in dem Bisherigen ist der Punkt O0, dessen Polaren man aus- 
drückte, noch immer als Anfangspunkt der Ooordinaten vorausgesetzt wor- 





*) Diesen Begriff hat, so „MR weiss, Cramer eingeführt. 
g* 
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den; diese specielle Voraussetzung ist aufzugeben. Gewiss könnte man 
dazu durch eine einfache Coordinatentransformation gelangen; allein Sal- 
mon zieht es vor, eine allgemeinere mehr symmetrische und für Anwen- 
dungen geeignetere Methode anzuwenden, in deren Entwickelung ich ihm 
nun folge. Er gebraucht Dreilinien - Coordinaten und bezeichnet dieselben 
dürch”£.200 2: 

Die Gleichung der geradlinigen Polare ward gefunden, indem man die 


Gleichung i 
1 1 RR 
a ee der 2.[ 42 12 
(: ) RR (or \ sm) ? 


bildete, die man mit Hinweglassung des überall vorhandenen Factors im 
Nenner schreiben darf 
#3 RR, 2:0: 
OR, 


Die Gleichung der conischen Polare wird dem entsprechend ausge- 
drückt durch 


E e, Q 02 i OR).OR, 


die der eubischen durch 


x (EL) (1-1) (1 L)=00der z(aR .RR,. ER) =ou.s.w. 
oe 7 eo 03 Q 03 OR, . 0 Rs . OR; 


Wenn man dann die Gleichung bilden kann, deren Wurzeln 
sind, d.h. die Verhältnisse, in denen die Linie OR durch dien Punkte ge-. 
theilt ist, wo sie die Curve schneidet, so würde der Coeffieient des zweiten 
Gliedes dieser Gleichung, indem man ihn gleich Null setzt, die Gleichung 
der geradlinigen Polare liefern; der Coefficient des dritten Gliedes, der die 
Summe der Producte jener Wurzeln, paarweise genommen, ausdrückt, würde 
in derselben Weise die Gleichung der conischen Polare liefern u. s. w. 

Eine solche Gleichung kann aber leicht gebildet werden ; wenn nämlich 
&,Yı, 2, die Coordinaten von O und &,y,2 die von R sind, so sind die Coor- 
dinaten eines Punktes R,, welcher die Länge OR im Verhältniss A: « theilt, 

(ai -n =) ausgedrückt durch um tim uyıhaıy wauchiz 
OR, A uf} ’ u+r ?’ u+r 
Wenn nun der Punkt A, in der Curve ist, so müssen diese Werthe der Glei- 
chung der Curve genügen. Und man kann dabei wegen der Homogeneität 
der Gleichung in @yz den gemeinsamen Nenner u«+4 weglassen, lernt 
aber aus dem allen, dass man durch Einsetzen von ua, +Ax,uy +Ay, 
uz, + Az statt z,y,z in die Gleichung einer Curve 
.p (X, y,2) =0 

eine Gleichung des n‘“" Grades in «:A erhalten wird, deren Wurzeln die 
Verhältnisse geben, in welchen die Ling durch jeden der n Punkte ge- 


theilt wird, wo sie der Ourve begegnet, 


4 
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Und wenn man nun &, y, 2, die Coordinaten von AR, veränderlich denkt, 
so liefern die Coefficienten dieser Gleichung in 5 — , gleich Null gesetzt, die 


- Gleichungen der verschiedenen Polareurven des Punkte O in Bezug auf die 
gegebene Curve. Die Differentialrechnung erlaubt, das Resultat dieser Sub- 
stitution einfach zu schreiben, denn für irgend eine Function von drei Ver- 
änderlichen liefert das Taylor’sche Theorem den Ausdruck 


Port) = an) +(R tr HE) +,(R Boy 





dz dx? 
PR 9 d2p Rp d? d’p 
MIEP + ETTIHRhk Dur FEN Lan DV... 
r dy? B 02° 3 dx dy % dy dz 2. dz DE 








und durch Einsetzen von — für h, u für % und & nn ! für ! in diese Glei- 


chung muss man das Resultat der Bubskätlon von ux, + Az, uyı + y, 
wz, + Az für x, y, z in die Gleichung 9 (x, y, z) — 0 erhalten. 

Wenn man zur vorläufigen Abkürzung des ohnediess noch zusammen- 
gesetzten Ausdrucks durch U=0 
die ursprüngliche Gleichung und durch [U] = 0 
die transformirte bezeichnet, so erhält man das Resultat in folgender voll- 
kommen symmetrischen Gestalt: 





—— 1" ni au — 
[U] U+ Bee ey ug, ta 
+ Au? er he Es BU 19,2 FU 
1.9 Kr aM IR 17 a, 2 RT Ay da 
RU 
22,X 
S ı er) 
2 


RO 

aeearet a er) 
haar (a) tel) | 

% [® (42) + 1 (#0) + :(%) i RN 








2) 
wobei Bi ”) Pet u. s. w. das Resultat der Substitution von x, Y, 2 
ID ; 
statt, y, z in die De 7 a „5 \ 1. 8. w. bezeichnen. 


Durch den Gebrauch von oe snlerablen kann dieser Ausdruck 
wesentlich abgekürzt werden. Wenn 4 die a 


EZ ryı a 1 E 


bezeichnet, so hat das Zeichen 4? a Sinn 


i 
d d N Sa — En < 
(= En +yı Er Ei 24) = u? rh f nz 72 +22 % rd 








d? d? 
r2y 21 ll. en 
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und man kann durch 4°, A%, AP u.s.w die Formen 


and 
@ at a @ Er 


darstellen, diese selbst auf die in der Differentialreehnung gebräuchliche 
Weise verstanden. Um ferner die Coordinaten der Punkte zu unterschei- 


den, welche in diesen Formeln vorkommen, kann die folgende Bezeichnung 
dienen 
= Us { U dU 


„al dU dU 
Pa AU = 
Pe: eh dy Br (Hl 2) + ACaK: (2 ” 


so dass ne ae A angehängte Index sich auf die Coordinaten bezieht, 








welche die Differential-Coeffieienten multiplieiren, dagegen der dem U an- 
x AU 
gehängte besagt, dass die entsprechenden Coordinaten in 7, 1-8. w. ein- 
in Be 


gesetzt seien. Darnach würde dann z.B. /, U, bezeichnen: 


dU dU dU 
C z 
i ( 2), +Yı (22) 2 Sax (2), 


oder dasResultat der Substitution von &,, Ya, 2, in 4, U; A, U, dagegen würde 





das Resultat der Substitution derselben Ooordinaten &,,Y,, 2, in 1U, aus- 
drücken. In gleicher Weise werden die Symbole 4? U, und 4,? U verständ- 
lich sein und so die übrigen. Das allgemeine Resultat kann dann wie folgt 
geschrieben werden 


But (HT) HE N + 


ee a A 
in (a | 
Diese Gleichung En wenn die Punkte 0 (x,, y,,%,) und R (x,y,z) 
bekannt sind, die Coordinaten der n Punkte, wo OR die Curve schneidet, 
nämlich_ wenn A,: u, eine der n Wurzeln der Gleichung ist, ‚die Coordinaten 


Ak,x-+ ua Aıy+ u Yı Az Fur 
u tu "un " ur 





. RR . 
Weil nun z — FR und das Product aller der Wurzeln — der Gleichung 
1 
= 7,9% hat man 
1 
RRTERTIERR, N U 
OR, 0. OR 2 I 


d.h. das stetige Product der auf einer gegebenen geraden 
Linie von einem Punkt bis zur Curve gemessenen Entfernun- 
gen ist dem Resultat der Substitution der Coordinaten die- 
ses Punktes in die Gleichung der Curve proportional, welches 
ein Satz von Newton ist. ® 

Da nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen 


5 (#) _ I, i 
1 D, 


und die Gleichung der geradlinigen Polare gefunden wird, indem man setzt 





R 
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RR, 
OR; 


so ist die ipishung der geraden Polare des Punktes x, ‚y; ‚2; allgemein 


Stra are‘ eh A Es x 2, A 
a 2 


Eben so ist die Gleichung der eonischen Polare desselben Punktes 


2 277 12. 77. 2 
RD De e ken ai REN ( d ing 
da? dy? dz? J dx dyJı 


pH, 2) Faxe (27 20% 
dy dz a dz dxJ.i 


Und so kann man in derselben En die Gleichungen der Polareurven höhe- 























rer Ordnungen schreiben. Jene letzten Glieder der allgemeinen Gleichung, 
die den’ ersten symmetrisch sind, lehren die Gleichungen der Polareurven 
der höchsten Grade kennen; dadurch ergiebt sich die Gleichung der Polare 


des (na—-1)'” Grades in den Formen 
2 U, —=00der A, U= Hr Aue 


au 
dx 
die des (n— 2) Grades ist 

Er Ten, — 0 oder AU =UREW. 


Die Polarcurve des (na — 1)'" Grades, deren Gleichung gefunden wird, 
indem man die Operation 4, U vollzieht, nennt Salmon die erste Polare; 
darauf die Polarcurve (na—2)'" Grades, bei welcher man dieselbe Operation 
doppelt vollziehen muss, die zweite Polare u.s.f.; darnach wird denn 
die Polare ersten Grades oder die gerade Polare nichts anderes als die 
(n — 1)'* Polare sein. 

Und auch in dieser allgemeinen Entwickelung ist aus der Art, in wel- 
cher diese Gleichungen gebildet sind, vollkommen gewiss, dass die Polar- 
eurve irgend eines Grades auch in Bezug auf alle diejenigen Polaren des 
nämlichen Punktes, deren Grad den ihrigen übersteigt, eine Polarcurve die- 
ses Punktes ist. Das Symbol für diese Eigenschaft, für die Familienzu- 
sammengehörigkeit der Polaren ist der Ausdruck 

Ara AD. | 

Die gewonnenen so sehr symmetrischen und einfachen Ausdrücke der 
allgemeinen Auflösung, Folge der zweckmässigen obgleich ganz allgemei- 
nen und unabhängigen Wahl des Coordinatensystems, zeigen sich alsbald 
nützlich in der Untersuchung weiterer u der Polaren. 

Die Gleichung . 

2 Ne „(“ “w) 4 2) ee 

da dy d2./4 
drückt eine Relation zwischen &,y,2, den Coordinaten irgend eines Punktes 
der Polarlinie, und denen &,,y1, 2, des Pols derselben aus. Wenn man sich 
nun «den ersten Punkt fixirt und den zweiten veränderlich denkt, so muss 
offenbar der Ort des letzteren Punktes sein 
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dU 
dy 


dU 


nn 770 


und diess einfache Ergebniss, richtig gedeutet, heisst offenbar: Der Ort 
aller der Punkte, deren geradlinige Polaren ‘durch einen 
gegebenen Punkt gehen, ist die erste Polare dieses Punktes. 


Man sieht wohl, dass dieselbe Reeiproeität der Ausdrücke, wie sie zu 
der eben ausgesprochenen Beziehung zwischen der geraden und der ersten 
Polare führt, auch zwischen der conischen und zweiten, der cubischen und 
dritten Polare besteht und dass man daher eine ganze Reihe von Sätzen 
hat, die dem zuletzt ausgesprochenen entsprechen und deren erster lautet: 
Der Ort aller der Punkte, deren ceonische Polaren durch 
einen gegebenen Punkt gehen, ist die zweite Polare dieses 
Punktes. | 


Jene Beziehung zwischen der geraden und der ersten Polare erlaubt 
die Beantwortung der Frage: Wie vielPole entsprechen einer ge- 
raden Linie bei einer Curve n“" Grades? 


Man hat nur nöthig, zwei Punkte in der geraden Linie zu betrachten; 
die Pöle aller durch den ersten Punkt gehenden geraden Linien liegen in 
einer Curve (n— 1)'" Grades 


do 
2 + taz 


—=0( 
und desgleichen die Pole aller geraden Linien durch einen zweiten Punkt 


in der Curve 


dd I dU 
N 2 un. 


dx dz 


Die Pole der ve ni Alain ar Punkte müssen offenbar in diesen 
beiden Curven zugleich liegen, also die Durchschnittspunkte. zweier Curven 
(n—1)'" Grades sein; ihre Anzahl ist daher (n—1)?. Eine gerade 
Linie hat also in Bezug auf einen Kegelschnitt einen Pol, in Bezug auf eine 
Curve dritten Grades deren vier, in Bezug auf eine Curve vierten Grades 
neun U.S.w. 


Dasselbe Resultat lässt sich auch so aussprechen: Die ersten Pola- 
ren aller Punkte einer geraden Linie gehen durch diesel- 
ben (na—1)? Punkte, nämlich durch die Pole dieser geraden 
Linie. 

Es ist klar, dass auch dieser Satz nur einer ist von einer ganzen Reihe 
von Sätzen, die ihm analog sind. | 


nn. 


Wenn der Punkt, von dessen Polaren man handelt, in der Curve selbst 
liegt, so führt die Theorie abermals zu wichtigen Ergebnissen. Wenn die 
allgemeine Gleichung der Curve in Cartesischen Coordinaten durch 
Zusammenfassung der Glieder gleicher Ordnung unter den beigefügtem Ab- 
kürzungen wie folgt geschrieben wird 


Von W. FIEDLER. 117 


N ee ee una nn. nn un u vw nun nn nnnNmMnnn 





A (19) 
+Bxzt(ly * (u) 
+Da?+Exy+Fy? (1) 
Be RER UN 
+ Pa" + 0x2""!y+....+ Ray"! + Sy" Sk 
nämlich HTUFU Er 00, 
so kann die Gleichung der ersten Polare des Coordinatenanfangs unter der 
Form U. 0 


geschrieben werden; wenn daher der Coordinatenanfang der Curve selbst 
angehört, so geht diese Gleichung über in vu, —=0 und ist nach deren Be- 
deutung zu fragen. 

Am klarsten wird dieselbe, wenn man die obige allgemeine Gleichung 
unter der Voraussetzung A=0 in Polarcoordinaten umsetzt; sie ist dann 


o(B.cos® + Csin ©) + 0°(Dcos®?O + EcosOsin © + Fsin?®) 
tele + ....)+-..:,= 
und an die Stelle von 0 tritt damit 
o(Bcos@ + (sin ©) — 0 oder Bcos® + Csin® — 0. 


Damit gewinnt aber jene allgemeine Gleichung die Form 


0? (Dcos?® + Ecos®sin® + Fsin?O) + 0° (Gcos®?® + Hcos’®Osin®-+....) 
ee 
welche durch e? theilbar ist, also zwei Wurzeln oe —=0 besitzt, und es muss 
daher die durch den Coordinatenanfang gehende gerade Linie 
Beos®@ + C'sin® = 0 oder u. 

mit der Curve in diesem Punkte zwei zusammenfallende Punkte gemein ha- 
ben, also ihre Tangente im Coordinaten-Anfangspunkt sein (sofern dieser 
nicht einer der merkwürdigen Punkte der Curve ist, wovon nachher). Es 
erweist sich also die geradlinige Polare eines Punktes in der 
Curve unter diesen besondern Voraussetzungen als die Tangente der 
Curve in diesem Punkte. 


Und auch hier ist die allgemeine Entwickelung productiver. Die all- 
gemeine Gleichung einer Polarcurve irgend eines Punktes x, y, z, ist mit 
Benutzung der Operationssymhole 


k 
(at, taz) U=9 
und diese reducirt sich für den Coordinatenanfang wegen 2, = 0, y)—=0 auf 
dk U 
dzk° 
Wenn aber hierzu die allgemeine Gleichung als 


MET HUR U en 0 
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vorausgesetzt wird, so ist klar, dass in dem Resultat jener Differentiation 
uoch immer x, die niedrigsten Glieder in x und % repräsentiren wird; daher 
dieselbe Folgerung wie vorher. Man hat daher die Sätze: 

Die geradlinige Polare eines Punktes der Curve in Bezug 
auf dieselbe ist die Tangente derselben in diesem Punkte. 

Alle Polaren eines Punktes der ÖCurve in Bezug auf die- 
selbe berühren die Eurve in diesem P>nkte. 

Und dann schliesst sich nach dem Satze, dass die erste Polare der Ort 
aller der Punkte ist, deren gerade Polaren durch einen festen Punkt, eben 
den Pol der ersten Polare, gehen, sofort als evident noch dieses wichtige 
Ergebniss an: Die Berührungspunktealler der Tangenten, wel- 
che von einem gegebenen Punkte ausan eine Curve gezogen 
werden können, liegen in der ersten Polare dieses Punk- 
tes*). Im Rückblick auf das Verhältniss der Polaren zu den Diame- 
traleurven, wie es früher erörtert worden ist und wofern man auf diese das- 
selbe Princip der Classification anwendet, wie es bei den Polareurven durch- 
geführt wurde, kann man hinzufügen: Die Berührungspunkte al- 
ler der Tangenten, die einer gegebenen Richtung parallel 
an eine Curve gezogen werden können, liegen in der ersten 
dieser Richtung eonjugirten Diametralcurve. 

Und da diese Polar- oder Diametralcurve nach den vorhergegangenen 
Entwickelungen allgemein von der (rn —.1)'" Ordnung ist, so beantwortet 
sich die Frage nach der Zahl der Tangenten, die man von einem Punkte aus 
an eine Curve n‘” Ordnung ziehen kann, durch folgenden Satz: Durch 
einen gegebenen Punkt (also auch durch einen unendlich 
fernen Punkt in gegebener Richtung) können an eine Curve 
n'® Grades n(n—1)Tangenten gezogen werden. Es darf erinnert 
werden, dass diess zugleich die Beantwortung der Frage ist nach der 
Classe der Curveoder nach dem Grade derReciproken einer 
Curve n® Grades. 

Hier erscheint es nützlich, wenn ich mit einigen Bemerkungen wieder 
speciell zu der Arbeit des französischen Gelehrten zurückkehre. Sein Be- 
weis dafür, dass die Tangente in einem Punkte die gerade Polare dieses 
Punktes sei, bezieht sich speciell auf eine Curve dritter Ordnung und ist 
kurz etwa folgender: die Gleichung 


af en 
OR OR, 


giebt dann die Entwickelung | 
RR). OR,.OR,+ RR,. OR). OR, + RR,.OR,.0R—=0, 


en 


#) Poncelet hat schon in Gergonne’s Annalen Vol. VIII, pag. 213 gezeigt, 
dass die Berührungspunkte auf einer Curve (n— 1)!" Grades liegen, gegenüber der 
Angabe Waring’s, dass ihre Änzahl auf n? kommen könne. Diese Curve (n—Ljter 
Ordnung ist Salmon’s erste Polare. 
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welche sich, sobald O mit einem Punkte R, der Curve zusammenfällt, auf 


das Glied 
BRNO NOR —=0 


redueirt. Da aber OR,, OR, nicht Null sind, so besagt diess 
RR, oder RO—=0, 


dass also die Polare durch den Punkt O selbst geht. Wenn man aber die 
Tangente in O an die gegebene Curve zur Transversale nimmt, so werden 
OR, oder OR, unendlich klein und in Folge dessen hat OR einen unbe- 
stimmten Werth, d.h. alle Punkte der Tangente können für R- genommen 
werden und die Tangente selbst ist, so langg der Punkt der Curve kein viel- 
facher Punkt ist, die gerade Polare desselben. 

Den allgemeinen Satz über die Berührung sämmtlicher Polaren eines 
Curvenpunktes mit der Curve beweist de Jonquieres speciell für die co- 
nische Polare einer Curve dritten Grades und für die cubische Polare einer 
Curve vierten Grades; die Beweisform ist wirklich einfach und fähig auf 
jeden andern Fall ausgedehnt zu werden. Ich deute sie an. 


Für das erste Beispiel wird die Gleichung 


ers let See, 
OR ORJ\OR” 0m, 


für OR, —=0 zu 


welcher durch zwei Voraussetzungen entsprochen wird, nämlich 
Rn AR AR | 
IR an mi: 


Nach der ersten geht die conische Polare durch O und nach der zweiten 
sind alle ihre Punkte die eonjugirt harmonischen von 0 im Verhältniss zu 
den zwei Durchschnittspunkten der ÖCurve dritter Ordnung mit der betreffen- 
den von O ausgehenden Transversale. Denkt man die Transversale in O 
tangirend an die gegebene Curve, so ist R, dem O unendlich nahe, also R, 
als dem O in Bezug auf R, und R, conjugirt harmonisch, gleichfalls unend- 
lich nahe bei O in der Richtung der Tangente; womit gezeigt ist, dass die 
conische Polare einer Curve dritten Grades die Curve in dem Punkte be- 
rührt, zu dem sie gehört. 


In dem zweiten Falle geht die charakterisirende ER SINE 


ee 
OR on.) OR I 6B/)N\NORT: Hi 


für OR, —=0 in diese über | 
woraus erstens erkannt wird, dass die eubische Polare durch O geht, weil 


OR==0 ihr genügt; zweitens, dass sie die gegebene Curve in diesem Punkte 
berührt, denn wenn man die T'ransversale die Curve in O berühren lässt, so 
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verschwindet OR.RR,.RR,.OR, wegen OR,=0 und man hat nun die 


Bedingungen 
RR, 


RR,=0 und on, OR 

d.h. die cubische Polare hat die Tangente der Curve vierter Ordnung in O 
selbst zur Tangente und der dritte Punkt, der ihr auf dieser Trangente an- 
gehört, ist im Verhältniss zu den Punkten R, und R,, wo diese 'Tangente 
der gegebenen Curve von Neuem begegnet, conjugirt harmonisch zu 0. 

Und so beweist er auch den Satz, dass die erste Polare eines Punktes 
der Ort der Pole aller durch diesen Punkt gehenden geraden Linien ist, für 
den speciellen Fall der Curve dritten Grades, doch so, dass man der Me- 
thode allgemeine Anwendbarkeit und deshalb wahre Beweiskraft.nicht ab- 
sprechen kann. Die conische Polare eines Punktes 0 im Verhältniss zu einer 
Curve dritter Ordnung ist, auch der geometrische Ort der Pole aller durch 
O0 gehenden geraden Linien; denn es ist dazu nur nöthig zu zeigen, dass, 
wenn R ein Punkt dieses Kegelschnitts ist, die Relation 


en ENTE SD 
RO RR, 


eine Folge ist von der andern 


1 1 1 1 ro. 
5 | 2 (- 5) (5 =0. 


Entwickelt man aber jene und bezieht die Be auf den ee OÖ als 
ihren Anfang, so dass man die Beziehung hat 
RO+ OR, +. R,Re=0, 
so erhält man die Gleichung 
OR (OR, + OR, +OR)—OR[OR, (OR, + OR,) + OR, (OR, + OR,) 
+ OR, (OR, + OR)]+30R,:0R,.0R,—0, 


welche allerdings aus 
1 1 
2 (am - 0m) (on = 7m) —® 
hervorgeht. 


Das Schema des Beweises für jeden andern Fall besteht darin, dass 
man zeigt, wie die Gleichung 


l 1 
| (m) 


eine e nothwendige Folge ist von der Relation 


> (m) (m-5) (mm) - 
DR EDRJNOR SORN EN NGR OR a 


Gewiss verdienen diese einfachen Beweismethoden der anharmonischen 
Geometrie für so sehr allgemeine Sätze alle Aufmerksamkeit. 

Ich kehre jedoch zu Salmon’s Entwickelungsmethode ‘zurück, denn 
ich beabsichtige aus der allgemeinen Theorie noch zu entwickeln, wie sich 
vielfache Punkte einer Curve den Polarcurven gegenüber verhalten. 
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Wenn man den Coordinatenanfang*) als einen vielfachen Punkt vom 
Grade k voraussetzt, so werden die niedrigsten Potenzen der allgemeinen 
. Gleichung in « und y vom Exponenten k sein; dann müssen die niedrigsten 
Potenzen in der Entwickelung der ersten Polare 

tr tr ——0 

nothwendig vom Grade (k—1) sein und der Coordinatenanfang wird daher 
in ihr ein vielfacher Punkt von dieser Ordnung sein; die Gleichung der 
zweiten Polare wird, da darein die zweiten Differentiale der Gleichung der 
Curve eingehen, x und y in keinen niedrigeren Graden als dem (k— 2)" 
enthalten können u.s. w. Daraus entspringt also der allgem®ine Satz: Wenn 
eine Ourve einen vielfachen Punkt vom Grade k hat, so wird 
dieser in jeder ersten Polare derselben ein vielfacher Punkt 
vom Grade (k—1) sein; vom Grade (k—2?) in jeder zweiten 
Polare u.s.f.; er wird zuletzt den (k— 1)" Polarcurvenals ein- 
facher Punkt angehören und in den Polaren noch höheren 
Ranges nicht mehr auftreten. _ | 

Wenn ferner unter den Tangenten am vielfachen Punkt irgend ein Paar 
zusammenfallen, so muss das Glied «, der allgemeinen Gleichung, welches 


gleich Null gesetzt, die Tangenten «a,b,c... des vielfachen Punktes liefert, 
dux 
dx 1 
Factor a enthalten; es müssen deshalb auch die niedrigsten Glieder in der 


Gleichung der Polare 





2 dur 
von der Form a?bed... sein und daher werden sowohl als auch Zu den 


f dur dur 
Hr »Yı dy 


den Factor a haben, während z, = offenbar keine Glieder unter dem Grade 
k in « und y enthält. Daraus geht klar hervor, dass jene Doppeltan- 
gente der gegebenen Curve im vielfachen Punkt auch eine 
Tangente — doch nur eine einfache — ihrer ersten Polare in 
demselben vielfachen Punkte ist. 

Und wenn bei einem vielfachen Punkte X" Ordnung das Glied u, einen 
Factor im I!" Grade enthielte, welches einer / fachen 'Tangente entspricht, 
so wird dieser Factor in allen ersten Differentialen von u, im Grade (/—1), 
in allen zweiten Differentialen vom Grade (—2) vorkommen u.s. w., wel- 
ches ganz allgemein ausdrückt, dass eine vielfache Tangente vom 
Grade !in einem vielfachen Punkte der Ordnung k der ur 
sprünglichen Curve in allen ersten Polaren derselben eine 
vielfache Tangente vom Grade (—1) an denselben vielfachen 
Punkt der Ordnung (k—1) sein wird; desgleichen in allen 
zweiten Polaren eine vielfache Tangente vom Grade (lI—2) 


*) Dass diese Voraussetzung die Allgemeinheit nicht beeinträchtigt, braucht 
kaum bemerkt zu werden. , 
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an den vielfachen Punkt (k— 2)" Ordnung u.s.w.; sie wird also 
zuletzt als einfache Tangente an der ((—1)" Polare in einem 
vielfachen Punkt vom Grade (k+1—/) erscheinen und von 
da ab keine Polare mehr tangiren. 

Wenn die Curve einen Doppelpunkt hat, so ist es leicht, die Tangente 
dieses Punktes zur ersten Polare irgend eines andern Punktes zu construi- 
ren; denn wenn x und y die beiden Tangenten der Curve in diesem Doppel- 
punkte sind, so muss die Gleichung derselben von der Form sein 

Ey RE ER 
und die Glieder niedrigster Ordnung in &,y in der Gleichung 

dU dU dU 

eg, a 

werden sein &y + xy, undin &y+y,2==0 die Tangente der Polare 
in diesem Punkte darstellen. Nun ist die Verbindungslinie des Doppelpunk- 
tes mit dem Punkte x, y,, dessen erste Polare genommen ward, durch die 
Gleichung &, y—y, 2 ==0 dargestellt und man erkennt daraus, dass die 
verlangte Tangente der ersten Polare die vierte Harmoni- 
kale sein wird zu dieser Verbindungslinieund den zwei Tan- 
genten der gegebenen Curve im Doppelpunkte. 


Der specielle Fall, dass die zwei Tangenten im Doppelpunkte sich 
decken, dass er also eine Spitze oder ein stationärer Punkt ist, zeigt 
diesen Satz in Uebereinstimmung mit dem vorigen allgemeineren. 

Hier brauche ich wohl nur daran zu erinnern, dass auch diese Eigen- 
schaften der Polaren bezüglich der vielfachen Punkte sehr einfach in den 
Grundgedanken der Beweisführung des französischen Autors eingehen, so- 
bald ein bestimmter Fall ins Auge gefasst wird. | 

Es ist leicht zu erkennen, dass diese Beziehungen der Polare zu den 
vielfachen Punkten in dem Falle der Existenz solcher Punkte einen Ein- 
fiuss üben auf die Antwort, die in dem Vorigen im Allgemeinen gegeben 
worden ist, auf die Frage nach der Anzahl der möglichen Tangenten oder 


nach der Classe einer Curve (dem Grade ihrer Reciproken). 


Da in einem Doppelpunkte zwei aufeinanderfolgende Punkte zusam- 
menfallen, so hat jede durch ihn gezogene Linie zwei Punkte mit der Curve 
gemein und muss speciell jede gerade Linie durch ihn als eine Tlangente 
der Curve in dem Sinne betrachtet werden, nach welchem eine Tlangente 
eine gerade Linie ist, die eine Ourve in zwei aufeinanderfolgenden Punk- 
ten schneidet. Wenn man aber solche uneigentliche Tangenten von 
der Zahl der Tangenten in Abzug bringen will, die man von einem Punkte 
aus an eine Curve x“ Ordnung ziehen kann, so erhält man, weil nach dem 
Vorigen zugleich auch jeder Doppelpunkt unter den Durchschnittspunkten 
der Curve mit ihrer ersten Polare für zwei zählt, den Satz: Wenn eine 
Curve n'® Grades dDoppelpunkte hat, so ist die Zahl der von 
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einem Punkte aus an sie zu ziehenden Tangenten, oder ihre 
Klasse oder der Grad ihrer Reciproken 


—=n (H—I) — 20; 
treten dazu noch kA Spitzen, so redueirt sich diese Zahl, weil in diesem 
Falle die erste Polare nicht bloss durch die Spitze geht, sondern auch die- 


selbe Tangente wie die gegebene Curve hat und daher jede Spitze unter 
den Sehnittpunkten dreifach gezählt werden muss, auf 


n (n— 1) — 28 — 3k. 

Wenn die Curve einens»vielfachen Punkt von der Ordnung % enthielte, 
so würde derselbe in ihrer ersten Polare als ein vielfacher Punkt der Ord- 
nung k—1 auftreten und daher den Grad der reciproken Curve um k(k — 1) 
Einheiten vermindern; und in der That, wenn man sich ein System von k 


k(k— 


geraden Linien denkt, so besitzt dasselbe im Allgemeinen —_— 1 Doppel- 


punkte, d.h. Durchschnittspunkte; wenn aber die Linien alle dus densel- 
ben Punkt gehen, so verschwinden die sämmtlichen Doppelpunkte und an 
ihre Stelle tritt ein einziger vielfacher Punkt der X‘ Ordnung. Man ist also 
auch so zu der Regel geleitet: Ein vielfacher Punkt der Ordnung k wirkt 


kik— 


1) 
ebenso wie die Vereinigung von Doppelpunkten oder was das Näm- 


2 
liche ist: Die Wirkung eines vielfachen Punktes der Ak" Ord- 


nungim Grade der Reciproken ist dieselbe wie die der äqui- 
valenten Anzahl doppelter Punkte. „ 


Und wenn der vielfache Punkt eine / fache Tangente besässe, so würde 
man der Zahl, um welche sein Einfluss den Grad der Reciproken oder die 
Zahl der Tangenten vermindert, noch 7— ı Einheiten hinzufügen müssen. 


Ich habe gerade diese Folgen der allgemeinen Theorie der Polaren 
hier entwickelt, weil sie so naturgemäss, so fast unvermeidlich aus ihr her- 
vorwachsen. Es ist begreiflich, dass diese T’heorie noch die Quelle vieler 
anderweiten Sätze sein muss. Warum sollte sie z.B. nicht in der Theorie 
der vielfachen Tangenten einer Curve von demselben Nutzen und Einfluss 
sein, wie hier diese Excurse sie in Bezug zu den vielfachen Punkten gezeigt 
haben? Doch entspringt gerade hier dem weiteren Nachdenken eine an- 
dere und allgemeinere Frage, nämlich: Wie gestaltet sich und wel- 
che Resultate liefert die Theorie der Pole und Polaren in 
dem System der Tangential- oder Dreipunkt-Coordinaten? 


Diese Frage entspringt auch aus der einleitenden Entwickelung beider 
Coordinatensysteme, von denen bis jetzt nur das eine ausführlich gebraucht 
und allen Interpretationen zu Grunde gelegt worden ist. Ich werde sie aus- 
führlicher als Salmon .erörtern. Eine andere Frage aber ergiebt sich 
aus der speciellen Beziehung, in welcher die 'I’'heorie der Pole und Polaren 
hier zu den Problemen der Tangenten an Cnrven höherer Ordnungen gezeigt 
wordenist: Sollte diese Theorie nichtauch zur wirklichen Con- 
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struction dieser Tangenten in besonderen Fällen von höhe- 
ren Curven nützlich sein? Kerr 

Indem ich dem Schlusse dieser Darlegung mich nähere, will ich auf 
diese beiden Fragen noch in aller Kürze eingehen; ich fasse die letztere 
zuerst, da sie in dem Verhältnisse eines Beispiels zur bisherigen Entwicke- 
lung steht. Eben in diesem Charakter eines Beispiels bleibe ich, indem ich 
mich auf Curven dritten Grades beschränke. 

Die Aufgabe, die Polaren einer solehen Curve in Bezug auf einen ge- 
gebenen Punkt zu zeichnen — denn auf diese kommt die Aufgabe der all- 
gemeinen T’angentenconstruction zurück — reducirt sich darauf, durch den 
Pol eine gewisse Anzahi von Transversalen zu ziehen, ihre respectiven 
Durchschnittspunkte mit der Curve zu bestimmen und endlich auf diesen 
Transversalen die Werthe aufzutragen, welche gewisse, den dritten Grad 
nicht übersteigende Gleichungen als Wurzeln liefern. 

Sucht man die gerade Polare, so genügen zu ihrer Bestimmung zwei 
Transversalen durch den Pol, weil sie durch zwei Punkte vollständig bestimmt 
ist. Schneide die erste Polare die Curve in den Punkten a,b, c, so wird die 
gesuchte gerade Linie gewiss die erste Polare des Punktes O in Bezug auf. 
alle möglichen Curven dritter Ordnung sein, die durch diese sechs Punkte 
hindurchgehen. Also muss sie auch dieselbe sein, wie für das 
aus den drei geraden Linien aa,bb,cc gebildete Dreieck. 

Eine ganz einfache Discussion zeigt aber, wie diese abzuleiten und 
wie sie mit dem Lineal allein zu construiren ist. Ein Dreieck wird repräsen- 
tirt durch die Gleichung «&ßy==0; die gerade Polare irgend eines Punktes 
&, ß}, 9, in Bezug auf dasselbe ist daher 


Pet uß+ ap Yy=0 oder — — 5 + 0 
und diese ist mit der folgenden Construction identisch (Fig.4). ABC ist das 
Dreieck, 0 der Pol, ZMN die geradlinige Polare desselben; denn die Li- 


nien AD, BE,CF sind 
Y 


ER RE 
© NG 
‘und CF,FD,DE sind 
I de ee ee 
Pı m Yı a’ yı 4 Pı’ eı Pı das 
daher ist denn ZUM N 6 
* Y 
= a ih, 
3 na + 1 5 Yı 
Diese nämliche Construction also führt immer auch zur Bestimmung 
der geradlinigen Polare eines Punktes in Bezug auf eine Curve dritten Grades. 
Aus ihr muss daher auch die Construction des einer gewissen Räehtung 
conjugirten geradlinigen Durchmessers einer Curve dritter Ordnung hervor- 
gehen, als die gerade Polare eines in dieser Richtung unendlich entfernten 
Punktes. Ist 4BC noch immer das wie vorhin erhaltene Dreieck (erhalten 


also durch Bestimmung der sechs Durchschnittspunkte der Curve mit zwei 
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jener Richtung parallelen Sehnen und paarweise Verbindung derselben) und 
CF die Richtung, zu der man den entsprechenden Durchmesser sucht, so 
.zieht man AD || BE|| CF und vollendet die Figur wie folgt: ZLMAN (Fig. 5) 
wird der gesuchte Durchmesser sein. ® 
Wenn man sich die beiden von O aus gezogenen Transversalen unend- 
lich benachbart denkt (Fig.5), so gehen die drei geraden Linien ad’, bb‘, cc’ 
in die Tangenten der Curve in a,b, c über und diese drei Tangenten, in 
Punkten auf einer Transversale an die Curve gelegt, bilden dann das bespro- 
chene Dreieck. | 
Denkt man sich an Stelle dieses Tangentendreiecks das Asymptoten- 
_ dreieck, so entspricht diess dem Falle, wo die Transversale Oabc ganz im 
Unendlichen gedacht wird und man hat daher auch hier dann einen Durch- 
messer der Curve zu erwarten. 
Es mag bemerkt werden, dass die Gleichung der conischen Polare des 
Dreiecks &ßy==0 in Bezug auf den Punkt «, , ß,, } 
& 
ar „ +, =0 
ist, ein Kegelschnitt, der durch die Ecken des Dreiecks geht und dessen 
Tangente in einer Ecke des Dreiecks «,ß die Gleichung hat 


De ang 

ug Pı 
so dass man sie construiren kann, indem man den Scheitel «,ß mit dem 
Punkte verbindet, wo die gerade Polare des Punktes die Gegenseite y 
schneidet. 

Deswegen ist aber nicht zu übersehen, dass diese conische Polare des 
Dreiecks nicht zugleich auch die der Curve dritter Ordnung ist, aus der das 
Dreieck hergeleitet worden; denn zur Bestimmung eines Kegelschnittes 
gehören fünf Punkte, und da derselbe jede Transversale in zwei Punkten 
schneidet, so muss man drei Transversalen zu seiner Bestimmung benutzen, 
Oabc, Oadbe,Oa«a’b’ec‘. Zur wirklichen Construction dieses Kegelschnitts 
führt folgender Gedankengang. Der Polarkegelschnitt wird in Bezug auf 
alle möglichen Curven dritten Grades, die durch diese neun Punkte abe 
abe a” b”c” gehen, der nämliche sein müssen. Wählt man daher die Trans- 
versalen so, dass durch drei dieser Punkte a’a’a eine gerade Linie geht und 
deshalb die andern sechs bb’b’ec’c” einem Kegelschnitt angehören, so wird 
die conische Polare des Punktes 0 in Bezug auf das System dieser geraden 
Linie und dieses Kegelschnitts genau dieselbe sein, wie in Bezug auf die 
vorliegende Curve dritten Grades. Nun ist aber, wenn S den Kegelschnitt 
bbb’ccec" und Z die gerade Linie aaa” vertritt, 

d(SI)— LdS + ST. 

Es geht also die verlangte eonische Polare durch die Durehsehnitte von 
Z und. $ und auch dureh die Punkte, wo S durch die Polare von O0 in Bezug 
auf ,S geschnitten wird; und man hat zur Vervollständigung der Bestimmung 
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des gesuchten Kegelschnitts eine fünfte Bedingung in dem nach dem Frühe- 
ren nothwendigen Umstande, dass die gerade Polare des Punktes O in Be- 
zug auf die gegebene Curve auch die Polare desselben in Bezug auf den 
verlangten Kegelschnitt sei. « 

Kann man auf diese Weise die conische Polare in Bezug auf eine Curve 
dritten Grades einfach construiren, so erhält man ebenso für einen unendlich 
entfernten Punkt den Diametralkegelschnitt und erlangt damit die Auflösung 
beider Aufgaben der Tangentenconstruction für Curven dritter Ordnung: 
Construction der Tangenten von einem gegebenen Punkte aus — die coni- 
sche Polare dieses Punktes liefert die sechs Berührungspunkte — und Con- 
struction der 'Tangenten parallel einer gegebenen Richtung — die dieser 
Richtung conjugirte Diametralcurve leistet das Nämliche. 

Diese Andeutungen mögen für jetzt der beregten Frage genügen. 

Ehe ich zur zweiten gestellten Frage übergehe, führe ich hier, als einen 
merkwürdigen Beweis von den eigenthümlichen Vortheilen, welche die Theo- 
rie der Pole und Polaren gewähren kann, einen Satz von Salmon an, des- 
sen Beweis sich gerade hier vortrefflich anschliesst. 

Man denke sich durch zwei aufeinanderfolgende Punkte in einer Curve 
dritten Grades die zwei Reihen von Taangenten an dieselbe gelegt 

04,0B,0C, 0D, PA,PB,PC,PD, 

so durchschneidet irgend eine Tangente OA die darauffolgende Tangente PA 
in ihrem Berührungspunkte A. Die vier Berührungspunkte A, B,C,D liegen 
aber in der conischen Polare von 0, welche auch die gegebene Curve im 
Punkte O berührt. Es liegen also die sechs Punkte OPABCD in demsel- 
ben Kegelschnitt und daher ist das anharmonische Verhältniss des Büschels 
0(4BCD) das nämliche wie das des Büschels P(ABCD)., Weil nun diess 
Verhältniss immer dasselbe bleibt, wenn man von einem Punkt der Curve 
zum benachbarten geht, so ist es überhaupt constant für dieselbe Curve und 
man hat den schönen Satz: Das anharmonische Verhältniss des 
Büschels, welches die vier dureh einen Punkt einer Curve 
dritten Grades an dieselbe gezogenen Tangenten bilden, ist 
für dieselbe Curve unveränderlich. 

Dieses Verhältniss kann als eine unterscheidende numerische Cha- 
rakteristik der Curve dienen und da der Werth des anharmonischen 
Verhältnisses durch Projection ungestört bleibt, so können irgend zwei Cur- 
ven dritter Ordnung nur dann aufeinander projieirt werden, wenn diese cha- 
rakteristischen Zahlen für beide dieselben sind. 


Der geometrische Ausdruck dieses Satzes ist gleichfalls merkwürdig 
genug. Er besagt: Wenn QOund Pirgend zwei Punkte einer Curve 
dritter Ordnung sind, so schneiden die vier Tangenten von 
O an die Curve die entsprechenden vier Tangenten von Paus 
in vier Punkten, die mit O und Pauf demselben Kegelschnitt 
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liegen. (Wie leicht zu sehen, giebt es für jedes Punktepaar 0, P vier solche 
Kegelschnitte.) | 

‘Und nun die andere Frage betreffend nach der Form und Bedeutung 
der Theorie der Pole und Polaren in dem System der Dreipunkt-Coordina- 
ten, so ist die Antwort im Allgemeinen leicht: Die Form bleibt die- 
selbe, die Interpretation ändert sich. 

Mit ganz denselben Formeln, mit denen man in der entwickelten Weise 
von dem durch seine Coordinaten &,, 41, 2; gegebenen Pol zur Gleichung sei- 
ner Polare ging, die wie die Gleichung der gegebenen Curve in Punkt- 
Coordinaten gegeben ward, gelangt man im System der Dreipunkt-Coordi- 
naten von der geradlinigen Polare — denn diese ist hier durch ihre Coordi- 
naten x, Y1, 2; gegeben — zum Pol; die Gleichung der gegebenen Curve wie 
die des erhaltenen Pols wird in 'Tangential-Coordinaten erscheinen. 

Man erkennt aber sofort, dass das geometrische Gebild, welches jetzt 
als Pol zu bezeichnen ist, nicht mehr das einfach punktförmige ist, als wel- 
ches es vorausgesetzt wurde, da man von ihm ausging; vielmehr ist die geo- 
metrische Natur des Pols jetzt so zu bezeichnen: dieselbe Mannichfaltig- 
keit, die vorher dem Begriff der Polare eigen war, in welcher sie als gerade 
Polare, speciell als T'angente, als conische, eubische Polare, genauer gespro- 
chen als Polare zweiten Grades, als Polare dritten Grades auftrat, alle For- 
mengrade durchlaufend, die im System der Dreilinien- oder Punkt-Coordi- 
naten möglich sind, wird jetzt dem Begriff des Pols zu Theil werden; er 
wird alle im System der Dreipunkt- oder Tangential-Coordinaten darstell- 
baren Formen durchlaufen, der Pol einer geraden Linie wird vorhanden 
sein als Punkt, speciell als Ourvenpunkt, als Curve der zweiten, dritten, 
vierten Classe u. s. w. 

Man müsste jetzt, dem entsprechend, dass vorher eine Curve (n—- 1)" 
Grades die erste Polare war, eine Curve (n—1)'" Olasse als ersten Pol. 
bezeichnen und würde den allgemeinen Satz haben, dass diese Curve der 
(n— 1)" Classe von den n Tangenten der gegebenen Curve berührt wird, 
die daran in den Punkten gezogen sind, wo sie di®gegebene gerade Polare 
schneidet. Ueberall in allen Einzelnheiten wird diese vollständige Dualität 
oder Reeiprocität gefunden werden, wie sie schon in den beiden Auffassungs- 
weisen einer Curve ausgeprägt ist, nach welchen dem System der Punkt- 
Coordinaten eine Curve der Ort eines beweglichen Punktes, dem System 
der Tangential-Coordinaten die Umhüllung einer beweglichen geraden Li- 
nie ist. \ 

An einem Beispiele jedoch mag diese reeiproke Auffassung etwas näher 
dargestellt werden; ich.wähle dazu die allgemeine Entwickelung der Polare 
eines beliebigen Punktes &,,/,2,, wie sie durch Einführung der Werthe 

ux, tim, uyy t Ay, ur, +2 
für &,y, z in die allgemeine Gleichung der gegebenen Curve in dem Frühe- 
ren vorgelegt worden ist. Jetzt ist die Gleichung der gegebenen Curve nicht 
9* 
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ınehr eine Relation, die die Coordinaten jedes ihrer Punkte erfüllen, son- 
dern vielmehr eine solche, welcher die Coordinaten jeder ihrer Tangenten 
genügen; &,Y4, 2; Sind nicht die Coordinaten eines Punktes, sondern einer 
geraden Linie. Wenn dort w:A das lineare Verhältniss war, in welchem 
die Verbindungslinie des gegebenen festen Punktes x,,%,, 2} (0) mit dem ver- 
änderlichen Punkte &, y,z (R) durch einen Punkt in der Curve (R,) getheilt 
wurde, nämlich ER, 
2,PORN 


so ist jetzt vielmehr diese selbe Grösse 7 das Sinusverhältniss, nach wel- 


chem der Winkel, den die gegebene feste gerade Linie &,,y,,2, (0) mit der 
veränderlichen geraden Linie &,y, 2 (R) bildet, durch eine Tangente der Curve 


(R,) getheilt wird: 
uw __sinRPR, 


r  sinOPR, 

(wenn P den Scheitel jenes Wiukels bezeichnet). Dort durchlief der ver- 
änderliche Punkt R die gesuchte Polare, hier umhüllt die veränderliche 
gerade Linie R den gesuchten Pol, dort war R, ein Punkt der gegebenen 
Curve, hier ist es eine T’angente derselben, dort theilte er die Verbindungs- 
linie der zwei Punkte 0, R, hier den Winkel der sich schneidenden geraden 
Linien Ö,.R. 

Wenn daher — um gleich.von den Resultaten zu sprechen, denn alles 
Rechnungswerk bleibt genau das Nämliche — dort die Gleichung der gerad- 
linigen Polare erhalten ward, 

ie 


(er) + 


so stellt hier genau dieselbe Gleichung vom ersten Grade den punktförmi- 





gen Pol dar. Und wenn dort diese geradlinige Polare die Eigenschaft besass, 


ee ee 
so besitzt hier der punktförmige Pol die Eigenschaft 
EN. sinRPR, 
= (%) = 2 (orr)= 0, 
wobei der Punkt P die gegebene gerade I,inie durchläuft; dort ist die’cha- 
rakteristische Gleichung die gleich Null gesetzte Summe der Abschnittsver- 





hältnisse zwischen einem Punkt der Curve und einem der Polare zu dem 
von jenem Uurvenpunkt bis zum Pol; hier die gleich Null gesetzte Summe 
der Sinusverhältnisse zwischen dem Winkel, den eine Tangente der Curve 
und eine des Pols und dem Winkel, den dieselbe Curventangente und die 
gegebene gerade Polare bilden. (Der Scheitel des ersteren Winkels ist im- 
mer ein Punkt der geraden Polare; solches ist zu bemerken nützlich, weil 
der Pol in dem betrachteten Falle punktförmig und daher von Tangenten 
desselben nur uneigentlich zu reden ist.) 
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In ganz gleicher Weise ändert sich hier die Bedeutung der übrigen 
allgemeinen Gleichungen nun bezüglich der Pole der verschiedenen Qlas- 
. sen. Nur an jene Gleichung des punktförmigen Pols mögen noch einige Be- 
merkungen geknüpft werden. Für eine Curve zweiter Classe wird seine 
charakteristische Relation 

sinPR, | sinRPR, _ 

sinR, PO sen PO, 
welches den Satz ausspricht: Wenn man von irgend einem Punkte 
Peiner festen geraden Linie OP Tangenten PR,,PR,an einen 
Kegelschnitt zieht und dann den Strahl PR so legt, dass 
P(OR, RR,) ein harmonisches Büschel ist, so geht PR durch 
einen festen Punkt. 





0, 


Diess ist die fundamentale Beziehung zwischen Pol und Polare in Be- 
zug auf einen Kegelschnitt als eine Curve zweiter Ulasse betrachtet. 

Aus der allgemeinen Gleichung des punktförmigen Pols. und seiner 
fundamentalen Eigenschaft erkennt man, dass allerdings ein einziger Punkt 
als Pol einer geraden Linie in Bezug auf eine Curve höherer Glasse gefun- 
den wird. Als man dagegen früher den Pol einer geraden Linie in Bezug 
auf eine Curve höherer Ordnung suchte, fand man, dass viele Pole der 
geraden Linie entsprachen, nur den einzigen Fall der Curve zweiter Ord- 
nung ausgenommen. 

Wenn die gerade Linie im Unendlichen gedacht wird, so ist ihr Pol in 
Bezug auf einen Kegelschnitt das Centrum, der Mittelpunkt desselben; nach 
Analogie dieser Bezeichnung würden bei einer Curve höheren Grades viele 
Punkte auftreten, die alle gleichberechtigt wären, Mittelpunkte zu heissen. 
Ich habe deshalb ganz vermieden, an der betreffenden Stelle des Früheren 
davon zu sprechen, obgleich das über die Durchmesser Gesagte aufzufor- 
dern schien, von Mittelpunkten zu handeln. (Nämlich nach Analogie des 
Verhältnisses von Durchmessern und Mittelpunkten bei den Kegelschnitten.) 

Jetzt kann erkannt werden, dass einheitliche Mittelpunkte den Curven 
nur insofern entsprechen, als man sie als Umhüllungen bewegter gerader 
Linien betrachtet. Die vollkommene und nur hier vorhandene Ueberein- 
stimmung zwischen Grad und Olasse bei den Kegelschnitten ist die Ursache 
des hier stattfindenden genauen Zusammentreffens beider Betrachtungsweisen. 

Um so mehr ist es wünschenswerth, hier die interessante Frage zu 
beantworten, welche Eigenschaft einen solchen Mittelpunkt einer Curve 
höherer Classe charakterisirt. 

Wenn man den Fusspunkt der von A, auf die gerade Linie RP gefäll- 
ten Senkrechten M, und den Fusspunkt der von demselben Punkte auf die 
Linie OP gefällten Senkrechten 0, nennt, so kann die allgemeine Relation 

( RPR, M,R, 


Fur 50) = 0in der Form 2 ee; 5) ze 
geschrieben werden. 
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Wenn nun die Linie OP in das Unendliche fortrückt, so’ werden alle 
Nenner in dieser Summe einander gleich und man hat als einfache Defini- 
tion eines wirklichen Mittelpunktes 

Z(MR)=0; 
d.h. es verschwindet die Summe der Senkrechten, die man von den Berüh- 
rungspunkten eines Systems paralleler Tangenten auf eine durch den Mittel-. 
punkt gezogene gleichgerichtete gerade Linie fällen kann, oder die Summe 
der Perpendikel von ihm selbst auf dieses Tangentensystem. | 

Chasles hat diesen Satz zuerst gegeben (Quetelet, Corresp. malh. 
II.8.): Das Centrum der mittleren Entfernungen eines Systems 
paralleler Tangenten zu einer beliebigen gegebenen Curve 
ist ein fester Punkt, der als der Mittelpunkt der Curve be- 
trachtet werden kann. In einem Kegelschnitt ist der Mittelpunkt der 
Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier parallelen Tangenten dieser 
feste Punkt. In einer Curve dritter Classe ist es der Schwerpunkt des durch 
die Berührungspunkte gebildeten Dreiecks u. s. w. 

Damit mag nun auch die Erörterung jener anderen Frage und diese _ 
Darlegung der T'heorie der Pole und Polaren überhaupt geschlossen sein. 


“v1. 
Die Elektrieitätslehre vom Standpunkt der Undulationstheorie. 


Ein Versuch von Dr. Ep. ZETZSCHE, 


Lehrer a. d. K. Gewerbschule in Chemnitz. 


2. Artikel. 


In dem Vorhergehenden haben wir gezeigt, welche vielseitige Ueber- 
einstimmung zwischen Schall, Wärme, Licht, Elektrieität und Magnetismus 
vorhanden ist; daran reihen wir jetzt den Versuch, die elektrischen Er: 
scheinungen aus der Annahme von elektrischen Schwingungen zu erklären. 
Gerade wegen jener nachgewiesenen Uebereinstimmung aber schliessen 
wir uns enger an die Theorie des Lichtes an und suchen durch sie zuvör- 
derst eine Grundlage zu gewinnen, auf welche wir uns bei der Bildung un- 
serer Ansicht über die allgemeinsten Eigenschaften der elektrischen Schwin- 
gungen stützen können. 

Da das Licht, abweichend vom Schalle, sich selbst durch einen luft- 
leeren Raum hindurch fortpflanzt, so nimmt man an, dass die Lichtschwin- 
gungen nicht Schwingungen der Körpertheilchen seien, sondern in einem 
überall verbreiteten, höchst elastischen Medium, in dem Aether vor sich 
gingen. Die Theilchen dieses zur Erklärung der Lichterscheinungen zu 
Hilfe genommenen Aethers sind im Verhältniss zu den Körpertheilchen äus- 
serst klein und zwar in dem Grade, dass ihre lichtgebende Bewegung die 
Körpertheilchen weiter gar nicht berührt, sondern Letztere bei derselben in 
Ruhe bleiben *). Wohl aber übt die wägbare Masse der Körper einen ge- 
wissen Einfluss auf die Aethertheilchen aus, und desshalb ist die Fortpflan- 
zung des Lichtes im luftleeren Raume und in den verschiedenen gasförmi- 
gen, füssigen und festen Körpern verschieden. Eben so gut nun, wie die 
Körpertheilchen auf einander einwirken, thun es auch die Aetherpartikel- 
chen; allein es wird die dadurch bedingte absolute Elastieität des Aethers 


*) Wenn nicht etwa die chemische Wirkung des Lichtes auf eine Ueberwin- 
Jung, der Trägheit der ruhenden Körpertheilchen durch den schwingenden Aether 
indeutet, 
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durch jenen Einfluss der Körpertheilchen abgeändert, und wir lernen somit 
immer nur die relative Elastieität der Aethertheilchen kennen. Für gewöhn- 
lich befindet sich die Gesammtwirkung aller auf irgend ein Aethertheilchen 
anziehend oder abstossend wirkenden Aethertheilchen zugleich mit der von 
den Körpertheilchen auf dasselbe ausgeübten Anziehung oder Abstossung 
im Gleichgewichte. Wird dieses Gleichgewicht gestört, so streben die Aether- 
theilchen in dasselbe zurückzukehren, und wegen der vorhandenen Elastici- 
tät beginnt zuvor ein Schwingen um die Gleichgewichtslage; diese Schwin- 
gungen aber pflanzen sich dadurch fort, dass in Folge des zwischen den 
Aethertheilchen bestehenden Zusammenhangs jedes folgende Theilchen eine 
Anregung bekommt, die Bewegung des vorhergehenden (um eine kurze Zeit 
später) nachzumachen. Werden auf diese Weise die entstandenen Schwin- 
gungen bis zur Netzhaut des Auges fortgepflanzt, so empfindet das Auge sie 
als Lichteindruck. Diese Schwingungen des Aethers erfolgen transversal 
auf die Fortpflanzungsriehtung, welehe mit der Richtung. der Strahlen zu- 
sammenfällt. „In dem einfachsten homogenen Lichte bewegen sich die 
schwingenden Aethertheilchen nach der Weise eines einfachen Pendels und 
beschreiben entweder geradlinige, kreisförmige, oder elliptische Bahnen. 
Diese Bewegungsformen sind der Grund der geradlinigen, der eircularen 
und der elliptischen Polarisation. Die Farbe des Lichtes richtet sich nach 
der Dauer einer Schwingung; die Stärke desselben wird durch das Quadrat 
der Schwingungsweite gemessen “ *). 

Wenn wir nun ganz denselben Aether und in derselben Weise auch die 
elektrischen Erscheinungen vermitteln lassen wollen, nämlich so, dass er 
dieselben nicht schon durch sein blosses Vorhandensein, sondern erst dann 
vermittelt, wenn er in gewisse Schwingungen **) geräth, so finden wir uns 
doch besonders durch die Leitungserscheinungen und durch die so deutlich 
ausgeprägte, kräftige Einwirkung der Elektricität auf die Massentheilchen 
zu einer wesentlichen Abweichung von der eben kurz vorgetragenen Theo- 
rie des Lichtes veranlasst. Und desshalb stellen wir die Elektrieität gleich- 


*) Ettingshausen: die Prineipien der heutigen Physik, S. 10. 


**) Wir denken uns diese Schwingungen ebenfalls transversal gegen die Fort- 
pflanzungsrichtung. — Die vorliegende Abhandlung war in ihrem Hauptentwurf 
schon zu Ende 18356 fertig und wurde zuerst im Januar 1857 privatim mitgetheilt, 
im April 1857 aber der philosophischen Facultät der Universität Jena vorgelegt. 
Gegen Ende 1857 erschien von Professor Karl Robida in Klagenfurt eine „Vi- 
brationstheorie der Elektricität.‘“ Robida hat ‚seit Anfang dieses Jahres (1857) 
die Vibrationstheorie der Fluidumshypothese substitnirt‘“ und nach ihm „beruht 
die Elektrieität auf Longitudinalschwingungen der Theilchen eines elektrischen 
Körpers, aus welchen Longitudinalwellen entstehen, die als positiv elektrische 
mit verdichtetem Vordertheile, als negativ elektrische mit verdünntem Vordertheile 
in der Fortpflanzungsrichtung der entsprechenden Klektrieität fortschreiten.‘* Für 
die Richtigkeit dieser Bel:auptung werden directe Beweise aufgeführt. Die Be- 
weisführung ist aber locker und lückenhaft, und es herrscht in der ganzen Durch- 
führung viel Willkühr und zum Theil Unbestimmtheit, wie wir in einem spätern 
Artikel nachzuweisen Gelegenheit nehmen werden. 
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sam als Uebergangsglied zwischen Schall und Licht durch die Annahme, 
dass die elektrischen Erscheinungen weder ausschliessend und allein aus 
Sehwingungen der Körpertheilchen, noch ausschliessend und allein aus 
Schwingungen des Aethers, sondern aus beiden gemeinschaftlich hervor- 
sehen*). Damit sich also ein Körper elektrisch zeige, müssen in ihm 
beiderlei Schwingungen vorhanden sein, und so lange sie vorhanden sind, 
ist eben der Körper elektrisch. Es treten nun aber elektrische Schwingun- 
gen der Körpertheilchen nie allein auf, sondern sind stets von gleichen 
Schwingungen des Aethers begleitet; dagegen kann es geschehen, dass in 
besonderen Fällen blos die Aethertheilchen in Schwingungen gerathen, ohne 
zugleich die Körpertheilchen mit in Schwingungen zu versetzen. Es kön- 
nen nämlich die Wechselbeziehungen zwischen Aether- und Massentheilchen 
von verschiedener Art sein. Die Körpertheilchen werden immer ein gewis- 
ses Uebergewicht über die Theilchen des so äusserst feinen und beweglichen 
Aethers ausüben und desshalb gewaltsam und unwiderstehlich ihre Schwin- 
gungen stets auch auf den Aether übertragen, während ein Schwingen der 
Aethertheilchen sich den Körpertheilchen nur dann mittheilen kann, wenn 
die Wechselwirkung zwischen beiden kräftig genug dazu ist und wenn über- 
diess die Starrheit der Körpertheilchen diese nicht hindert, dem erhaltenen 
Antriebe zu Schwingungen zu folgen. Werden also irgend welche elektri- 
sche Schwingungen bis zu einem Körper fortgepflanzt**), so wird es von 
dem in diesem herrschenden Verhältnisse zwischen Aether- und Körper- 
theilchen abhängen ***), ob in ihm durch den von den ankommenden Schwin- 
gungen ausgehenden und desshalb in seiner Stärke bestimmten Antrieb blos 
der Aether, oder ob Aether- und Körpertheilchen zugleich in Schwingungen 
versetzt werden, d.h. ob der Körper blos die Elektrieität als Strahlung durch 
sich hindurch wirken lässt F),‘oder ob er selbst elektrisch wird. Im erstern 


*) Robida nimmt blos Schwingungen der Körpertheilchen an; wir gewinnen 
durch unsere Annahme eine leichte Erklärung für die influenzirende ‚und induei- 
rende Fernwirkung der Elektrieität und leiten aus ihr auch die Verschiedenheiten 
im Verhalten der Leiter und Nichtleiter ab. — Dieselbe Annahme dürfte mit ähn- 
lichem Vortheil wohl auch für die Wärme beibehalten werden können; ohnehin be- 
trachtet man ja die Verbreitung der Wärmestrahlen als ätherische Wellenbewegung 
mit transversalen Schwingungen; während man sich andere Wärmeerscheinungen 
als auf Schwingungen der Körpertheilchen selbst beruhend vorstellt. Vergl. dar- 
über Ettingshausen, die Prineipien der hentigen Physik, S. 14 und 15. 

*#) Viel Aehnlichkeit mit dem vorliegenden Falle hat die Resonanz. — Die Luft 
über einem tönenden Körper schwingt ebenfalls mit, und es erscheinen die Chlad- 
ni’schen Klangfiguren auch auf einer über einer tönenden Scheibe ausgespannten 
Membran. Eine Berührung des tönenden Körpers mit der Hand oder mit einem 
andern weichen Körper lässt den Ton verschwinden oder macht ihn unrein. 

###) Becquerel, traitd de physique I, 367: ‚‚Die Leitungsfähigkeit kann 
von dem Molekularzustande abhängen; der Diamant isolirt, Anthraeit und Coak 
leiten.‘‘ — Wenn die Theilehen durch äussern Zwang in einer unfreiwilligen Span- 
nung erhalten werden, so werden sie an Beweglichkeit verlieren und sich ihre 
Leitungsfähigkeit vermindern. Einfluss der Temperatur anf die Leitungsfähigkeit. 

y) Bei der gestrahlten Wärme wird der Körper, durch den hindurch die Strah- 
lung erfolgt, selbst nicht warm. 
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Falle nennen wir den Körper einen Nichtleiter oder Isolator, im zweiten 
einen Leiter*). In den Leitern überträgt sich immer die Schwingung von 
einem Theilchen auf die andern und es werden so auch beide Arten der 
Schwingungen fortgepflanzt **). Ja selbst dann, wenn bis zu einem Leiter 
nur Schwingungen der Aethertheilchen gelangen, gerathen doch in ihm nicht 
blos die Aetbertheilchen, sondern auch die Körpertheilchen mit in Schwin- ' 
gungen und die zu ihm gelangte Strahlung wird in ihm (bei der Influenz 
oder Vertheilung) zur Leitung, weil ja bei den Leitern die Aethertheilchen 
nicht allein schwingen können, die Strahlung nicht unverändert durch sie 
hindurchgeht. Anders ist es bei den Nichtleitern: da vermag kaum ein | 
schwingendes Körpertheilchen seine trägen Nachbarn in Schwingungen zu 
versetzen und noch viel weniger kann daher ein Aethertheilchen durch seine 
Schwingungen die Körpertheilchen zum Mitschwingen anregen. Es ist viel- 
mehr in den Nichtleitern die Wechselwirkung zwischen den Aether- und 
Körpertheilchen so schwach, dass die Letztern den Erstern sogar gestatten, 
für sich allein zu schwingen. So tritt bei den Nichtleitern die Strahlung 
mehr oder minder frei von der Leitung hervor, deren Begleiterin sie übri- 
gens für gewöhnlich ist. Es braucht ferner wohl kaum noch besonders her- 
vorgehoben zu werden, dass die Nichtleiter in Folge der durch sie hindurch- 
schenden Strahlung noch nicht elektrisch werden, so lange nicht auch die 
Körpertheilchen in ihnen zu schwingen beginnen. Wenn: aber ein Nicht- 
leiter einmal elektrisch wird, wenn bei ihm auch die Körpertheilchen schwin- 
gen, dann werden deren Schwingungen in der Regel sehr heftig sein ***). 
Die Strahlung muss als blosse Fortpflanzung der elektrischen. Aetherschwin- 
gungen mit der geradlinigen Fortpflanzung der Lichtstrahlen mehr im Ein- 
klang stehen, als die Leitung, bei welcher sich die Schwingungen von Theil 
zu Theil mittheilen und, ohne eine ursprüngliche Riebtung der Fortpflan- 
zung festzuhalten, dem Leiter in allen’ seinen Windungen und Krümmungen 
folgen y), so lange nur der Zusammenhang nicht unterbrochen ist. Die In- 


*) In der Wirklichkeit dürfte es aber weder vollkommene Nichtleiter, noch 
vollkommene Leiter, sondern blos gute und schlechte Leiter geben, wie es ja auch 
nicht vollkommen elastische oder unelastische Körper gibt. — Die besten Leiter 
der Elektrieität und zugleich der Wärme sind die dehnbaren Metalle und die leicht 
beweglichen Flüssigkeiten; die besten Isolatoren sind spröde und zähe Substanzen. 
Trockene Gase isoliren so lange, bis die schwache Wechselwirkung zwischen Aether- 
und Körpertheilchen durch die mit zunehmender Verdünnung wachsende Beweg- 
lichkeit der Theilchen überboten wird. — Der harte Stahl #&t eine grössere Coer- 
eitivkraft, als weiches Eisen, dessen Coereitivkraft jedoch durch Kalthämmern 
und Verdrehen um seine Längsaxe wächst, 

*#*) Mit gleicher Geschwindigkeit durch eine Art Unisoniren. 

###) Bei gespannten Saiten und Membranen sind die Schwingungszahlen propor- 
tional den Quadratwurzeln aus den spannenden Gewichten. Vergl. Pouillet, 
übersetzt von Palmieri, III. $ 330. 

+) Ganz ähnlich wie bei der geleiteten Wärme. Vergl. Zantedeschi Il. I. 
S. 268 und die Note von Melloni zn $ 482 der Palmierischen Uebersetzung des 
4. Theils der Physik von Pouillet. 
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tensität nimmt daher hier nicht mit dem Quadrate der Entfernung ab, sondern 
ist lediglich durch die Anzahl der hintereinander in Schwingungen zu ver- 
setzenden Theilchen bedingt*), was das Ohm’sche Gesetz über den Ein- 
fluss der Länge des Leiters auf die Stromstärke bestätigt. Da es endlich 
eines kräftigeren Anstosses bedarf, um die gröberen Körpertheilchen in 
Schwingungen zu versetzen, so wird auch bei der Leitung mehr von dem 
Schwingungsmomente des ursprünglich elektrischen, abgeleiteten Körpers 
verbraucht, als bei der blossen Strahlung**); dennoch schützt auch der 
beste Nichtleiter auf die Dauer nicht ausreichend gegen jeden Verlust an 
Elektrieität. 

Vielleicht werden durch die Schwingungen der Körpertheilchen vor- 
wiegend die Veränderungen veranlasst, welche durch die Elektricität im 
den Aensserungen der Molekularkräfte eintreten, während die leuchtenden 
und dynamischen Wirkungen auf Rechnung der Schwingungen der Aether- 
theilchen zu schreiben wären. 

Auf eine Verdichtung im fortpflanzenden Mittel, welche bei den blos 
im Aether fortgepflanzten Lichtschwingungen nicht stattfindet, scheint das 
Zickzack des Blitzes und die Verästelung der elektrischen Funken hinzu- 
deuten. | | 

Und wie lassen sich nun aus diesen Voraussetzungen die ‚Gesetze der 
elektrischen Erscheinungen entwickeln? Bei der Untersuchung darüber 
scheiden wir die Gesammtheit der elektrischen Erscheinungen in zwei Grup- 
pen und handeln zunächst von der Erregung der Elektricität und dann von 
dem Verhalten elektrischer Körper. 

1) Unter den verschiedenen Arten der Erregung der Elektrieität 
besprechen wir zuerst die Erregung durch Berührung. Wie sich in jedem, 
in allen seinen einzelnen Theilchen völlig gleichartigen Körper die wech- 
selseitigen Wirkungen der Körper- und Aethertheilchen auf einander im 
Gleichgewichte befinden, so ist es auch bei der Berührung zweier ganz 
gleichartiger Körper ***); denn es erhält hier jedes Theilchen in der Berüh- 
rungsfläche zwei gleiche Antriebe nach entgegengesetzter Richtung. Dess- 
halb ist in beiden Fällen keine Ursache vorhanden, wesshalb die Theilchen 
aus dem Zustande der Ruhe in eine schwingende Bewegung übergehen soll- 
ten. Sind aber die beiden sich berührenden Körper verschiedenartig, so 


*) Die Grösse des Querschnitts dagegen ist hier eben so wenig von Gewicht, 
als bei der Verbreitung tönender Schwingungen. Vergl. Porillet, übersetzt von 
Palmieri, III. 8 337. S. 82. 

**) Für gewöhnlich ist die Influenz und Induction für den influeneirenden und 
inducirenden Körper nicht als Arbeit zu betrachten; wohl aber die Ueberwindung 
des Leitungswiderstandes (vgl. Ettingshausen, die Prineipien der heutigen Phy- 
sik, S. 18). Dass aber selbst bei der Influenz eine namhafte Menge Elektricität 
verbraucht und unwirksam gemacht werden kann, zeigen uns die Erfahrungen an 
ins Meer versenkten Telegraphendrähten. 

##*) Andrer Meinung ist Robida, vergl. Vibrationstheorie $. 14; allein auch 
in diesem Punkte können wir uns nicht zu seiner Ansicht bekehren. 
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sind die von den entgegengesetzten Seiten kommenden Antriebe, wenn sie 
in gleichem Sinne erfolgen, sie also das davon ergriffene Theilchen aus der 
Gleichgewichtslage nach entgegengesetzten Richtungen zu verschieben stre- 
ben, wenigstens nicht gleich gross, und es bleibt dann ihre Differenz wirk- 
sam übrig; oder die Antriebe wirken gar in entgegengesetztem Sinne auf 
ein und dasselbe Theilchen, und dann unterstützen sie sich gegenseitig in 
ihren Wirkungen. Es wird also in diesem Falle immer das Gleichgewicht 
gestört sein*) und zwar um so mehr, je grösser die Verschiedenheit oder 
der Gegensatz in den Eigenschaften der zur Berührung gebrachten Stoffe 
ist, d.h. je stärker deren chemische Verwandtschaft ist **). Aus dieser er- 
sten Gleichgewichtsstörung werden dann um so leichter elektrische Schwin- 
gungen hervorgehen können, je stärker die Wechselwirkung zwischen den 
Theilchen ist und je leichter sich dieselben in elektrische Schwingungen 
versetzen lassen. Daher liefert nur die Berührung guter Leiter merkliche 
Elektrieität und zwar um so mehr, je verschiedenartiger dieselben sonst sind. 
Die Theilchen in der Berührungsfläche haben aber gerade die entgegen- 
gesetzte relative Lage gegen die Theilchen des einen und des andern der 
beiden sich berührenden Körper, somit erfolgt die erste Ablenkung aus der 
Gleichgewichtslage für den einen Körper gerade in entgegengesetztem 
Sinne, als für den andern Körper. Wenn nun die Schwingungen selbst von 
solcher Beschaffenheit sind, dass durch den eben genannten Umstand und 
seinen Einfluss ‚auf die Gestalapder die Lage der Schwingungsbahn die 
Schwingungsweise sich als eine andere herausstellen kann ***), so können 
die von den schwingenden Theilchen in der Berührungsfläche aus gleich- 
zeitig nach beiden Seiten hin fortgepflanzten Schwingungen in verschiede- 
nem Sinne erfolgen, einen gewissen Gegensatz zeigen und den ‚einen der 
beiden sich berührenden Körper als positiv, den andern als negativ elek- 

trisch erscheinen lassen. 
Die Schwingungen pflanzen sich also von der Berührungsfläche aus 


*) Ganz gleichförmig werden wir auch alle andern Erregungsarten der Elec- 
trieität, selbst Influenz und Induction aus Störung des Gleichgewichts ableiten; — 
Beequerel, trait@E de physique I. S. 74: „Alles, was das natürliche Gleichge- 
wicht der Moleküle zu stören strebt, wird Ursache einer Elektricitätserregung.‘‘ 


*#*) Wir möchten hier an die chemische Wirkung durch Contact (Mitscher- 
lich) oder die Katalyse (Berzelius) erinnern. Berzelius hält die katalyti- 
sche Kraft für eine besondere Aeusserung der elektrochemischen Thätigkeit, deren 
Wirkung eigentlich därin bestehe, dass sie ‚die Elemente der Körper zu einer'neuen 
Anordnung veranlasst,‘ in welcher die entgegengesetzten Elektrieitäten vollständi- 
ger nentralisirt d. h. die Verwandtschaften mehr ausgeglichen sind. Vergl. Ram- 
melsberg, Lehrbuch der Stöchiometrie, Berlin 1842, S. 57. Diese Erklärung 
von Berzelius lässt sich mit der hier vorgetragenen Ansicht recht gut vereinigen, 


 ###) Der Einfluss der Art und Weise, in welcher das zuerst schwingende Theil- 
chen abgelenkt wurde, auf die Schwingungsweise der andern damit zusammenhän- 
eenden Theilchen findet sich sehr deutlich ausgesprochen in den Resonanzerschei- 
nungen von Platten, die mit gestrichenen Saiten in Verbindung stehen. Vergl. 
Pouillet, übersetzt von Palmieri III. $ 350. S. 112. 
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über beide Körper in deren ganzer Ausdehnung *) fort. Das dabei ver- 
brauchte Schwingungsmoment wird stetig wieder ersetzt, so lange in der 
Berührung die erregende Ursache thätig bleibt. In Folge dieser Nachhal- 
tigkeit der Wirkung geräth der ganze Körper dauernd in elektrische Schwin- 
gungen, deren Intensität **) anfänglich zunimmt, bis sich ein neuer Behar- 
rungszustand herausgebildet hat und mit diesem das Maximum der Elektri- 
eität erreicht wurde. Auch hierbei ist wieder (wie $.135 Note *) die Grösse 
des Querschnitts der Körper ohne Einfluss und demgemäss ist es auch gleich- 
giltig, ob in dem (Juerschnitte, von welchem die Bewegung ursprünglich 
ausging, nämlich in der Berührungsfläche, eine grössere oder geringere An- 
zahl von Theilchen aus dem Gleichgewichte gebracht wurden oder mit an- 
dern Worten: die Grösse der Berührungsflächen ist eben so ohne Einfluss 
auf die Menge der erregten Elektrieität, wie die Grösse der Löthflächen 
bei der Thermoelektrieität***); vielleicht aber dürfte in beiden Fällen von 
dieser Grösse die Zeit abhängen, welche bis zum Eintritt des Maximums 
verfliesst. Wesentlich anders natürlich verhält es sich, wenn mehrere Be- 
rührungsflächen hinter einander thätig sind und in einem aus mehreren 
Theilen gebildeten Ganzen wirken. Daher kommt es auch, dass die elek- 
trische Differenz zwischen zwei Gliedern der elektrischen Spannungsreihe 
gl@fch ist der Summe der Differenzen der Zwischenglieder, wobei man zu- 
gleich die Art und Stärke der ersten Einwirkung der sich berührenden Sub- 
stanzen nicht ausser Acht lassen darf; denn aus ihr erklärt sich einmal, 
warum die elektrische Spannungsreihe in so naher Beziehung zu den chemi- 
schen Eigenschaften f) steht, und andrerseits, warum derselbe Stoff positiv 
oder negativ elektrisch wird, jenachdem man den zweiten, ihn berührenden 
Körper wählt. Die Polarisation oder elektromotorische Gegenkraft bei den 
ineonstanten Ketten liefert den schlagendsten Beweis, wie die Einwirkung 
sofort sich ändert, wenn die Körper ihre Eigenschaften wechseln, vornäm- 
lich wenn diess an den sich berührenden Flächen geschieht. 

Wie in einem tönenden Körper, wenn er in Unterabtheilungen schwingt, 


*) Ganz ähnlich wie bei tönenden Körpern; vergl. Pouillet, übersetzt von 
PalmieriIlII. $ 343. 

*#) Könnte auch bei der Elektrieität, wie beim Lichte (S. 132), das Quadrat der 
Schwingungsweite als Maass für die Intensität gebraucht werden? 


**#) Bei dem Elektrisiren eines Körpers durch Mittheilung dagegen fehlt die 
Nachhaltigkeit der Wirkung. Hier besitzt der mittheilende elektrische Körper nur 
ein bestimmtes Schwingungsmoment, das sich, einmal verbraucht, nicht wieder er- 
setzt. Je mehr also hier mit der gesammten Masse des zu elektrisirenden Körpers 
die Anzahl der hintereinander in Schwingungen zu versetzenden Theilchen wächst, 
um so geringer nur kann der Antheil sein, welcher von jener gegebenen, auf Stö- 
rung des-Gleichgewichts wirkenden Kraft auf jedes einzelne Theilchen kommt, 
desto geringer ist dann auch die Intensität der Schwingungen oder die Dichte der 
Elektrieität. 

7) Den Grund für das eigenthümliche Verhalten der tropfbaren und elastischen 
ee möchten wir in ihren chemischen und physikalischen Eigenschaften 
suchen, 
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ruhende Schwingungsknoten die Stellen bezeichnen, wo die entgegengesetzt 
schwingenden Systeme an einander grenzen, so zeigt sich die Berührungs- 
fläche der beiden entgegengesetzt elektrisch gewordenen Körper als Indiffe- 
renzzone. Do lange nun die beiden elektrischen Pole isolirt bleiben, wer- 
den die Schwingnngen eines jeden der beiden Systeme durch die des andern 
beeinträchtigt), indem hier eine Art Resonanz statt hat, ganz ähnlich wie 
bei einem System, das aus mehreren tönenden Körpern gebildet ist. Wird 
dagegen der eine Pol abgeleitet, so wird sein Schwingungsmoment durch 
die unendlich grosse Anzahl der von ihm aus in Schwingungen zu versetzen- 
den Theilchen verbraucht**) und die Intensität der Schwingungen des an- 
dern, nicht abgeleiteten Systems wird grösser, verdoppelt sich nahezu. Der 
Leiter, welcher den ableitenden Körper mit dem abgeleiteten Pole verbin- 
det, wird im Augenblicke der Ableitung selbst von einem „elektrischen 
Strom“ durchlaufen, d.h. es pflanzen sich die vom Pol ausgehenden elek- 
trischen Schwingungen durch ihn hindurch fort. Der im vorliegenden Falle 
entstehende elektrische Strom ist aber nur ein momentaner, eine einzelne 
elektrische Welle. Werden dagegen beide Pole gleichzeitig abgeleitet, so 
werden in jedem Augenblicke die Schwingungen, welche in der Berührungs- 
fläche entstanden, nach beiden Seiten vollständig abgeleitet und verbraucht, 
und es können von Augenblick zu Augenblick in ununterbrochener Außein- 
anderfolge neue Schwingungen entstehen und sich fortpflanzen: es beginnt 
ein dauernder elektrischer Strom ***), eine beständige Erregung und Vernich- 
tung elektrischer Schwingungen, eine ununterbrochene Folge elektrischer 
Wellen). Dasselbe findet statt, wenn man die beiden Pole selbst durch 
einen Leiter mit einander verbindet; denn auch dann ist die Füglichkeit 
vorhanden, dass sich in diesem Leiter, in dem Schliessungsbogen, die 
von den beiden Polen herkommenden Schwingungen gegenseitig beständig 
vernichten oder ausgleichen und so von der Berührungsfläche . bestän- 


*) Darauf scheint auch der in der Zeitschrift des Telegraphen-Vereins II. 7. S. 154 
mitgetheilte fünfte Versuch von Wheatstone hinzuweisen, bei welchem die in 
gleicher Entfernung von den Batteriepolen in den (660 englische Meilen langen) 
Schliessungsdrabt eingeschalteten Galvanometer gleichzeitig abgelenkt wurden, 
wenn der Schliessungskreis in der Nähe eines Poles geöffnet war und dann wieder 
geschlossen wurde. 

*#) Vergl. die Note 133 #*) auf 8. 5. 


###) Nach Gauss kann ein elektrischer Strom auch eirculiren zwischen zwei 
Körpern, welche bei hinreichender Grösse die Elektrieität aufzunehmen vermögen. 
Und in der That besitzen die momentanen Ströme, welche z. B. während der La- 
dung einer Leidner Flasche den Ladungsdraht durchströmen, nach Ritter alle 
3igenschaften gewöhnlicher Ströme. Vergl. Zeitschrift des Telegraphen- Vereins 
1. 5. 8. 139. Die Wirkung solcher Ströme auf das Galvanometer wurde auch von 
Faraday (vergl. Zeitschr. des Tel.-Ver. I. 5. S. 127—130) und von Wheat- 
stone (vergl. Zeitschr. des Tel.-Ver. II, 7. 8. 153) beobachtet. Aehnlich steht es 
mit den chemischen Wirkungen; vergl. Zeitschr. des Tel.-Ver.. I. 5. 8. 136 und 
12. S. 288. Es ist somit die Erweiterung des Begriffes Strom wohl gerechtfertigt. 


+) Auch für das Licht nimmt Fresnel eine fortdauernde Einwirkung vom 
Ausgangspunkte des Lichtes an, also eine ununterbrochene Folge von Lichtwellen, 
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dig neue elektrische Wellen ausgehen. Die Dauer des Stromes ist also, 
wenn die Ursache zur Erregung elektrischer Schwingungen unausgesetzt 
thätig 'bleibt, blos bedingt durch eine ununterbrochene Fortleitung*) der 
Sehwingungen. Mit der Unterbrechung der Leitung wird der Strom unter- 
brochen; mit der Entfernung der erregenden Ursache entfernt man die Wir- 
kung; daher sind Reibungs- und Inductionsströme von so kurzer Dauer, 
während die galvanischen erst in Folge der Polarisation oder der Ablage- 
rung von Gasen an den Elektroden schwächer werden und aufhören. Deut- 
lich genug ist diess wohl auch im Ohm’schen Gesetz über die Stromstärke 
ausgesprochen; denn dieses sagt, es sei die Stromstärke $ proportional ein- 
mal dem Vermögen der Batterie, Elektrieität zu erregen, d.i. der elektro- 
motorischen Kraft # und ausserdem proportional der Fähigkeit # des Schlies- 
sungsbogens, die erzeugte Elektricität abzuleiten. Diese letztere Fähigkeit 
F ist aber der reeiproke Werth der Summe der Widerstände MW, welche sich 
dem Abfliessen der Elektrieität entgegenstellen; demnach finden wir die 
SB: 

m 
In jedem der drei Fälle, wo eiri momentaner oder dauernder Strom 


Stromstärke S —= 


entsteht, zeigt sich die bewegte oder dynamische Elektricität wesentlich 
verschieden von der ruhenden oder statischen Elektrieität, dadurch dass 
gerade sie magnetisirt, chemische Wirkungen hervorbringt, Licht und Wärme 
erzeugt. Die Erregung eines Inductionsstromes in einem benachbarten ge- 
schlossenen Leiter findet dagegen nur in den Momenten statt, wo die Wir- 
"Kung des Stromes beginnt, aufhört, stärker oder schwächer **) wird, weil 
“5 nur in diesen Fällen eine Störung des elektrischen Gleichgewichtes in dem 
indueirten Leiter eintritt, deren Folge eben die Entstehung des Inductions- 
stromes ist. 

Wenn zwei gleichnamige Ströme in gleicher Richtung einen Leiter 
durchströmen, so verstärken sie sich in ihren Wirkungen; haben die beiden 
Ströme entgegengesetzte Richtung, so heben sich bei gleicher Stärke die 
von ihnen ausgehenden Antriebe zu Schwingungen gegenseitig völlig auf 
und es verschwinden damit zugleich auch alle Stromwirkungen ***) ; bei un- 


” 


*) Der in der Zeitschrift des Teelegraphen -Vereins II. 7. S. 154 mitgetheilte 
vierte Versuch von W heatstone zeigt, dass vom Pole erst dann eine neue Welle 
fortgeht, wenn die früheren weiter geleitet wurden. Es stand nämlich bei diesem 
Versuche das eine Ende’einer 660 engl. Meilen langen Leitung in Verbindung mit 
dem einen Pole einer Batterie, deren anderer Pol mit der Erde verbunden war; 
wurde jetzt das andere Ende der Leitung mit der Erde in Verbindung gesetzt, so 
wurden die an verschiedenen Stellen in die Leitung eingeschalteten Galvanometer 
um so früher abgelenkt, je näher sie an diesem Ende der Leitung, je weiter sie 
also von dem Pole der Batterie entfernt waren. Ganz analog ist der zweite Theil 
des fünften Versuchs ebendaselbst. 


**) Durch Zu- oder Abnahme der Intensität des Stromes, durch Verminderung 
oder Vergrösserung der Ferne, aus welcher er wirkt. 

*#=#) Das Ausbleiben jeder Erwärmung, wenn man durch die Spirale eines elek- 
trischen Luftthermometers zwei gleich starke gleichnamige Ströme in entgegenge- 
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gleicher Stärke bleibt blos der Ueberschuss des stärkeren Stromes wirksam 
übrig; ähnlich ist es bei ungleichnamigen Strömen und gleicher Richtung; 
ungleichnamige Ströme in entgegengesetzter Richtung endlich müssen sich 
verstärken, und schon desshalb ist der Strom bei leitender Verbindung bei- 
der Pole im Schliessungsbogen kräftiger als jene Ströme, durch welche sich 
blos eine Elektrieität fortpflanzt. 

Bei dieser Auschauungsweise verliert der Einwand sein Gewicht, dass 
sich beim Volta’schen Fundamentalversuche die Elektrieität ohne wahr- 
nehmbare chemische Veränderung an der Verbindungsstelle der beiden Me- 
tallplatten entwickelt *), ein Einwand, welcher gegen die elektrochemische 
Theorie spricht, nach der man, wie Berzelius, Beequerel, Faraday 
u. A., die geweckte chemische Thätigkeit als Ursache der Elektrieität be- 
zeichnet. Im entgegengesetzten Falle aber, wenn man mit Volta die Be- 
rührung als Ursache und die chemische Wirkung als Folge der Elektrieität 
betrachtet **), erlaubt uns unsere Anschauung noch einen Schritt weiter zu 
thun, indem sie den Grund hinzufügt, wesshalb die Berflihrung das elektri- 
sche Gleichgewicht aufhebt. Obschon ferner unsere Theorie das Auftreten 
der Elektrieität nicht durch das Dasein eines chemischen Processes bedingt 
erscheinen lässt, so schliesst sie doch keineswegs die Möglichkeit aus, dass 
durch chemische Processe gelegentlich Elektricität hervorgerufen wird. Denn 
da bei den chemischen Processen der Austausch der Stoffe nicht ohne Be- 
wegung der Theilchen erfolgen kann, so kann sich diese letztere unter Um- 
ständen wohl auch in elektrische Schwingungen umsetzen. Ein Gleich®& . 
müssen wir auch da voraussetzen, wo Elektrieität durch Druck oder durch 
Lösung des Zusammenhanges erregt wird. In diesen drei Fällen würden 
also die Veränderungen in der gegenseitigen Lage der Theilchen desselben 
Körpers gegen einander und gegen die Aethertheilchen und die dabei etwa 
eintretende Veränderung der Beschaffenheit dieser Theilchen dieselbe Wir- 
kung hervorbringen, welche bei der Berührung das Hinzutreten der Theil- 
chen eines verschiedenartigen Körpers hervorbrachte..: Von mehr Gewicht 
noch ist aber sicher der Umstand, dass sich auf ganz gleiche Weise nicht 
allein die Entstehung der Reibungselektrieität und der T'hermoelektrieität, 
sondern sogar auch die Verschiedenheiten im Auftreten der verschiedenen 
Elektrieitäten erklären lassen. Die kräftige Bewegung nämlich der sich 
berührenden Theilchen von zwei an einander geriebenen Körpern vermag 
selbst in Nichtleitern die Trägheit der Körpertheilchen (8.134) zu überwin- 
den, und es bekundet sich dann noch der gewaltsamere Ursprung durch das 


setzten Richtungen zu leiten sucht, spricht deutlich genug für die Nichtexistenz ° 
solcher Ströme; Petrina, in der Zeitschrift des Telegraphen-Vereins II. 8. S. 170. 
*) Vergl. ausserdem Zantedeschi, trattato di fisica elementare III. II. 
457—465. 
*#=) Wenngleich sich bei sehr vielen chemischen Processen auch nieht eine Spur 
von Elektrieität nachweisen lässt, wofür freilich verschiedene Ursachen geltend 
gemacht werden können. 
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gewaltsamere Verhalten, durch die grössere Heftigkeit der entstehenden 
Schwingungen. Desshalb hat die Reibungselektrieität eine so hohe Span- 
nung, desshalb ist sie schwieriger zu isoliren als die Berührungselektrieität. 
Und auch bei der Reibungselektrieität ist ja die Substanz, welche gerieben 
wird, durchaus nicht gleichgiltig; ihre verschiedene Beziehung zum Aether 
macht vielmehr das Vorzeichen und (um so zu sagen) die Menge der gelie- 
ferten Elektrieität von den zum Reiben gewählten Stoffen abhängig, welche 
namentlich auch nicht völlig gleichartig sein dürfen. Der Einfluss der Form 
def Reibung wäre aus der Art und Weise zu erklären, wie durch sie das 
Gleichgewicht gestört wird. Die Spannungsreihe für die Reibungselektrici- . 
tät wird also durch äussere Einflüsse sehr schwankend gemacht, so durch 
Wärme, Farbe, Lage der Fasern, Druck, Oberflächenbeschaffenheit u. s. w., 
und aus diesem Grunde ist es auch kein Wunder, dass sie von der Span- 
nungsreihe für die Berührungselektrieität so abweicht. 

Temperaturdifferenzen zwischen den einzelnen Körpertheilchen oder 
allgemeine Bewegung der Wärme erzeugt endlich ebenfalls Elektrieität und 
es wechselt deren Vorzeichen mit der Umkehrung der Bewegungsrichtung. 
Die Ursache der Elektricitätserregung kann hier eine mehrfache sein: es 
können zunächst die Wärmeschwingungen unmittelbar elektrische Schwin- 
gungen veranlassen, oder-es’kann die Reibung der durch die Wärme in Be- 
wegung gerathenden, sich dabei ausdehnenden oder zusammenziehenden 
Körpertheilchen, oder endlich die durch die Wärme verursachte Ungleich- 
artigkeit”) der sich berührenden Körpertheilchen und deren sich ändernde 
gegenseitige Entfernung den Anstoss zu elektrischen Schwingungen geben. 
Begünstigt doch eine sonst schon vorhandene Verschiedenartigkeit das Her- 
vortreten der elektrischen Polarität wesentlich, mag dasselbe nun in einer 
Ungleichheit der Form, der Substanz oder der Dichte nach verschiedenen 
Richtungen (krystallographische Axen) bestehen. Auch das Licht vermag 
einen Körper zu elektrisiren und zu magnetisiren, besonders dann, wenn 
bloss ein Theil desselben dem Lichte ausgesetzt, der andere T'heil aber ihm 
verschlossen wird**). Wenn aber eine blosse Aenderung des Aggregatzu- 
standes (bei Ausschluss aller sonstigen Ursachen) keine Elektricität erzeugt, 
so macht diess noch keineswegs die Annahme von elektrischen Schwingun- 
gen unzulässig, sondern beweist bloss, dass die hier vorhandene Bewegung 
der Art ist, dass sich die dabei eintretenden Gleichgewichtsstörungen aus- 
gleichen, ohne vorher in Schwingungen überzugehen, und es könnte diess 
möglicherweise eine Folge von zugleich mit eintretenden Aenderungen in 
den Beziehungen zwischen Körper- und Aethertheilchen sein. 


#*) Vergl. Zantedeschi III, II 145: Die entgegengesetzten (Thermo-) Elek- 
trieitäten entspringen aus dem Mangel an Symmetrie zwischen den beiden Kry- 
stallenden. (Hauy.) 

*%=) Vergl. Zantedeschi III, ITS. 199 #. und Pouillet, übersetzt von Pal- 
mieri II $ 187, S. 208. 
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Ausser der Erregung von Elektrieität durch Magnetismus und durch 
Elektrieität, die wir später berühren werden, bleiben uns jetzt bloss noch die 
organischen und atmosphärischen Processe als Elektrieitätsquellen zu erwäh- 
nen. Diese Processe sind gemischter Natur, theils chemische, theils rein 
mechanische, und schon aus diesem Grunde könnten sie mannichfäch Gele- 
genheit zur Erregung von Elektrieität bieten, ganz abgesehen von der na- 
mentlich. im organischen Leben so vielfältigen innigen Berührung der ver- 
schiedenartigsten Stoffe. 

Schliesslich hätten wir noch darauf hinzuweisen, dass die magnefisi- 
rende Einwirkung von Magneten auf benachbarte, des’ Magnetismus fähige 
Körper durch eine erschütternde Bewegung der Körpertheilchen oder durch 
Reiben befördert wird *), ja dass man einen schwachen Magnetismus selbst 
durch blosses Reiben hervorzurufen vermag, wobei aber freilich der Erd- 
magnetismus wohl einen Einfluss ausüben könnte. 

2) Während wir uns bis jetzt über die Entstehung der Elektrieität Re- 
chenschaft zu geben versuchten, wollen wir uns nunmehr mit dem Verhal- 
ten elektrischer Körper beschäftigen und die elektrostatischen und 
elektrodynamischen Erscheinungen zum Gegenstande unserer weitern a 
sprechung machen. 

Mit Annahme der Undulationstheorie wird vor allem die Ansicht unhalt- 
bar, dass die Elektricität bloss auf der Oberfläche #*) und auf dieser wieder 
an den verschiedenen Punkten je nach deren Krümmungshalbmessern in 
wechselnder Dichte abgelagert sei. Da wir aber die Thatsachen, welche zur 
Annahme dieser Ansicht geführt haben, nicht wegleugnen können, so müs-. 
sen wir sie auf eine andere Weise zu deuten trachten. Wenn nämlich auch 
alle Theilchen eines überall mit gleichnamiger Elektrieität behafteten Kör- 
pers in gleichem Sinne schwingen, so werden doch schwerlich alle gleich 
heftig schwingen. Denn je weniger ein Theilchen in Folge seiner Lage und 
seines Zusammenhangs mit seinen Nachbartheilchen durch diese beeinflusst 
und um so zu sagen beengt ist, desto kräftiger kann sein Schwingen und 
somit seine Wirkung nach aussen sein, sofern dieselbe von der Heftigkeit 
der Schwingungen abhängt; desto leichter kann aber auch ein solches Theil- 
chen, wenn es selbst noch nicht elektrisch ist, einem von aussen kommen- 
den Antrieb zum Schwingen nachgeben und elektrisch werden. Nun haben 
aber die Theilchen an Kanten, Ecken und Spitzen offenbar die freieste Lage 
und eben desshalb müssen sie nicht nur am leichtesten, sondern auch am 
stärksten elektrisch werden und am besten dazu geschickt sein, ihre Elek- 


*) Vergl. Pouillet, übersetzt von Palmieri II $ 188. Becequerel, traite 
de physique I, S. 88. — Die Reibungscoefficienten der Bewegung sind kleiner als 
jene der Ruhe. — Im Status nascens ist die chemische Anziehung weit kräftiger. 

27,2 Ohnehin setzt man ja schon jetzt von der galvanischen Elektrieität voraus, 


dass sie sich im ganzen Querschnitt des Leiters und nicht bloss auf dessen Ober- 
fläche fortpflanze, 
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trieität an-andere unelektrische oder weniger stark elektrische Körper ab- 
zugeben *). Wenn ferner auch alle in gleichem Sinne schwingenden Theil- 
chen eines elektrischen Körpers auf einen Prüfungskörper oder ein Elektro- 
skop gleiche Wirkung äussern, so ist doch die Gesammtwirkung auf das 
Elektroskop die algebraische Summe der Einzelwirkungen und als solche 
ist sie nicht allein von der Anzahl der wirksamen Theilchen, sondern auch 
von deren gegenseitiger Lage abhängig und von der etwa durch die letztere 
abgeänderten Wirkungsfähigkeit der einzelnen Theilchen **). Auch in die- 
ser Hinsicht sind wieder die Spitzen in einer weit günstigeren Lage, als die 
Flächen, und bringt man den Prüfungskörper gar in das Innere des zu prü- 
fenden Körpers, so sind die auf ihn wirkenden Theilchen ringsum vertheilt 
und die einzelnen Wirkungen heben sich wegen ihrer entgegengesetzten 
Richtung gegenseitig auf ***). Daher macht auch-eine elektrische Hohlkugel 
eine ändere in sie hineingesteckte Kugel nicht elektrisch 7); und es kön- 
nen die Goldplättchen eines Elektroskops im Innern einer elektrisirten Hohl- 
kugel nicht divergiren, wenn bei der Elektrieität die Wirkung in die Ferne 
dem Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist und zugleich von 
gleichgrossen Raumelementen gleichstarke Wirkungen ausgehen, weil ja 
das hierher bezügliche Gesetz der Statik nur unter diesen beiden Voraus- 
setzungen gilt. Dass beide Bedingungen erfüllt sind, lässt sich experimen- 
tell nachweisen; wenn man aber zuvor durch das Experiment darthut, dass 
die Goldplättchen des Elektroskops in dem oben angeführten Falle wirklich 
nicht divergiren, so kann man entweder experimentell zeigen, dass eine 
Kugel an allen Punkten ihrer Oberfläche gleich stark elektrisch ist, und 
dann (wie Priestley) auf das Gesetz der Wirkung in die Ferne schlies- 
sen, oder man kann, da auch das letztere längst theoretisch und experimen- 
. tell festgestellt ist, aus diesem Gesetze folgern, dass von allen in derselben 
Kugelschale gelegenen Punkten eine gleichstarke Wirkung ausgchöfnuss, 
was ja auch dem ersten Theile der gegebenen Erklärung gemäss der Fall 
sein müsste, weil-alle Punkte derselben sich genau in derselben relativen 
Lage befinden. 


*) Spitzen und Flächen bilden also einen ähnlichen Gegensatz wie Leiter und 
Nichtleiter. 


**) Auf die Einstellung im magnetischen Felde ist die Dichtheit und die Ge- 
stalt von wesentlichem Einfluss. 


#*#) Auf einem elektrischen Körper, bei welchem die Elektrieität im Gleichge- 
wichte ist, muss die Summe der Wirkungen auf einen innern Punkt — 0 sein, 
weil sonst durch Influenz in diesem Punkte die natürlichen Fluida zerlegt werden 
müssten und das Gleichgewicht gestört wäre. Vergl. Pouillet, übersetzt von 
PalmierillS$ 203, 8. 253. 

+) Wenn eine massive und eine hohle Kugel von gleichem Durchmesser durch 
2 gleiche und gleich stark elektrische Kugeln gleich stark geladen werden (Pouil- 
let, übers. von Palmieri II $ 203, S. 250), so sind wir versucht, diess als eine 
anderweite Bestätigung des schon früher über den Einfluss des Querschnitts Gesag- 
ten zu betrachten. 2 


10* 
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Wenn aber so die als Beweismittel für eine eigenthümliche und bloss 
oberflächliche Vertheilung der Elektrieität gebrauchten Thatsachen andere 
zulässige Erklärung finden, dann können wir diese Vertheilung selbst eben 
so gut fallen lassen, wie ER bes („zur Theorie des Magnetismus,‘ Nürn- 
berg 1856, 8. 190, 203 u. 229) die Ansicht von einer ungleichen NIEREN 
des Magnetismus im Innern der Körper widerlegt hat. 

Die Erscheinungen, welche wir beobachten, wenn ein elektrischer Kör- 
per mit einem unelektrischen in Berührung kommt, sind einfache Folgen der 
vorhin besprochenen Eigenschaften der Leiter und Nichtleiter. Wird ein 
elektrischer Nichtleiter mit einem unelektrischen Nichtleiter berührt, so tritt 
in dem Zustande beider eine merkliche Veränderung erst nach Verlauf einer 
längeren Zeit ein und es erstreckt sich auch dann die Einwirkung des elek- 
trischen Körpers auf den unelektrischen, sofern sie nicht blosse Strahlung 
ist, nur bis zu einer nicht beträchtlichen Tiefe. Sind dagegen beide Körper 
gute Leiter, so findet sehr schnell eine Ausgleichung in ihrem gegenseitigen 
elektrischen Zustande statt, ganz ähnlich, wie wenn sich zwei gute Wärme- 
leiter von verschiedener 'I’emperatur berühren. Dadurch, dass die schwin- 
genden Theilchen die noch nicht schwingenden in Bewegung setzen, erlei- 
den sie selbst einen Verlust an dem ihnen inne wohnenden Schwingungs- 
momente, und es stellt sich schliesslich ein durch die beiderseitigen Grössen- 
und Massenverhältnisse hedingter, beiden Körpern gemeinschaftlicher Gleich- 
:sewichtszustand heraus. Ist aber der unelektrische Körper gegen den elek- 
trischen unendlich gross, so wird durch ihn das ganze Schwingungsmoment 
aufgezehrt und der elektrische Körper völlig entladen. Zwischen inne liegen 
die Erscheinungen bei der Berührung eines Nichtleiters mit einem Leiter; 
ein Nichtleiter wird durch den Leiter zunächst nur an der Berührungsstelle 
geladen oder entladen. 

d ein elektrischer und ein unelektrischer Körper durch einen Leiter 
a so ist es nahezu ebenso, als wenn sie sich unmittelbar berührten. 
Befindet sich dagegen zwischen ihnen ein Nichtleiter, so gestattet dieser, 
wenn schon er selbst nicht elektrisch wird, doch durch sich hindurch eine 
Einwirkung des elektrischen Körpers E (Taf. I, Fig. 6) auf den unelektri- 
schen U, welche wir früher als Strahlung bezeichnet haben. Durch diese 
neue hinzukommende Einwirkung werden in U zunächst die Aethertheilchen 
aus dem Gleichgewichte gebracht, gerathen in Schwingungen und übertra- 
sen dieselben auch so viel als möglich auf die Körpertheilchen. Ist nun U 
ein Nichtleiter, so erstreckt sich wiederum die Einwirkung auf die Körper- 
theilchen nur auf eine geringe Tiefe in U hinein*). Ist aber U ein Leiter, 


*) Wenn in diesem Falle bei kräftiger Wirkung von Z wiederholte Abwechse- 
lungen im Vorzeichen der Elektrieität auf U erscheinen, so sind die als Grenzen 
der einzelnen, entgegengesetzt schwingenden Zonen auftretenden Folgepunkte eben- 
falls mit den akustischen Schwingungsknoten zu vergleichen. Magnete mit Folge- 
punkten erhält man durch gewisse Arten des Streichens, oder durch Abwechselun- 
gen in der Umwickelungsriehtung des Drahtes der Elektromagnete. Das Auftreten 
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so geräth er vollständig mit in Schwingungen und es bilden fortan beide 
Körper bloss ein einziges, durchweg gleichförmig schwingendes 
System. Auch in diesem Falle ist eine Indifferenzzone vorhanden und rückt 
um so näher an Z heran, je kräftiger die von E ausgehende Wirkung ist, 
d.h. je stärker elektrisch und je näher E ist”); diese Indifferenzzone ent- 
spricht aber nicht einem Schwingungsknoten, sondern ist die Folge des schon 
S. 142 erwähnten Einflusses, den die Nachbartheilehen auf die nach aussen sich 
kund gebende Wirkung irgend eines Theilchens ausüben. Dem elektrisi- 
renden Einflusse von EZ auf die Zwischenschicht arbeitet zwar der von U 
kommende gleichsinnige entgegen, weil seine Wirkungsrichtung die entge- 
gengesetzte ist, wenn aber die Dicke der nichtleitenden Zwischenschicht 
klein genug ist, so werden doch in dieser ganzen Zwischenschicht auch die 
Körpertheilchen mit zu Schwingungen fortgerissen werden **), und in dem 
Momente #**), wo diess: geschieht, springt ein Funken über f), werden die 


elektrischen Schwingungen sichtbar ff). Da aber durch das Ueberspringen - 


des Funkens, gerade wie bei jeder andern Fortpflanzung durch Leitung, 
auf dem ursprünglich elektrischen Körper die elektrische Spannung ver- 
mindert wird, so ist nach dem Ueberspringen des Funkens die Zwischen- 
schicht für die noch vorhandene elektrische Spannung zu dick, die Mitthei- 
lung der Elektrieität dadurch unterbrochen, und es müssen die beiden Kör- 


_ von Folgepunkten an elektrischen Körpern ist indessen noch zu wenig studirt, als 
dass wir hier weiter darauf eingehen möchten. Doch mag nicht unerwähnt blei- 
ben, dass das Auftreten von Folgepunkten, wenn es sich nicht als eine durch die 
Natur der Nichtleiter bedingte Eigenthümlichkeit derselben darstellen lässt, aus 
der Undulationstheorie etwas schwierig zu erklären zu sein scheint und der gleich 
zu entwickelnden Ansicht über die elektrische Vertheilung widerspricht. — Bei den 
(Lippen-) Pfeifen finden wir, dass die Stärke des Hauchs und die Dimensionen 
der Mündung ein Schwingen in Unterabtheilungen herbeiführen können (Pouil- 
let, übersetzt von Palmieri III, $ 344, S. 104) und es sind dort die als Ganzes 
schwingenden Theile um so kleiner, je höher der Ton ist. 


*) Aehnlich beim Magnetismus; Pouillet, übersetzt von Palmieri II $ 161,. 
S. 140: „Ein Eisencylinder von einem Magnet getragen, ist in Wirklichkeit selbst 
ein Magnet, zieht daher Eisenfeilspäne an und hat eine Indifferenzone und zwei 
Pole; die Indifferenzzone liegt indess nicht in der Mitte.“ 


*#) Dass in der Zwischenschicht sich stehende Wellen erzeugen, ist wenig 
wahrscheinlich, weil ja die aus der isolirenden Zwischenschicht zum Leiter gelan- 
genden elektrischen Aetherschwingungen sich in diesem leichter fortpflanzen können. 


*#=#) Auch bei chemischen Wirkungen, die von Lichtentwickelung begleitet sind, 
dauert die letztere nur einen Moment. 


+) Bei der Voltaischen Elektrieität entwickelt sich das Licht nur, wenn sich 
die beiden Pole berührten und dann von einander getrennt werden (Trennungs- „, 
funken); ohne stattgehabte Berührung jedoch bei kleinem Abstande auch, wenn 
man vorher einen Funken aus einer Leydner Flasche durchgehen lässt. In beiden 
Fällen befördert und erleichtert also die schon vorhandene Bewegung im isoliren- 
den oder doch mindestens weniger gut leitenden Mittel die Annahme der elektri- 
schen Schwingungen. Nicht gleichgültig als Prüfstein für die Theorie ist die Ge- 
stalt und Richtung des Funkens nach dem früher Gesagten. 

rt) Aehnlich ist der Vorgang bei der Fluorescenz, vergl. Ettingshausen, die 
Prineipien der heutigen Physik, $. 13; hier in Licht umgesetzte Elektrieität, 
dort in sichtbares Licht umgesetztes unsichtbares Licht. 
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per sich einander genähert werden, damit ein zweiter Funken überspringe, 
ein Nachschlag erfolge u. s. f. 

Da die Wirkung in die Ferne bei der gestrahlten Elektrieität dem 
Quadrate der Entfernung umgekehrt proportional ist, so muss die Intensität 
der auf U durch Vertheilung erzeugten Elektrieität ausser von der Intensi- 
tät der Elektrieität auf E zunächst von der Entfernung abhängen, in wel- 
cher sich U von dem influenzirenden Körper EZ befindet. Je weiter U von 
E entfernt ist, desto schwächer ist der Anstoss, welchen die E zunächst 
liegenden Theilchen des influenzirten Körpers U überhaupt erhalten. Von 
der Gestalt, Beschaffenheit und Grösse des Körpers U hängt es-dann ab, in 
welcher Weise und Stärke sich jener erste Anstoss weiter fortpflanzt und 
verbreitet. 

Wir setzen also nicht erst auf den influenzirten Körper U ein ur- 
sprüngliches und gleichzeitiges Auftreten beider*) Elektrieitäten voraus, 
um dann wieder die entgegengesetzte in dem E zugewandten Ende, weil 
sich ja durch kein Mittel ihre Anwesenheit nachweisen lässt, durch die 
Elektrieität auf EZ binden zu lassen und ihr selbst die Bindung eines Thei- 
les der auf E befindlichen Elektrieität aufzutragen, um daraus zu erklären, 
warum Z auf dem nach U gewandten Ende jetzt weniger stark elektrisch 
ist, und warum E nicht vollständig entladen werden kann, so lange U rück- 
wärts darauf einwirkt**). ‘Willman E entladen, so wird es ja gleich von 
U aus wieder durch Vertheilung geladen. Wohl aber kann auf U die gleich- 
namige Elektrieität am abgewendeten Ende abgeleitet d. h. die ursprüng- 


*) Das Auftreten beider Elektrieitäten konnten wir gar nicht einmal beibehal- 
ten, weil wir vergeblich nach einem. Grunde für das Auftreten der entgegenge- 
setzten Schwingungsweise am zugewandten Ende und für das Umspringen dersel- 
ben wieder in die gleichnamige Schwingung am abgewandten Ende suchten, und 
auch nirgends in dem weiten Gebiete der Lehre von den Schwingungen ein Analo- 
gon für diese Erscheinung fanden, ausser etwa den von Poisson nachgewiesenen 
Verlust einer Wellenlänge bei Grenzübergängen. Auch hier ist Robida anderer 
Ansicht, und die von ihm versuchte Erklärung spricht wirklich für das Auftreten 
beider Influenzelektrieitäten; unsere Zweifel und Bedenken gegen seine Beweisfüh- 
rung werden wir ein ander Mal begründen. — Das Abweichende bei der magneti- 
schen Vertheilung werden wir später zu erklären versuchen. — Nach den Mitthei- 
lungen von Faraday (vergl. Philos. Magazine Ser. IV vol. IX, p. 161 und dar- 
aus übersetzt in der Zeitschrift des deutsch-österr. Telegraphen-Vereins II 5, 
S. 103) hielt auch Melloni eine Modification des Fundamentaltheorems der elek- 
trischen Vertheilung für nöthig ‚in dem Sinne, dass 2 durchaus verschiedene Wir- 
kungen auseinander gehalten werden — der elektrische Zustand während der Ver- 
. theilung und der nach der Berührung und Entfernung von dem indueirenden Kör- 

per. Wir kennen den Vorgang im letztern Falle, nicht aber im erstern etc,‘ 
Auch glaubte Melloni, dass die Resultate, zu denen Coulomb, Poisson und 
Andere ihrer Zeit gelangten, mit den wahren Naturgesetzen nicht in Einklang 
stünden. 


*#=) Wenn man Z ableitet, so sollte doch wohl (was ja auch bei der gänzlichen 
Entfernung von E geschieht) die Infuenzelektrieität erster Art auf dem Z zuge- 
wandten Ende des Körpers U sich eher mit der gleichstarken Influenzelektrieität 
zweiter Art auf dem abgewandten Ende ausgleichen, als mit der entfernteren auf 
E, welche letztere dann ungestört abfliessen könnte. 
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lich von E ausgegangene Wirkung noch weiter fortgepflanzt werden. Dabei 
verschwinden die Schwingungen in U, während Z seiner Elektrieität durch 
die Ableitung von U nicht beraubt wird, weil es von U durch einen Nicht- 
. leiter getrennt ist, also bloss durch Strahlung auf U einwirkt, wobei, wie 
wir bereits festgestellt haben, nur wenig Schwingungsmoment verbraucht 
wird. Wird Z entfernt, so stellt sich in beiden Fällen mit dem Aufhören 
des störenden Einflusses auf U das frühere Gleichgewicht wieder her; wurde 
aber zugleich mit der Entfernung von EZ auf U die Ableitung aufgehoben, 
so erscheint auf U als Reaction die entgegengesetzte Elektrieität, weil der 
durch die Wechselwirkung der Körper- und Aetlhertheilchen im ganzen 
‚abgeleiteten Systeme und durch die Anwesenheit und Wirksamkeit von E 
bedingte und erhaltene Beharrungszustand mit der Entfernung des Körpers 
E nothwendig unterbrochen und durch die in dem gleichzeitig durch Aufhe- 
bung der Ableitung verkürzten Systeme noch wirksam bleibenden Antriebe 
ein anderer Beharrungszustand herbeigeführt werden muss. 

Versuchen wir gleich eine Anwendung des eben Vorgetragenen zur 
Erklärung der Vertheilungserscheinungen beim Condensator (Leydner 
Flasche) und dem Elektrophor. Die Erklärung der Wirkung des Conden- 
sators und der Leydner Flasche zunächst ist schon fast vollständig in dem 
Vorhgergehenden enthalten und gestaltet sich sehr einfach (Fig. 7). Wird 
der leitende Deckel d mit einem elektrischen Körper %k berührt, so 
wird er durch Mittheilung elektrisch und seine Elektrieität elektrisirt durch 
die isolirende Zwischenschicht z durch Strahlung die Basis b und zwar be- 
kommt die Basis durchweg dieselbe Elektrieität wie der Deckel. Das 
Ganze: k, d, z,b bildet nur ein elektrisches System. Wird dagegen b ab- 
leitend berührt, so führt die Wechselwirkung der Theilchen und die gleich- 
zeitige Einwirkung von d auf b einen Zustand der Beharrung herbei, in 
welchem b, so lange d anwesend bleibt, unelektrisch erscheint, aber ent- 
gegengesetzt elektrisch wird, sobald d entfernt wird. Rückwärts wirkt aber 
auch 5 in seinem durch die Ableitung modifieirten Zustande auf d ein und 
auch auf d entsteht dadurch, so lange es in der Nähe von 5b befindlich ist, 
ein Zustand des Gleichgewichts, welcher d befähigt, bei einer neuen Be- 
rührung mit dem nicht stärker als früher elektrisirten Körper k von diesem 
eine neue Quantität Elektrieität, einen neuen Theil seines Schwingungs- 
momentes zu übernehmen. So wirkt das Ganze als Condensator. Dass 
nach der Ableitung von b der Zustand sowohl in b als in d ein erzwungener 
und wechselseitiger ist, deutet die Heftigkeit an, mit welcher die Aus- 
gleichung zwischen beiden erfolgt, sobald man b und d leitend verbindet, 
Durch eine solche Verbindung wird d seines Schwingungsmomentes be- 
raubt und dieses dazu verwendet, um auf b das Gleichgewicht herzustellen, 
welches ja durch eine von d ausgegangene, also dessen Elektrieität äqui- 
valente Wirkung gestört worden war. — Beim Elektrophor ist der ur- 
sprünglich elektrische Körper selbst ein Isolator, nämlich der durch Reiben 


® 
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mit dem Katzenfell negativ elektrisch gemachte Harzkuchen, welcher den 
Deckel und die Schüssel bei unmittelbarer Berührung durch Mittheilung 
und bei mittelbarer durch Vertheilung elektrisch macht. Zudem spielen 
hier auch Deckel und Schüssel keineswegs genau dieselbe Rolle, als der 
Deckel und die Basis des Condensators. Die mit dem Katzenfell geriebene 
Fläche des Harzkuchens ist negativ elektrisch; setzt man den Deckel auf, 
so wird er ebenfalls negativ elektrisch, so lange er auf dem Kuchen ruht; 
auch kann er als guter Leiter diese negative Elektrieität weiter geben, und 
wenn er nach einer ableitenden Berührung von dem Kuchen abgehoben und 
zugleich die Berührung aufgehobeh wird, so zeigt er sich positiv elektrisch. 
Dasselbe geschieht in der Schüssel oder Form, nur wirkt hier die auf der 
Oberfläche des Harzkuchens geweckte Elektricität aus grösserer Ferne und 
vorzugsweise durch Vertheilung; die Elektrieität der Schüssel ist desshalb 
weniger intensiv. Werden daher in diesem Falle Deckel und Schüssel, 
ohne vorher ableitend berührt worden zu sein, leitend verbunden, so ent- 
. steht zwischen ihnen, obwohl sie gleichnamig elektrisch sind, ein Strom, 
durch welchen der Ueberschuss des Deckels der Schüssel zu Gute kommt. 
An die Influenzerscheinungen schliessen sich eng die Inductions- 
erscheinungen an. Die Induction steht genau in demselben Verhältnisse 
zu der dynamischen (bewegten) Elektrieität, in welchem die Influenz 
zur statischen Elektricität steht*), und offenbart sich ungeschlossenen 
Leitern durch eintretende Spannungserscheinungen, während in geschlos- 
senen Leitern momentane Ströme hervorgerufen werden. Indem wir 
übrigens an dem schon früher über die Induction Ausgesprochenen festhal- 
ten, haben wir hier bloss noch die Richtung der Inductionsströme aus der 
bisher entwickelten Ansicht über die Influenz herzuleiten. Stellen wir uns 
parallel zu dem Leiter AB (Fig. 8) ein Stück CD eines anderen geschlosse- 
nen Leiters vor und lassen durch 4B plötzlich sich Elektrieität in der 
Richtung von A nach B bewegen; ist z. B. diese Elektrieität in « angekom- 
men**), so stört sie das elektrische Gleichgewicht in C.D und zwar erhält 
das zunächst liegende Element a, den stärksten Anstoss, die entfernteren 
schwächere. Die dadurch in diesem Elemente entstehenden gleichsinnigen 
Schwingungen (gleichnamige Elektricität) haben das Bestreben sich nach 
beiden Seiten hin fortzupflanzen, allein nur in der Richtung nach € können 
sie es ungehindert; in der Richtung nach D stossen sie bereits auf die — 
durch das inzwischen erfolgte Auftreten der Elektrieität in b— in b, er- 
zeugten, wegen der gleichen Entfernungen (aa, —= bb, etc.) gleich starken, 
sich in der Richtung nach € fortpflanzenden Schwingungen und werden von 
ihnen vernichtet; ebenso die von b, nach D sich fortpflanzenden Schwin- 


*) Doch muss nach S. 13 auch bei der Influenz meist schon ein Strom auf- 
treten. 

**) q gelte als das erste Theilchen in 42, von welchem eine merkliche Ein- 
wirkung auf OD erfolgt. 
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gungen durch jene, welche von ce aus in c, hervorgerufen wurden und sich 
gegen C hin fortpflanzen wollen. Ein gleiches Resultat liefert die Einwir- 
kung von a auf br, von baufc, u. 8. w.; von aaufc,, b auf d, u. s.w. So 
. bleiben in CD beim Beginn des Stromes in 42 die in der'Richtung nach (C, 
beim Aufhören des Stromes, die in der Richtung nach D sich fortpflanzen- 
den Schwingungen übrig; erstere geben einen Strom in entgegengesetzter, 
letztere einen in gleicher Richtung mit dem in AB. Ist der Strom in AB 
nieht momentan, sondern dauernd, so vernichten sich, so lange er unver- 
ändert bleibt, in CDE die gleichzeitig in den Richtungen nach C und nach 
D fortgepflanzten Schwingungen. Bewegen sich endlich entgegengesetzte 
Elektrieitäten in 4B in entgegengesetzter Richtung, so ist auf jede das 
eben Gesagte anzuwenden und der Erfolg genau derselbe. 

Sind zwei elektrische Körper durch einen Leiter verbunden, so stre- 
ben sie sich durch denselben hindurch ihre Antriebe zu Schwingungen mit- 
zutheilen, genau in derselben Weise, als wenn sie sich unmittelbar berühr- 
ten. Haben beide dieselbe Schwingungsweise, so findet bei der eintreten- 
den Ausgleichung jeder in dem andern den Zustand schon vorhanden, den 
er selbst hervorrufen würde, und es vertheilt sich höchstens bei ungleicher 
Intensität der Schwingungen der einseitige Ueberschuss gleichmässig über 
das ganze System, in kürzerer oder+längerer Zeit je nach der Leitungsfä- 
higkeit der beiden elektrischen Körper. Haben beide Körper entgegenge- 
setzte Elektrieitäten, so findet jeder in dem andern den entgegengesetzten 
Zustand von dem, welchen er hervorrufen möchte, und es kommt jetzt auf 
die Stärke der Antriebe an; sind sie gleichstark, so müssen sie sich in ihren 
Wirkungen aufheben und keiner der beiden Körper zeigt sich nach der 
Vereinigung elektrisch; sind die Antriebe von verschiedener Stärke, so 
bleibt von dem stärkern ein Ueberschuss und vertheilt sich wiederum über 
das ganze System. Sind zwei gleichnamig elektrische Körper durch einen 
Nichtleiter getrennt, so lassen sich beide ebenfalls als ein einziges System 
betrachten, bei welchem sich wieder die Wirkung nach aussen z. B. auf ein 
Elektroskop an den beiden abgewandten Enden am stärksten zeigt, für 
welche sämmtliche wirksame Theilchen auf derselben Seite liegen, wäh- 
rend sie für jeden mittlern Punkt zu beiden Seiten desselben vertheilt sind. 
Umgekehrt ist die Wirkung bei ungleichnamigen Elektricitäten, deren Wir- 
kungen entgegengesetzt sind, also sich zum Maximum summiren müssen, 
da, wo sie nach entgegengesetzten Richtungen wirken d.h. an den einan- 
der zugewandten Enden der beiden entgegengesetzt elektrischen Körper. 
Die Schlagweite wird in diesem Falle weit grösser sein, weil ja die von 
beiden Seiten her kommenden Wirkungen auf den Nichtleiter sich gegen- 
seitig unterstützen. Die Grösse der Schlagweite für einen elektrischen und 
einen nicht elektrischen Körper muss ferner in der Mitte liegen zwischen 
jenen beiden für zwei schon ursprünglich gleichnamig und für zwei entgegen- 
gesetzt elektrische Körper, da bei gleichnamig elektrischen Körpern die in 
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der 8. 145 angedeuteten Weise zur Wirkung gelangende Differenz kleiner sein 
muss, als wenn der eine Körper ursprünglich unelektrisch war. Setzen wir 
nämlich voraus, dass die durch Influenz erzeugte Intensität — 4 von der 


influenzirenden sei, und haben die beiden gleichnamig un Körper 
A und B die entsprechenden Intensitäten a und 5b, so influenzirt 4 auf B 


mit > B auf 4 mit —; diese Intensitäten zu den ursprünglichen gerech- 
net*), giebt am zugewandten Ende und bei guten Leitern von geeigneter 
Form überall 

auf A die Intensität A=a + 


RE re 


Differenz der Intensitäten I=a + — — ( F +) 
i 
ee (1) (a—b) — (a —b). 


Um die Differenz positiv zu erhalten, setzen wir allgemein a>b, was 
offenbar erlaubt ist. a —=b giebt A,—0; in diesem Falle wird auch kein 
Funken überspringen. Aus dem Falle a > b erhalten wir den Fall der ein- 
fachen Influenz, wenn wir b==0 setzen, und dann ist die Differenz der In- 


IL a;daaber 4: —% ‚soist 1< 4. Für 


slejs|a s]|s 








tensitäten I, = 





den Fall, dass die beiden Körper entgegengesetzt elektrisch wären, also 


der eine positiv, der andere negativ elektrisch, hätten wir nur b negativ zu 
et 





nehmen und finden FAR die Differenz der Intensitäten f, = (a+b); 
da aber 4, : 4, = Fra ,; <1, so ist 2, < Z, und allgemein: 
AAN EA 


Somit kann auch für 4, die Zwischenschicht am dieksten sein. Wir kom- 
men also auch ohne die Influenzelektricität der ersten Art auf das vorste- 
hende allgemeine Gesetz. Da n aus der Rechnung wegfällt, so brauchen 
wir für den vorliegenden Zweck auf seine Bestimmung gar nicht weiter ein- 
zugehen. 


Aehnlich verhält es sich beim Magnetismus, nur dass hier die Leitung 
wegfällt, also bloss Aetherschwingungen vorhanden zu sein scheinen. 
Häcker fand, dass bei der Wirkung eines Magnetes auf einen andern der 
: Erfolg wesentlich von einem ‚Qualitätscoefficienten der Masse der Magnete“ 
abhinge. Dieser Coefficient ist für uns der Ausdruck für das- Verhältniss 
der anziehenden oder abstossenden Wechselwirkung zwischen den Massen 








*) a additiv wegen der 8. 145 aufgestellten Ansicht; desswegen muss zugleich n 
eine positive Zahl sein; übrigens ist auch Jedenfalls @>n >1, weil sonst bei 
der Influenz die Se chlagweite — 0 sein müsste; in n steckt auch der Einfluss der 
Entfernung zwischen A und 2, vergl. S. 145. 
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und Aethertheilchen. Je stärker diese Wechselwirkung ist, desto leichter 
können sich zwar die Schwingungen eines Theilchens über den ganzen - 
Körper verbreiten, in desto kürzerer Zeit müssen sie aber auch nach dem 
Aufhören der Einwirkung von aussen, durch welche sie eben in Schwin- 
gungen versetzt wurden, wieder zur Ruhe ‚gelangen. So paart sich die 
schwerere Annahme des Magnetismus ganz naturgemäss mit dessen längerer 
Dauer, und es stellen sich die permanenten Magnete auf gleiche Stufe 
mit den die Elektricität gleichfalls auf längere Zeit behaltenden Nichtlei- 
tern der Elektrieität; wird ja doch ihr Zusammengehören durch den jetzt 
leicht erklärlichen Umstand angedeutet, dass der mit stärkerer Coereitiv- 
kraft begabte Stahl besser durch Reibungselektrieität elektrisirt wird, welche, 
wie wir schon sahen, besonders durch Nichtleiter erregt wird. Wenn nun 
in einem an sich zwar starken Magnete die Wechselwirkung zwischen den 
Massen- und Aethertheilchen ein Ummagnetisiren, ein Umkehren der Pole 
leicht zulässt, so kann dasselbe selbst durch einen übrigens schwächern 
Magnet bewirkt werden, und darin eben besteht Häcker's „Einwirkung 
eines Magnetes in die Masse eines andern“ (vergl. P. W. Häcker, zur 
Theorie des Magnetismus, $. 185 und 191). 


Nachdem wir bis jetzt das Verhalten der elektrischen Körper in Bezug 
auf die specifisch elektrischen Erscheinungen betrachtet haben, müssen wir 
noch einen Blick auf die Veränderungen werfen, welche durch die Elektri- 
eität in den Aeusserungen der Molekularkräfte der elektrischen Körper 
hervorgebracht werden. Als Ursache aller dieser Veränderungen möchten 
wir die Bewegung der Theilchen bezeichnen, also geradezu und unmittel- 
bar die elektrischen Schwingungen. Wie durch die Wärme oder das Licht 
nicht selten Veränderungen in der Structur und Krystallform im Innern fe- 
ster Körper herbeigeführt werden, so ändert sich auch im elektrischen Zu- 
stande und durch ihn die Anordnung der Körpertheilchen. So werden 
Stromleiter mit der Zeit spröde und brüchig*); häufig überwindet die Elek- 
- trieität sogar die Cohäsion und löst den Zusammenhang. Wie ein leeres 
Glas auf dem heissen Ofen springt, wenn seine Theilchen nicht schnell und 
leicht genug die Wärmeschwingungen aufnehmen und weiter geben kön- 
nen**), so zertrümmert ein hinreichend kräftiger elektrischer Schlag die 
Nichtleiter, durch welche er sich Bahn bricht. An Leitern zeigen sich diese 
zerstörenden Wirkungen um so weniger, je leichter die Theilchen der An- 
regung zu Schwingungen folgen können. Wohl aber beobachtete man wie- 
derholt an Blitzableitern, an denen heftige Blitze niedergingen, eine spiral- 


' *) Etwas Aehnliches finden wir bei den eisernen Wagenachsen, deren Festig- 
keit ausser den Stössen noch durch die Verdrehung bei der rotirenden Bewegung 
in Anspruch genommen wird, 


**) Dessgleichen bei zu schneller Abkühlung des Glases. — Ausdehnung und 
Zusammenziehung durch die Wärme, 
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förmige Drehung*), ein Umstand, welcher auf die Beschaffenheit der elek- 
trischen Schwingungen hindeuten dürfte **), 

Ferner verstärkt oder schwächt der elektrische Strom die chemische 
Anziehung zwischen den Atomen eines und desselben oder auch verschiede- 
ner Körper und befördert oder hindert so chemische Zersetzungen und 
Verbindungen. Die Zersetzungen erfolgen nach den von Faraday aufge- 
stellten Gesetzen mit solcher Regelmässigkeit und Gleichförmigkeit, dass 
Jacobi sogar als Maasseinheit für die elektrischen Ströme jenen Strom 
vorschlug, der in einer Minute ein Kubikcentimeter Knallgas liefert. Den- 
noch ist aber die Art und Weise, wie eigentlich der elektrische Strom che- 
misch wirkt, noch in ein tiefes Dunkel gehüllt.e. Da indessen Lieht und 
Wärme ebenfalls chemisch wirken***), und beim Lichte wieder die stark 
brechbaren, am schnellsten schwingenden Stocker’schen Strahlen am be- 
sten, so liegt die Vermuthung gewiss nicht ferne, dass gerade das Bewegt- 
sein und die Fortpflanzung des Bewegtseins auch die chemische Wirkung 
herbeiführt, indem es die Beschaffenheit), Lage und Anordnung der Theil- 
chen abändert. Veranlasst doch in einigen Fällen schon ein gewöhnlicher 
Stoss, eine Erschütterung des einschliessenden Gefässes eine chemische 
Wechselwirkung oder eine Krystallisation ff). 





*) Aehnlich selbst an weniger guten Leitern; vergl. u. A. Zeitschrift des 
deutsch -österr. Telegraphen- Vereins 1I 10, S. 230 und 231: „Es zeigten sich da- 
bei dieselben Erscheinungen, welche auch schon mehrfach beobachtet worden: das 
elektrische Fluidum ging meist aus der Leitung längs den Stangen in spiralförmi-. 
sen Bahnen zur Erde, indem es die Stangen selbst bald spaltete oder gänzlich 
zersplitterte, bald nur spiralförmige Splitter aus denselben herausriss.“ 

**) Die weitere Ausführung davon folgt später $. 45. Hier nur eine Stelle 
aus Beequerel, traitd de physique, DS. 70: „von Marum hatte beobachtet, 
dass sich die Länge eines Metalldrahtes von kleinem Durchmesser verkürzt, wenn 
man eine Leydner Flasche durch ihn entlädt; diess bestätigend erkannte Edmund 
Becquerel, dass der Draht einen welligen Zustand annahm (affectait une dispo- 
sition ondulde), welcher anzudeuten scheint, dass die Elektrieität in einer Art 
Wellenbewegung durch den Draht geht. Eine ähnliche Wirkung war an Glocken- 
strängen, beobachtet worden, welche der Blitz durchlaufen hatte.‘ 

**#) Robida sagt S. 17 der Vibrationstheorie: „Alle sogenannten chemischen | 
Wirkungen des Lichts, darunter auch die Photographie; halte ich für Wirkungen 
der durch das Licht geweckten Elektrieität. Zur Photographie präparirtes feuch- 
tes Papier wurde zwischen zwei Platindrähte, welche die Pole des elektrischen 
Stroms vorstellten, gelegt, und es schwärzte sich in kurzer Zeit am intensivsten 
zwischen den Polen, schwächer seitlich von diesen wie. von verfliessender schwar- 
zer Tinte. Nach Unterbrechung des Stroms wurde ein einziger dieser Platindrähte 
auf das präparirte Papier gebracht, und er schwärzte es noch merklich; dagegen 
zeigte ein anderer im elektrischen Strome nicht gebrauchter Platindraht keine Ein- 
wirkung auf das Papier. Demnach haben die elektrischen Schwingungen im Drahte 
schwach fortgedauert. Die Versuche, welche Grove in Pogg. Annalen B. 100, 
S. 345 erzählt, scheinen meine Ansicht zu bestätigen.‘ — Wir tragen diess nur 
als ein weiteres Beispiel für die Analogie zwischen den Wirkungen des Lichtes 
und der Elektrieität nach; bei der obigen Anschauungsweise brauchen wir wenig- 
stens nicht unsere Zuflucht zu einer so verwickelten und unklaren Hypothese über 
die Elektrochemie zu nehmen, wie Robida, der uns hier obendrein den Beweis 
dafür schuldig bleibt, wie die transversalen Lichtschwingungen longitudi- 

nale elektrische Schwingungen wecken. 

+) Ueberführung des Sauerstoffs in Ozon durch Elektricität. 

++) Nach Plücker nehmen auch die krystallinischen Axen bei der Krystal- 
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Endlich ändert sich im elektrischen Zustande auch die gegenseitige 
Anziehung oder Abstossung der verschiedenen Körpern angehörigen Mas- 
sentheilchen. Die Ursache dieser Anziehung oder Abstossung wäre also 
keine neu hinzukommende Kraft*), sondern die in der Wirkungsweise der 
den Massentheilchen inne wohnenden anziehenden Kräfte eintretenden Ver- 
änderungen, welche eben durch den eigenthümlichen Zustand der Bewe- 
gung herbeigeführt werden, in welchem sich die Massentheilchen befin- 
den **). Werden zwei (leichte) Körper gleichnamig elektrisirt, so streben 
sie sich von einander zu entfernen, stossen sich gegenseitig ab und werden 
auch von der Elektrieitätsquelle abgestossen. Elektrisirt man dagegen das 
eine Körperchen positiv, das andere negativ, so ziehen sie sich gegenseitig 
an und streben sich gegen einander zu bewegen. Daraus floss das Gesetz: 
gleichnamige Elektrieitäten stossen sich ab, entgegengesetzte ziehen sich 
an. Nun zieht ein elektrischer Körper jeden andern, \auf welchem er durch 
Influenz Elektrieität erzeugte, an, und desshalb setzte man auf demjenigen 
Ende des influenzirten Körpers, welches dem influenzirenden zugewandt 
ist, die entgegengesetzte Elektrieität (als Influenzelektricität erster Art) 
voraus, nannte sie aber gebunden, weil sie sich nicht durch das Elektroskop 
nachweisen lässt. Da wir jedoch auf dem ganzen influenzirten Körper bloss 
die Erzeugung der gleichnamigen Elektrieität annehmen konnten (vergl. 
S. 145); so nahmen wir dadurch zugleich dem Gesetze der elektrischen An- 
ziehung und Abstossung seine Allgemeinheit. Indessen, wenn wir somit 
auch gezwungen sind, ein nicht unter allen Umständen gleiches Verhalten 
zweier mit Elektrieität behafteter Körper voraus zu setzen, wenn wir dabei 
unterscheiden müssen, ob die Elektrieität auf dem zweiten von dem ersten 
durch Vertheilung oder durch Mittheilung erzeugt wurde: so sind wir dess- 
wegen nicht etwa schlimmer daran, als die Dualisten, welche — um gerade 
bei aufrecht erhaltener Allgemeinheit des Anziehungsgesetzes zu erklären, 
wesshalb die positive und :negative Elektricität einer galvanischen Säule 
sich trotz ihrer so starken Anziehung nicht über die elektrieitäterregende 
Berührungsfläche vereinigen, während sie sich doch so leicht und mit so 
grosser Heftigkeit durch den Schliessungsbogen vereinigen — eben jene 
Berührungsfläche zwischen den beiden sonst recht gut leitenden Elektro- 
motoren zu einer für die diesseits und jenseits abgelagerte Elektrieität un- 
überspringbaren ***) Grenze machen. Die Ursachen, welche das verschie- 


lisation im magnetischen Felde eine bestimmte Lage gegen die magnetischen 
Pole an. | 

*) Nach der dualistischen Theorie ist diese Kraft vertreten durch die sich an- 
ziehenden oder abstossenden Fluida. 

**) Ueber eine durch die Wärme hervorgerufene anziehende und abstossende 
Kraft vergl. Zantedeschi, trattato di fisica II, I S. 285ff. 

*#%*) Vergl. Pouillet, übersetzt von Palmieri Il $ 220, S. 297: „ohne je 
die Grenze überspringen und sich vermöge ihrer wechselseitigen Anziehung ver- 
einigen zu können.‘“‘ — Wer erinnert sich dabei nicht an den abenteuerlichen Glau- 


.. 
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dene Verhalten in den einzelnen Fällen bedingen, sind freilich noch aufzu- 
suchen und werden sich vielleicht in dem verschiedenen Verhalten der Lei- 
ter und Nichtleiter gegen die Elektrieität, in den verschiedenen Wechsel- 
beziehungen zwischen Aether- und Körpertheilchen finden lassen. Nament- 
lich dürfte das Verhalten des zwischenliegenden Nichtleiters in Folge der 
auf ihn ausgeübten Einwirkung massgebend sein; S. 150 fanden wir ja 
A< 4A, < 4,und es fällt 
A, zusammen mit kräftiger Anziehung zwischen zwei entgegen- 
gesetzt elektrischen Körpern, | | 
A, zusammen mitschwächerer Anziehung zwischen dem influen- 
zirenden und influenzirten Körper, 
A zusammen mit Abstossung zwischen ursprünglich gleichnamig elek- 
trischen Körpern. | 
Den Uebergang aber von der Abstossung zur Anziehung würde ein ein- 
facher Zeichenwechsel in der Resultante der Abstossung andeuten. Ueber- 
diess steht jene Erscheinung auch keineswegs vereinzelt da; denn abge- 
sehen davon, dass der Magnetismus nicht auf alle Substanzen in gleicher 
Art wirkt, sondern man paramagnetische und diamagnetische Substanzen 
unterscheiden muss, begegnen wir in der Elektrodynamik bei den Amp&re’- 
schen Gesetzen demselben Gegensatze nochmals und unfer denselben äusse- 
ren Bedingungen in Bezug auf einen zwischenstehenden oder nicht zwi- 
schenstehenden Nichtleiter. Während sich nämlich die successiven 'T'heile 
desselben Stromes abstossen, ziehen sich zwei parallele gleichgerichtete 
Ströme an*). | 


ben an einen — jedoch nur bis zu einer gewissen Höhe über der Erdoberfläche 
hinaufreichenden — horror vacui der Natur, wie er vor Torricelli gelehrt wurde? 
Bei der Annahme der Undulationstheorie hilft uns wohl der Satz von Fresnel 
über diese Schwierigkeit: dass bei von einem Punkte ausgegangenen Wellen eine 
Rückwirkung, eine Rückkehr nur da stattfinden kann, wo eine Verschiedenheit 
der Dichte und Elasticität vorhanden ist (Pouillet, übers. von Palmieri III 
$ 437, 8. 313). Die elektrischen Wellen entstehen aber in der Berührungsfläche 
selbst. 

*) Hier wie dort sehen wir durch Mittheilung gleichnamig elektrische Theil- 
chen sich entschieden abstossen. Die Abstossung zwischen zwei Theilehen wird 
proportional sein dem Produkte der Intensitäten beider Theilchen und umgekehrt 
proportional dem Quadrate der Entfernung. Dürfen wir nun annehmen, dass die 
S. 150 gefundene Differenz der Intensitäten der beiden elektrischen Körper A und 3 
nicht allein die Einwirkung auf den zwischenliegenden Isolator N bestimmen, son- 
dern zugleich als Maass für die elektrische Intensität auf, dem ganzen Isolator zu 
gelten habe, so ist 


b 
auf A die Intensität A=a+ = 


Üü 
- ke = B=b _ 
B gr 


b a 
IN % > I, _— —b —— 
ur n n 
Stellen wir uns nun A und 2 als elektrische Punkte von der Masse 1 vor, ist ihre 


Entfernung — e und ist k die abstossende Kraft zwischen 2 gleichnamig elektri- 


Yon Dr. ED. ZETZSCHE. 155 


IARRDDIDIARDDLIDNIII ANA Ann nn na EU UN Un 


Warum ein nicht elektrischer Körper zwischen zwei gleichstarken 
gleichnamig oder ungleichnamig elektrischen Körpern und ein elektrischer 


schen Körpern von der Masse 1 und der Intensität 1 in der Entfernung 1, so wird 
B von A abgestossen mit der 
k 


ade dr 
R=ABS— [+ +4 = 
Ein Theilchen in N von der ae du in a Entfernung « von BZ stösst Z ab 
1 
mit der Kraft p=BAk7z, und die Summe aller Abstossungen der Theilchen von 


N gegen 2 ist: 


nen sort, > s>0 
& 
ei 2 2 
en er n ee 


Die Summe ?=R-+P ist die Totalkraft, mit welcher 3 abgestossen wird. Be- 


trachten wir. die Summanden etwas näher in den schon S. 150 herausgegriffenen 
Fällen: 


a?k 
1) d=.a liefert: Ru,—= G iz +5 3=(1 + 2 = >o0 
P—0 
P3>0 


d. h. die Abstossung wird nicht = 0, wenn auch I, = war. 
2) b=0 liefert: 
Bas Re. _ »ab+n(@ +5) + ab 


nmab+-nb?-+ ab 
ee ala n.a? rt ee Lei 


na? 


Bra: Zab 
n=(@5)8-8 GI) nr Er 


= «(1 - ) — (1 - „)|5=(!-5) [«(-2)-5]s 


So lange in ? der Werth d —, (\ — -) a ist, ist also P> P, und bestimmt? >?.. 


Da aber R so beträchtlich grösser ist, als ie so dürfte wohl allgemein PI>24 
d. h, die Abstossung bei blosser Influenz geringer sein, als wenn 2 gleichnamig 
elektrisch mit 4 ist, 


3)b = — b liefert: 


>1;R>R, 





2 2 
Be Ri = ;R— %— (2a + 2% >06; BER, 
ab\ k 
enge (Er) RDR; 
2.» 13:00 A 
BRIEF te 
a? RSMSR, 
n 
2 I 2 2 
= (-0-»4 tt _83_E)s 
n? ı .m® 
4 
ee s>0; P>P, 
P—Pr—(a+%— 2ab + 


12{1-3) Bor = | s>0; PP >P. 
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zwischen zwei gleichstarken unter sich gleichnamigen weder angezogen, 
noch abgestossen wird, während ein elektrischer zwischen zwei unter sich 
ungleichnamig elektrischen Körpern mit der Summe der beiden Wirkungen 
abgestossen oder angezogen wird, das erklärt sich jetzt von selbst aus der 
Wirkungsweise gleicher oder entgegengesetzter Kräfte, deren Wirkungs- 
richtungen in dieselbe gerade Linie fallen. 


So hätten wir denn das weite Feld der elektrischen Erscheinungen 
mannigfach durchkreuzt und gefunden, dass uns nicht allein eine sehr be- 
stimmt ausgeprägte vielseitige Doberan in dem Auftreten und in 
dem Wesen der Elektricität, des Lichtes und der Wärme die Anwendung 
der Undulationstheorie auf die Elektrieität an die Hand giebt, sondern dass 
auch, wenn man in der Elektricitätslehre diese T'heorie zu Grunde legt, 
zunächst eine für alle Elektrieitätsquellen gleichförmige Erklärung für die 
Erregung der Elektrieität gewonnen wird, und dass in der Erklärung der 
elektrischen Erscheinungen selbst durchaus nicht mehr Schwierigkeiten zu 
überwinden bleiben, als auch die dualistische Theorie noch unbeseitigt lässt, 
ja dass vielmehr so mancher gewichtige Einwand verschwindet. Zudem 
finden wir die Elektrieitätserregung in der Regel von einer gleichzeitig auf- 
tretenden Bewegung begleitet und sehen die meisten Wirkungen des elek- 
trischen Stroms anderwärts häufig durch eine vorhandene Bewegung her- 
vorgebracht und namentlich auch gerade durch schwingende Bewegungen. 
Ein eben so wichtiges als schwieriges Gebiet, das des Elektromagnetismus, 
haben wir in unseren Betrachtungen nur wenig berührt und wollen desshalb 
hier noch einige Bemerkungen aus demselben einfügen, um an diese unsere 
Schlussbetrachtung anzuknüpfen. 


Es ist Re: R.>RB, und P>P:; PI2B A hadıe Abztossih ist stets geringer, 
wenn D entgegengesetzt, als wenn es mit A ss 5>%. elek- 
trisch ist. 

RÄL>R, und PR, >P; PR >Pz d.h. die Abstossung ist stets geringer, 
wenn D entgegengesetzt, als wenn es gar nicht elektrisch war und bloss influenzirt 
wurde. 


4) De _— liefert: 


Re, 
2.a2 Dr 
TRIER. a -5)4= -— (1-2 0 


Re! Re 2 
A (— ®— a4 Furt _5-5)5=—-2e(1-2) s<o 


n n? 
BR<O 
d. h. wenn B eben so stark, aber entgegengesetzt biakızısah ist, wie 4, so wird 
es nicht abgestossen , sondern angezogen mit einer Kraft, welche 


2 
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Der Schliessungsdraht*) eihes elektrischen Stromes wird durch den 
Strom.kräftig transversal magnetisch und tritt dann nicht nur mit anderen 
fertigen Magneten in Wechselwirkung, sondern er vermag auch in Körpern, 
“ welehe magnetisch werden können, Magnetismus hervorzurufen, und zwar 
liegt die magnetische Axe des entstehenden Magnetes senkrecht zur Strom- 
richtung **), Umgekehrt zeigte Ampere, wie sich jeder Magnet als ein 
Träger elektrischer Ströme betrachten lässt, die sich um ihn herum in Ebe- 
nen bewegen, welche senkrecht auf seiner magnetischen Axe stehen. Dess- 
halb muss denn auch plötzlich auftretender oder verschwindender, oder 
überhaupt seinen relativen Ort verändernder„Magnetismus in seinem Wir- 
kungskreise ganz in derselben Weise störend auf das elektrische Gleichge- 
wicht einwirken, wie es Elektrieität unter eben diesen Verhältnissen und 
Bedingungen thun würde. Unter Umständen überträgt sich bei diesen in- 
teressanten Erscheinungen die Bewegung des Magnetes, oder des Stromlei- 
ters durch Rückwirkung auf den andern, oder hemmt dessen schon vorhan- 
dene Bewegung, sodass also selbst die Trägheit der Materie überwun- 
den wird. 


Wir hätten nun zum Schluss bloss noch einige Andeutungen über die 
Stellung des Magnetismus zur Elektrieität und über die Stellung der beiden 
Elektricitäten gegeneinander zu geben, und zu diesem Behufe gehen wir 
nochmals auf die Polarisation ***) des Lichtes zurück. Wenn ein gewöhn- 
licher Lichtstrahl unter einem schiefen Winkel an die Grenze zweier Mit- 
tel kommt, so wird er reflectirt und gebrochen f), und es stehen die trans- 
versalen geradlinigen Schwingungsbahnen des reflectirten Antheils senk- 
recht auf denen des gebrochenen Antheils. Aus den in einem Strahle des 
semeinen Lichts angehäuften Schwingungen werden also bloss jene reflec- 
tirt, welche in der Reflexionsebene (= polarisirende Ebene) lagen, und 
blos jene durch Brechung fortgepflanzt, welche senkrecht zur Reflexions- 





*) Gleichgiltig, aus welchem Metall; der Magnetismus wirkt nur auf wenige 
Metalle kräftig anziehend und magnetisirend. 


*#) Auf die Stärke ‘des durch eine Spirale erzeugten Elektromagnetismus ist 
ausser der Stromstärke und der Zahl der magnetisirenden Windungen die Masse 
des magnetisirten Körpers von wesentlichem Einfluss, und es lässt sich für jeden 
Querschnitt des Elektromagnets ein Maximum des Magnetismus durch eine noch so 
grosse Vermehrung der Stromstärke nicht überschreiten. Vergl. Dub, die Gesetze 
des Elektromagnetismus, in der Zeitschrift des deutsch-österr. Telegraphen-Vereins 
Iv Hft. 2 fl. 


**#) Fresnel: ein polarisirtes Bündel ist jenes, für welches die Schwingungen 
immer dieselbe Richtung haben, und dabei ist seine Polarisationsebene jene Ebene, 
zu welcher die kleinen schwingenden Bewegungen der Aethertheilchen immer. per- 
pendikular bleiben. Vergl. Pouillet, übersetzt von Palmieri III $ 465, 8. 896. 


+) Ausserdem tragen die von dem reflectirenden Punkte ausgehenden Kugel- 
wellen in beide Mittel das Bild dieses Punktes und machen ihn dadurch von allen 
Seiten sichtbar. 
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ebene lagen (die zugleich auch die brecheftde Ebene ist). Kommt jetzt der 
reflectirte oder der gebrochene Antheil an eine zweite Grenze des fortpflan- 
zenden Mittels, so wiederholt sich das eben Gesagte, und es kann hier 
keine zweite Reflexion oder Breehung eintreten, wenn die Schwingungen 
des ankommenden Strahls senkrecht stehen auf den Schwingungen, welche 
für diese Reflexion oder Brechung aus einem gemeinen Lichtstrahle herausge- 
nommen werden würden; in allen andern Fällen wird refleetirt und gebrochen 
zugleich, indem sich die vorhandenen Schwingungen z. B. in der Richtung 
eb (Fig. 9) nach zwei auf einander senkrecht stehenden Richtungen eb und 
cd zerlegen. Aber die Intensität des reflectirten und die des gebrochenen 
Strahles sind im allgemeinen nicht gleich; wenn der eine Strahl im Maxi- 
mum seiner Intensität ist, so ist der andere im“Minimum; das Maximum geht 
in das Minimum über bei einer Drehung des Analyseurs um 90 Grad. Bei 
zweimaliger Reflexion und ebenso bei zweimaliger Brechung tritt das Mini- 
mum bei senkrechter, das Maximum bei paralleler Stellung der beiden po- 
larisirenden Ebenen auf; umgekehrt ist es, wenn Reflexion und Brechung 
mit einander abwechseln. Eine Ausnahme davon zeigt der Bergkrystall 
(für in Richtung der optischen Axe durchgehende Strahlen) und alle dop- 
pelt brechende Mittel, von denen man daher sagt, dass sie die Polarisations- 
ebene um eben jenen Winkel drehen, um welchen man die eine der beiden 
polarisirenden Ebenen aus der eben angegebenen parallelen oder senkrech- 
ten Stellung herausdrehen muss, damit das Maximum oder Minimum der 
Intensität erlangt werde. Die Ursache dieser Drehung der Polarisations- 
ebene ist nach Fresnel das Vorhandensein zweier mit ungleicher Ge- 
schwindigkeit entgegengesetzt rotirender circular polarisirender Strahlen. 
Cireular polarisirte Strahlen entstehen aber bei der Interfereuz zweier ge- 
vadlinig und senkrecht anf einander polarisirter Strahlen von gleicher Ampli- 
tude und !/, Wellenlänge Gangunterschied. 

Weil man nun eine Drehung der Polarisationsebene beim Durchgange 
des polarisirten Lichtes durch durchsichtige Mittel auch durch Magnetis- 
mus herbeiführen kann, und weil hier die Drehung noch überdiess in Rich- 
tung der Ampere’schen Ströme erfolgt, welche in einem weichen Eisen- 
stück vorauszusetzen wären, wenn es an die Stelle der durchsichtigen Sub- 
stanz gebracht und durch die auf diese Substanz wirkenden Pole magneti- 
sirt würde: so liegt es doch gewiss nicht fern, im Magnetismus selbst eine 
ähnliche rotirend polarisirte Schwingungsweise zu suchen, wie sie im Berg- 
krystalle vorhanden ist. Die in einem eircular polarisirten Strahle hinter- 
einander liegenden Theilchen, welche nach einander in dieselbe Phase tre- 
ten und im Gleichgewichtszustande in einer dem Strahle parallelen Linie 
lagen, bilden ferner, wenn man sie in ein und demselben Zeitmomente be- 
trachtet und durch eine Linie verbunden denkt, eine Schraubenlinie abedef 
(Fig. 10); die Höhe eines Schraubenganges ist dabei der Wellenlänge 
gleich, und es erfolgt während einer jeden Undulation scheinbar ein gan- 
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zer Umgang der Schraube*). Nun haben wir bereits früher Spirallinien 
auch durch Elektrieität beschrieben gefunden, und wenn wir für diese Spi- 
rallinien eine gleiche Ursache gelten lassen wollen**), so führen sie uns 
zur Annahme einer der magnetischen Schwingungsweise ähnlichen Beschaf- 
fenheit der elektrischen Schwingungen. Der Magnetismus ist endlich ein 
beständiger Begleiter der (dynamischen) Elektrieität, und Humboldt be- 
zeichnet schon im Kosmos (Bd. I. S. 194) den Magnetismus nur als eine der 
vielfachen Formen, in welchen sich die Elektricität offenbart. Gehen wir 
noch einen Schritt weiter, nennen wir beide, Magnetismus und Elektriecität, 
„Modalitäten einerund derselben Undulation,“ aus welcher sie 
sich in ähnlicher Weise herausnehmen lassen, wie die polarisirten Licht- 
strahlen aus den Strahlen des gemeinen Lichtes. Stelien doch die Axen- 
richtungen der gleichzeitigen Wirkung der Elektricität und des Magnetis- 
mus ebenso senkrecht auf einander, wie die Schwingungsbahnen des reflec- 
tirten und des gebrochenen Lichtstrahls, wie die Schwingungsbahnen des 
ordentlichen und ausserordentlichen Strahls bei der Doppelbrechung. Wenn 
wir aber hiernach die Schwingungsbahnen bei der Elektricität und beim 
Magnetismus nicht als gerade, sondern als in sich zurückkehrende krumme 
Linien voraussetzen, so wird sich das Auftreten des positiven und negati- 
ven Elementes aus der Möglichkeit einer Rotation nach rechts, oder nach 
links entwickeln lassen #**). 

Während nun der elektrische Zustand eben das Vorhandensein einer 
oder der andern jener rotirenden Schwingungen bezeichnet, so erscheint 
der Magnetismus, und zwar beide Magnetismen zugleich, erst da, wo sich 
jene elektrischen Schwingungen von Theil zu Theil weiter fortpflanzen, ent- 
weder bloss die eine Art oder beide zugleich, und senkrecht zu der Fort- 
pflanzungsrichtung liegt die magnetische Axe. Desshalb magnetisirt ein 
einfach elektrischer Körper nicht, sondern erst die elektrischen Ströme, 


*) Ueber spiralförmige akustische Knotenlinien vergl. P ouillet, übersetzt 
von Palmieri III 8 337, S. 79. 


#*) Indem wir sie gewissermassen als ein daguerreotypes Bild eines momenta- 
nen Zustandes betrachten. 


**#) Der Erfahrung und der Rechnung bleibt es vorbehalten, diese Andeutungen 
zu bestätigen oder zu widerlegen. Wichtige Momente bei der entscheidenden wei- 
tern Durchführung dürften sich aus den Interferenzerscheinungen des eircular po- 
larisirten Lichtes verglichen mit denen bei der Elektrieität und aus den Verschie- 
denheiten ergeben, welche sich zwischen der positiven und negativen Elektrieität 
z. B. durch das Licht und die Lichtenberg’schen Figuren offenbaren. — Da wir 
hier keineswegs schon eine bereits abgeschlossene Undulationstheorie der Elektri- 
eität zu geben beabsichtigten, sondern durch die Untersuchung über die Berechti- 
gung und Zulässigkeit der Anwendung der Undulationstheorie für die Elektrieitäts- 
lehre mehr nur zur Erledigung einer Vorfrage beitragen wollten, so durften wir 
wohl auch nach der Feststellung der allgemeinsten Beschaffenheit der elektrischen 
Schwingungen uns mit einigen Andeutungen begnügen und die eigentliche gründ- 
liche Untersuchung über die Natur der elektrischen Schwingungen für eine spätere 
ausführlichere Bearbeitung des Gegenstandes aufgespart lassen. 


11* 
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in welchen eben eine oder beide Arten der rotirenden Schwingungen fort- 
gepflanzt werden; desshalb hat beim Zerbrechen eines Magnetes jedes Stück 
seine zwei Pole, weil eben das Hervortreten der magnetischen Polarität die 
Folge der um jeden Theil ceireulirenden elektrischen Ströme ist; darin kann 
es auch begründet sein, dass die magnetische Vertheilung von der elektri- 
schen wesentlich verschieden ist, dass bei ihr wirklich beide Magnetismen 
zugleich erregt werden, und zwar in Folge einer Art von Induction mit um- 
gekehrter Lage der Pole gegen die Pole des vertheilenden Magnetes. Dazu 
gesellt sich als weiterer Unterschied, dass es beim Magnetismus keine Lei- 
tung giebt, wesshalb wir schon früher die Annahme magnetischer Schwin- 
gungen der Körpertheilchen etwas bedenklich nannten; damit fiele dann 
auch die Herabstimmung der Schwingungszahl bis zu sichtbaren Schwin- 
gungen durch den Widerstand eines Nichtleiters weg, und in der That wur- 
den auch noch keinerlei leuchtende Erscheinungen an Magneten beobachtet. 


Kleinere Mittheilungen. 


IV. Ueber vollkommene Zahlen. . In meiner Abhandlung über Ramus, 
Stifel und Cardanus habe ich (Bd. II S. 375 dieser Zeitschrift) einige Sätze 
über sogenannte vollkommene Zahlen zusammengestellt, d. h. über solche 
Zahlen, welche der Summe ihrer aliquoten Theile gleich sind, z. B. 

6=1l+2 +3, B=1r2+44+7 +1. 

Schon Euclid zeigte, wie solche vollkommene Zahlen aus der Formel 
(arHl — 1). 2” hervorgehen, so oft 2"*1 — ı eine Primzahl ist. Unter der 
Voraussetzung, dass diese Euclidische Entstehungsweise die einzige mög- 
liche ist, erwies schon Cardanus, dass alle vollkommenen Zahlen mit 6 oder 
8 schliessen. Dieser letzte Satz lässt sich nun, wie Herr Staatsrath Maedler 
mir gelegentlich bemerkte, dahin ausdehnen, dass die vollkommenen Zah- 
len mit 6 oder mit 28 schliessen. | 

Der Beweis dieser Erweiterung ergiebt sich wohl am Einfachsten nach 
folgender Methode. Damit die vollkommene Zahl mit 8 schliesse, muss 
2" mit 4 und 2"F1 — 1 mit 7 schliessen. Alle Potenzen von 2, welche mit 
4 schliessen, haben aber eine grade Zahl an der Stelle der Zehner, weil sie 
nur durch fortgesetzte Multiplication der 4 mit 16 entstehen. Diese Poten- 
zen können desshalb in den zwei letzten Ziffern durch 20 m + 4 dargestellt 
werden, wo m einziffrig ist. Für den Factor 2"! — 1 sind daher die beiden 
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Endziffern 40 m + 7 und die Multiplieation der beiden Factoren liefert 
800 m? + 300 m + 28, d. h. für die beiden Endziffern: 28 *). 


» ÜANTOR. 


V. Ueber die Discontinuität gewisser unendlicher Reihen. Wenn eine 
unendliche Reihe 
U Te Be nee, 
deren Glieder bekannte Functionen einer Variabelen & sind, für alle, ein 
bestimmtes Interwall © —=.a« bis e==b nicht überschreitenden & convergirt, 
so scheint es unzweifelhaft, dass auch die Reihe 
b 


2 
de + finde + Or. 
ad 


a ad 
convergiren und 
b 


var 


; a 
zur Summe haben müsse. Man könnte nämlich sagen: Die Summe der 
Reihe v, + u, + etc. lässt sich alsFunetion von x, etwa f(x), und y=f(x) 
als Gleichung einer Curve betrachten; wegen der vorausgesetzten Conver- 
senz der Reihe sind alle von 2 =a bis &—=b vorkommenden Ordinaten 
jener Curve endliche Grössen, mithin ist auch ihre Fläche, d.h. /y d«, 
zwischen denselben Grenzen genommen, eine endliche Grösse. Diese Ar- 
gumentation unterliegt. allerdings solange keinem Einwurfe, als die Gleichung 
y= f(x) eontinuirlich bleibt;.da man aber die Oontinuität oder Disconti- 
nuität einer Reihensumme nicht aus dem blossen Anblicke der Reihe erken- 
nen kann, sondern erst bei deren wirklicher Summirung gewahr wird, so 
bleibt die Anwendung des obigen Satzes sehr misslich. Wie leicht man 
sich hierin täuschen kann, mag folgendes Beispiel zeigen. 

Die unendliche Reihe 


y=a(1—a) +22 (1—x?) + x? (1—23) +.... 


eonvergirt für alle positiven ächt gebrochenen & auch für @==0 und für 


. 


&==1, in welchen beiden Fällen y verschwindet; man wird demnach erwar- 
ten, dass die durch obige Gleichung repräsentirte Curve die Gestalt von 
APB (Fig. 11) habe, worin AB = 1 ist, und-dass die Fläche 
| 1 
APBMA= [yda 
0 


EZ 


» *) Ich benutze diese Gelegenheit, um auf eine mir erst kürzlich bekannt ge- 
wordene Abhandlung von Terquem über die Elemente der Zahlentheorie aufmerk- 
sam zu machen. In derselben finden sich (N. ann. math. III. 219 und 337) auch 
mehrere interessante Sätze über vollkommene Zahlen, C. 
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von endlicher Grösse sein werde. Die Ausführung der Integration giebt aber 
1 
? 1 2 ST m n 
Jya=z54+3 + Free DoEDOREH ten 
0 


und da fürn >1 
n 1 1 

GFDRFD TR 

ist, so folgt, dass die Summe der vorigen Reihe mehr beträgt als 
= 1 1 

la tatz RE ): 
mithin der Werth des Integrales unendlich gross ist. Das Paradoxon, dass 
eine geschlossene Curve einen unendlich grossen Flächeninhalt haben soll, 
klärt sich durch eine genauere Untersuchung sofort auf. Nimmt man die 
Reihe zuerst als n-gliedrige und bezeichnet deren Summe mit y,„, so ist 

„zı+txr+1..+" — (ee +at!+2°+...14+8®) 


. 1— an eg x — anti — nt? ont? 
l—g 1— 2° 1—ı? 








Bei unendlich wachsenden n giebt diess unter Voraussetzung eines positiven, 
ächt gebrochenen & 


y= Lim Were 1>220; 


XV 


für ==1 dagegen erhält y, die Form s und als wahren Werth hiervon fin- 


det man nach dem gewöhnlichen Verfahren 

„=1—- (+1) —- (n+2) + an +2) =0, 
wobei die Grösse von n gleichgültig bleibt; es ist daher auch „== Lim y, 
in diesem Falle = 0, wie man ohnehin wusste. Zufolge der Gleichungen 


ya ORT; 

y=%0 yfür EZ FIS 
hat nun die Curve eine ganz andere als die ursprünglich vermuthete Gestalt; 
die Ordinaten wachsen nämlich fortwährend und können jede beliebige 
Grösse übersteigen, wenn man & nahe genug bei der Einheit wählt; wird 
aber 2 ==1, so ändert sich die Curve sprumgweis und liefert den isolirten 
Punkt B auf der Abseissenachse (Fig. 12). Dass eine solche Curve einen 
unendlichen Flächeninhalt besitzt, wird Niemanden befremden, auch ergiebt 
er sich unmittelbar, wenn man das Integral 


“ ® (® % 
var TE dx 


zwischen den Grenzen & = 0 und 2 =1-—-d nimmt, wo Ö eine unendlich 
kleine Grösse bezeichnet. | 
Die vorhin’bemerkte Discontinuität scheint übrigens den meisten Rei- 


r 


hen von der Form ” 
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A (1—2) +42? (1—a?) +4 21a) +.. 


eigen zu sein. So ist z. = 
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l ee. 
AT 2) +5 ar 2) Dora la) +.. 


ey 2 


Via? 


dagegen verschwindet die Summe für  ==1; die entsprechende Curve hat 





daher eine ganz ähnliche Gestalt wie die vorige. Ferner ist 


TEA) +zRU-N) + U) +... 
hr ERTL, 

für © == 1 dagegen ist die Summe der Reihe nicht —= 12, wie es die Conti- 
nuität verlangen würde, sondern —=0. 

Der eigentliche Grund dieser Discontinuitäten liegt jedenfalls in dem 
einfachen Satze, dass schon die Gleichung 

y—=Lm RR (0 = ©) 

eine discontinuirliche Curve giebt. Für 0 <x< 1 fällt letztere mit der Ab- 
scissenachse zusammen; an der Stelle x 1 hat sie einen isolirten Punkt 
in der Höhe y=1; für x > 1 wird sie zu einer unendlich entfernten para- 
bolischen Linie. 

Wie man sieht, haben die betrachteten Reihen eine gewisse Aelnlich- 
keit mit den Reihen von der Form 

B, sn £& HB, sn2x + DB, sn3&. + .:,: 

deren Summen für 2 —=0 und &—=r verschwinden, aber innerhalb dieses 
Intervalles jeder gegebenen Function von x gleich gemacht werden können 
und daher an jenen Stellen discontinuirlich sind, wenn nicht zufällig 
f(0)=f(r)=0 ist. Bisher lieferten diese periodischen Reihen das erste, 
elementar nicht wohl behandelbare Beispiel von discontinuirlichen Reihen- 
summen; die vorhergehenden Betrachtungen zeigen dagegen, dass solche 
Fälle von Discontinuität schon in den Anfängen der Reihentheorie vorkom- 
men können, und dass ebendesswegen bei der Behandlung unendlicher Rei- 
hen sowie überhaupt bei allen in’s Unendliche fortgesetzten Operationen 


eine scrupulöse Genauigkeit ganz am Platze ist. 
SCHL., 


VI. Ueber einen allgemeinen Satz von den Flächen ebener Curven. 

In Heft 4, Theil XXXI des Grunert’schen Archivs d. Math. findet man fol-' 
genden, von Dr. Völler in Saalfeld angegebenen Satz: 

Zieht man-in einer ebenen Curve eine Sehne und legt durch deren 

Endpunkte Tangenten an die Curve, so nähert sich das Verhältniss 

des von der Sehne abgeschnittenen Flächensegmentes zu dem aus 
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der Sehne und den Tangenten gebildeten Dreiecke mehr und mehr 
der Grenze ?/,, wenn die Sehne unendlich abnimmt. 

Der Verf. ist durch die Parabel auf seinen Satz gekommen; für diese 
gilt nämlich das Verhältniss 2: 3 bei jeder beliebigen Grösse der Sehne; da 
man nun immer eine Parabel construiren kann, welche mit einer gegebenen 
Curve eine Sehne und die Tangenten an deren Endpunkten gemein hat, so 
war zu erwarten, dass jenes Theorem für beliebige Curven in soweit beste- 
hen würde, als deren Bögen für Parabelbögen gelten können, woraus die 
Beschränkung auf unendlich kleine Sehnen und Bögen sogleich folgt. Was 
den Beweis des Satzes anbetrifit, so ist derselbe sowohl bei dem Verf. als 
in der Grunert’schen Nachschrift ziemlich weitläufig ausgefallen; es be- 
darf aber hierzu weder analytischer Geometrie, noch der Integralrechnung, 
noch endlich des Taylor’schen Satzes, sondern nur folgender zwei bekann- 
ter Theoreme (s. Fig. 13). 


Bezeichnet 9 (x) die Fläche zwischen der Abseissenachse, der Curve, 
der festen Ordinate AB und der beweglichen, zur Abscisse OM = x gehö- 
renden Ordinate M P, so ist der Differentialquotient 


o («)—=Lim LerNZem (hs. MM, — 42) 


einerlei mit der Ordinate MP, welche y oder f(x) heissen möge; der Dif- 
ferentialquotient 


f («)=Lim [ep Dh . 


bedeutet geometrisch die trigonometrische Tangente des Winkels MTP==r, 
welchen die berührende Gerade am Punkte P mit der Abscissenachse ein- 
schliesst. 

Hiernach betrachten wir drei verschiedene Grenzwerthe, aus denen 
der Völler’sche Satz sehr leicht herzuleiten ist. | 

a. Das von der Sehne abgeschnittene Segment, welches S heissen 
möge, ist der Unterschied zwischen dem Trapez MM,P,P und der gleichna- 
migen Curvenfläche, mithin 


Ss=5 f@)+f(@+m]—p@+N)—g (a), 
folglich wenn » für f gesetzt wird, 


7» 213 3 


nach der bekannten Methode, die zur Ermittelung des wahren Werthes un- 
bestimmt scheinender Brüche dient, erhält man für verschwindende A 


5 Ss 1 r i 7 1 „ 
1) Ins nr )-rzf Dery. 


b. Der Winkel PSM, welchen die Sehne PP, mit der &- Achse ein- 
schliesst, heisse 6; es ist dann _SPT=o0— rund 
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Fern LE) y () 


NER Set, 2 f er hy) —f(e) 
re) 
tan (6 —ı) _f «HM —rW)—hfe) 1 
h R a (©). 


woraus man nach demselben Verfahren findet 


im led) —_ f@ 1 FT 
h DE ne 
Für _SP,T,=r, —6 ergiebt sich auf die nämliche Weise 
Lim! ,—o) 1 N N 
h 7 21+y? 
Zerlegt man die Tangente in Sinus und Cosimus und beachtet, dass bei ver- 


. schwindenden A sowohl 6 —r als r, — 6 in Null übergeht, so hat man auch 





nl —r) " 7 sa — 0) = BEN 
2) Lin, Im —— erg 
c. Für den Winkel TOT, =r, — r ist. 
tiny—tanı __ f(cH+h — f («) 
I+tanztnz I+f(c+Af (x) 








tan (1, —r) = 


hieraus folgt 


Er kant), f" (&) Sa iz Y 
h a ve N 
ebenso auch 
san (luU—T _..,%, 
3) Lim 7 Er 


d. In dem Dreiecke PP,0, dessen Fläche 7 heissen möge, kennt ınan 
- die Seite PPR = Va tar und die Winkel P=s—r, P=1u,—6, 
0 —= 180° — (7, — ’; daher ist 
7} (a4 499) sin (0) sin (1—0) 
as sin (7, —T) 


sin (6—r) sin (1 —6) 


BR fie +) — f(&)\? h Aurel 
m a] ” ( h ) | sin (T, —T) 


h 
Dureh Uebergang zur Grenze für verschwindende A ergiebt sich sofort, 
wenn man die Gleichungen 2) und 3) beachtet, 
N 1... 
4) Lim „ SE= 8 Y» 


e. Aus den Formeln 1) und 4) erhält man endlich 


LE ur 2 
5) Lim 7, == Lim m (7: =) mV arg = 


welches der zu beweisende Satz ist. 
f. Durch gleich einfache Mittel können viele ähnliche Grenzwerthe 
bestimmt werden, was wir en detail nicht auseinanderzusetzen brauchen. 


6 - Kleinere Mittheilungen. 
"Nur möge hier noch die Bemerkung Platz finden, dass sich aus der Gleichung 
3) die Formel für den Krümmungsradius herleiten lässt. 

Die Sehne PP, bildet nämlich mit den Normalen in P und ?, ein Drei- 
eck PRP,, wovon eine Seite PP, und die Winkel RPPRL =9%’ — (6 — r), 
RP, P=%° — (t, — 0), PRP,=r, — r bekannt sind; man hat daher nach 
dem Sinussatze und für PR=r, PR=r, 


fr IL Varta 7, 9: VA: + Ay? 
cos (6—T) sin GE cos (7, — 6) sin (T, —T) 
folglich 
rr Ja? + Ay? 


cos (6—T) cos (T, — 6) sm (4 — 7) 


Jı 
ln Es 
sin (4 —r)\? 

AIix 


oder besser 


rt, = cos (6—r) cos (T, —6). 


Beim Uebergauge zu verschwindenden fx =h wird r=6==r,, gleichzei- 
tig nähern sich r und r, einem gemeinschaftlichen Grenzwerthe, der o heis- 
sen möge, mithin ist 


a ann 
Y 2 37 
1+y” 


Unter den strengen Ableitungen der Formel für og dürfte diess wohl eine der 
kürzesten sein und sich beim Unterrichte vielleicht dadurch empfehlen, dass 
sie weder analytische Geometrie noch Doppelschnittsverhältnisse, sondern 


nur die einfachste trigonometrische Formel in Anspruch nimmt. 
ScHL. 


VII. Ueber confocale Ellipsoide. Den neulich mitgetheilten Sätzen 
über confocale Ellipsoide liessen sich meiner Ansicht nach die Beweise eini- 
ger bekannten Sätze anschliessen. Es werden nämlich in der Theorie der 
Attraction der Ellipsoide folgende zwei Sätze gebraucht (s. z. B. Duha- 
mel’s Analytische Mechanik): 

1) „Die zwischen zwei ähnlichen und ähnlichliegenden Ellipsoiden 
eingeschlossenen Stücke einer geraden Secante sind einander gleich.“ 

2) „Sind m,n zwei Punkte der Oberfläche eines Ellipsoides, und M,N die 
ihnen correspondirenden Punkte der Oberfläche eines demselben confo- 
calen Ellipsoides, so sind die Entfernungen Mn und Nm einander gleich.“ 

Der erste Satz beweist sich wohl am einfachsten mit Zuziehung einer 
zur Secante durch das Centrum C des einen Ellipsoides gelegten conjugirten 
Diametralebene. Es hängt nun die Richtung eines conjugirten Diameters 
nur von der Richtung der zugehörigen Diametralebene und dem Verhält- 
nisse der Hauptachsen ab. Da dieses in beiden ähnlichen Ellipsoiden das- 
selbe ist, so fallen in beiden Ellipsoiden die zur fraglichen Ebene conjugir- 
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ten Diameter in dieselbe Gerade, was auch schon aus dem reinen Begriffe 
der Aehnlichkeit hervorgeht, und werden, wie alle ihnen parallele Sehnen, 
durch diese Ebene halbirt. Sind also M,N die Schnittpunkte der Secante und 
“ des ersten Ellipsoides, m,n diejenigen der Secante mit dem zweiten Ellipsoide, 
c der Begegnungspunkt der Secante mit der conjugirten Diametralebene, so 
ist Mc —= Ne, me — nc, woraus durch Subtraction folgt Mm = Nn.' 

Um den anderen Satz zu beweisen, mache ich die Bemerkung, dass 
die Feststellung der correspondirenden Punkte, d.h. derjenigen, deren 
auf das Hauptachsensystem bezogene rechtwinklige Coordinaten sich ver- 
halten, wie die ihnen parallelen Hauptachsen beider Ellipsoide, am ein- 
fachsten wohl geschehen könne dadurch, dass man 

| X==Acosi, Y—=Bcosu, Z=(cosv 
RER NY TODE U, NEE" V 
setzte, wo A, u, v drei Hilfswinkel sind, die die Richtung eines gewissen 
Radius concentrischer Kugeln bestimmen, was ich hier nicht weiter aus- 
führen will, weil die Sache vollkommen analog einer bekannten Construction 
der Ellipsenpunkte mittelst über den Hauptachsen beschriebener concentri- 
scher Kreise ist. — Jedenfalls folgt aber, da cos?! + cos?u + cos?v = 1 ist: 


z X? r” Z? x? % 2? 
trat arten 


EEE HATTE re BER ZELE. CE, 
d. h. die Punkte X, 7, Z; x, y, z sind correspondirende Punkte zweier 
Ellipsoide. Bezeichnen wir sie durch M und m, und nennen X, F', Z}; 
&,y,z ein anderes System correspondirender Punkte N, n, sq,dass 
4Acoil, F=zeBcoosu, 20cosv, 
x=acoh, Y=bcosu, ze cosv, 
so ergiebt sich augenblicklich, dass die Quadrate der Entfernungen Mn und 
Nm gleich sind, aus der Gleichung 
(A cosA.— a cos A)? + (B cos u —b cos w)? + (C cos v —c cos vV’)? — 
(4 cos A —.a cos A)? + (B cos W —b cos u)? + (C cos v’ — c cos v )?, 
sobald man dabei, da die Hauptschnitte beider Ellipsoide confocal sein sol- 
len, berücksichtigt, dass 
2—B— Rd —%, 2—R—d— ed, R—0O = R—e, oder 
A? — a: —=. B?—b* —= (?—c?, und 
cos?A + cos?u + cos?v — cos? + cos?wW + cos?v — 1 ist. 


(Aus einem Briefe des Herrn Dr. Zeuruss in Darmstadt.) 


VII. Teleskope von versilbertem Glas und Spiegel mit ellipsoidischen 
und paraboloidischen Umdrehungsflächen. Von L&ox Fovcautut. Die Anwen- 
dung des versilberten Glases statt metallischer Legirungen in der Construc- 
tion der Spiegelteleskope hat recht deutlich die Schwierigkeit gezeigt, Flä- 
chen zu erzeugen, die fähig sind, durch Reflexion einen genauen Brennpunkt 


a 
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zu bilden. Wenn man sich auf die Anwendung sphärischer Oberflächen 
beschränkt, so ist man wegen der daraus entstehenden Aberration genöthigt, 
die spiegelnde Fläche auf einen Umfang zu beschränken, welcher in dem 
Maasse relativ kleiner wird, als man die Grösse der Instrumente vermehrt. 
Wenn man aber die Sache näher untersucht, erkennt man, dass die durch 
den Optiker verfertigte sphärische Oberfläche selbst nicht so genau ist, um 
die Controle optischer Versuche auszuhalten. 

Wenn man z. B. im Krümmungsmittelpunkt eines Hohlspiegels einen 
leuchtenden Punkt anbringt, welcher in demselben Mittelpunkte ein Bild 
ohne Aberration geben sollte, so findet man am häufigsten, dass dieses Bild 
von einem Lichtschein umgeben ist, dessen Wahrnehmung auf Fehler in 
der Oberfläche schliessen lässt. Durch diese Untersuchungsweise erkennt 
man übrigens, dass sich eine Fläche während der Dauer des Polirens auf 
merkliche Weise modifieirt. Diese Bemerkung hat Foucault den Gedan- 
ken eingegeben, die polirten Flächen noch einmal zu überarbeiten und 
durch locale Verbesserungen zu verändern, bis sich das Bild im Krüm- 
mungsmittelpunkt ohne Tadel erweist. Da,diese Operation auf einer schon 
grossen Oberfläche gelang, so beweist Foucault, dass man auch sehr 
wohl die Kugel in ein Ellipsoid und hierauf in ein Paraboloid allmählich 
nach folgender Methode verwandeln könne. 

Wenn man die Oberfläche des Glases genau sphärisch gemacht hat und 
man läßst einen leuchtenden Punkt, der sich ursprünglich im Krümmungs- 
mittelpunkt befand, stetig nach dem Hauptbrennpunkte rücken, so wird das 
Bild in entgegengesetzter Richtung ins Unendliche rücken und die Aberra- 
tion, welch® anfänglich Null war, wird sich mit der Entfernung vergrössern. 
Nimmt man nun zuerst an, dass der leuchtende Punkt sich so wenig ver- 
rücke, dass das in einer benachbarten Stelle vom Mittelpunkte entstehende 
Bild bei der Untersuchung eine eben beginnende Aberration zeige, so 
kann man alsdann den Spiegel mittels eines Polirstahles von geeigneter 
Form so corrigiren, dass diese Abweichung verschwindet, und folglich ist 
aus dem sphärischen Spiegel durch die Trennung des ursprünglichen Mit- 
telpunktes in zwei entsprechende Brennpunkte, welche durch den leuchten- 
den Punkt und dessen Bild eingenommen werden, ein ellipsoidischer ge- 
worden. Hat man diese Correction für die erste Entfernung der Brenn- 
punkte ausgeführt, so vergrössert man diese Entfernung, indem man den 
leuchtenden Punkt dem Spiegel nähert, wodurch neue, ebenfalls zu corrigi- 
rende, Aberrationen erscheinen. 

Durch dasselbe Verfahren wie beim ersten Male vernichtet man sie aber- 
mals, und folglich vergrössert man die Länge des Ellipsoides, welchem die 
Oberfläche des Spiegelsangehört. Setztman diess allmählig von Stelle zu Stelle 
fort, so verlängert man progressiv das Ellipsoid, bis es endlich in ein Umdre- 
hungsparaboloid verwandelt worden ist, nämlich bis der Spiegel fähig gemacht 
ist, ohne merkliche Aberration auf unendliche Entfernung zu functioniren. 


& 
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Diese Methode ist bei einem Spiegel von 33 Centimetern Durchmesser 
und von 2,25 Metern Brennweite in Anwendung gebracht worden und dessen 
Oberfläche ist dadurch schnell so umgeformt, dass dieser Spiegel jetzt, zu 
- einem pärabolischen geworden, in seinem Brennpunkte das Intervall einer 
halben Seeunde noch angiebt. Um übrigens über den Wertli des Instrumen- 
tes, welches von einem solehen Spiegel gebildet. wird, nicht in Zweifel zu 
bleiben, hat Foucault dasselbe nach dem wohlbekannten Stern y in der 
Andromeda am Himmel gerichtet. In der Nacht vom 21. zum 22. Juli hat 
sich dieser Fixstern als Doppelstern gezeigt, so wie er in den Fernröhren 
von mittlerer Dimension erscheint; gegen 3 Uhr Morgens, bei den ersten 
Strahlen des Tages, als die Luft ruhiger geworden war, theilte sich derje- 
nige der beiden Sterne, der sich blau gefärbt darstellt, seinerseits in zwei 
sehr kleine Punkte, welche ausserordentlich nahe bei einander waren. Die 
relativen Lagen, wie sie sich dem Gesichte dreier verschiedener Personen 
bemerklich machten, fanden sich in Uebereinstimmung mit den Angaben der 
Kataloge. Das ist genau das nämliche Resultat, welches Struve nur mit 
dem grossen Teleskop in Pulkawa erhalten hat. Es ergiebt sich aus dieser 
Erfahrung, dass der blaue Stern y im Sternbilde Andromeda durch ein pa- 
rabolisches Teleskop von versilbertem Glas von 33 Centimetern Durchmes- 
ser und 2,25 Metern Brennweite aufgelöst worden ist. 


(Compt. rend., T. 47, p. 205.) 


IX. Das Stereomonoskop von Crauper. Claudet hat ein Instrument 
erfunden, welches er Stereomonoskop nennt und durch dessen Anwendung 
ein einfaches Bild eine stereoskopische Täuschung hervorbringt. Im Mit- 
telpunkt eines grossen schwarzen Schirmes hät man eine viereckige Oefinung 
angebracht, die durch ein mattgeschliffenes Glas eingenommen wird, auf 
welches man, mittels einer optischen Vorrichtung, die hinter dem Schirme 
angebracht ist, das vergrösserte photographische Bild einer Landschaft, 
eines Portraits oder irgend eines anderen Gegenstandes fallen lässt. Wenn 
man dieses Bild betrachtet, natürlich mit beiden Augen und ohne Anwen- 
dung eines Instrumentes, sieht man ein ausserordentliches Phänomen ent- 
steben. Das Gemälde erscheint mit vollkommenem Relief; als wenn man 
mit beiden Augen die beiden auf gewöhnliche Weise in. dem Stereoskop 
verbundenen Bilder betrachtet. Man kann es in einer Entfernung von 30 Cen- 
timetern oder in einer Entfernung von 3 Metern betrachten, wie man es mit 
einem gewöhnlichen Gemälde macht, ohne die geringste Ermüdung der Au- 
gen. Obgleich dieses Bild durch die Projeetion auf den Schirm schon ver- 
grössert worden ist, so kann man es doch noch mehr vergrössern, wenn 
‚man es durch grosse Sammellinsen betrachtet. Diese neue T'hhatsache.be- 
steht darin, dass das Bild auf dem mattgeschliffenen Glas der dunklen Kam- 
mer die Täuschung des Relief hervorbringt, während die Empfindung des 
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Relief nicht existiren würde, wenn das Bild auf Papier aufgefangen würde. 
Wenn der Recipient des Bildes ein mattgeschliffenes Glas ist, so sind die 
durch die versehiedenen Punkte der Linse gebrochenen Strahlen, die das 
Glas erleuchten, nur dann sichtbar, wenn ihre Richtung mit der optischen 
Axe der Augen zusammenfällt, so, dass die vom mattgeschliffenen Glas 
austretenden Lichtstrahlen, welche das rechte Auge erleuchten, nur dieje- 
nigen sind, welche in dieser Richtung durch die linke Seite des Objectives 
schief gebrochen worden sind, und dass die für das linke Auge sichtbaren 
Strahlen einzig diejenigen sind, welche durch die rechte Seite der Linse 
gebrochen worden sind. Die beiden Augen erhalten folglich ein verschiede- 
nes perspectivisches Bild des auf dem mattgeschliffenen Glas dargestellten 
Gegenstandes, und das einfache Sehen ist in der That das Resultat der 
Wahrnehmung zweier verschiedener Bilder, von denen jedes nur sichtbar 
für das eine und unsichtbar für das andere Auge ist. Das ist der Haupt- 
punkt der Entdeckung Claudet's. 

Das Stereomonoskop ist auf das nämliche Prineip gegründet; es ist. in 
Wirkliebkeit nur eine dunkle Kammer, vor der man eine doppelte stereo- 
skopische Platte angebracht hat. Mittels zweier Objective, die passend ge- 
trennt und von einander entfernt sind, werden die beiden Bilder durch 
Brechung auf demselben Theil des mattgeschliffenen Glases projicirt. 
Vermöge des so eben erwähnten Gesetzes wird das rechte Bild nur durch 
das linke und das linke Bild nur durch das rechte Auge gesehen, so dass, 
obwohl es auf dem mattgeschliffenen Glas, wenigstens dem Anscheine nach, 
nur ein Bild giebt, die beiden Augen, indem sie auf denselben Punkt sehen, 
in Wirklichkeit verschiedene Bilder sehen, welche, da sie aus verschiede- 
nen Gesichtspunkten aufgenommen sind, ihre individuelle Perspective be- 
sitzen. Es werden folglich die optischen Axen, wegen ihrer unbesiegbaren 
Tendenz zum einfachen Sehen und bei ihrer natürlichen Anstrengung, die 
beiden correspondirenden Bilder eines nämlichen Punktes des Gegenstandes 
auf die Mittelpunkte der beiden Netzhäute zu bringen, mehr oder weniger 
convergiren, je nachdem die Entfernungen zweier Bilder eines nämlichen 
Punktes auf dem mattgeschliffenen Glasan horizontaler Richtung mehr oder 
weniger gross sind; diese horizontalen Entfernungen sind übrigens, wie 
man weiss, den bezüglichen Entfernungen proportional, welche die Punkte 
des Objectives von dem Orte trennen, wo die Bilder aufgenommen worden 
sind; und die Veränderung der Convergenz der optischen Axen in dem 
Uebergange von einer Ebene zur anderen der Landschaft, wird dieselbe 
Empfindung des Reliefs hervorbringen, als wenn wir die Landschaft, oder 
den Gegenstand mit unsern beiden Augen oder als wenn wir die im Stereo- 


skop verbundenen Bilder bötrachten. 
(Cosmos, Vol. XII, p. 493.) 


VL. 


Ueber den geometrischen Zusammenhang der Maschinen. 


Von EDVARD NOEGGERATH. 


S.1. 

Die Bewegungen, welche an Maschinen vorkommen, sind äusserst re- 
gelmässig und unterscheiden sich auf den ersten Blick von den Bewegun- 
gen, welchen die Körper im Allgemeinen unterworfen sind. Immer sind 
es Wiederholungen in denselben Bahnen mit denselben oder bestimmt ge- 
änderten Geschwindigkeiten, und stets ist der Zusammenhang der einzel- 
. nen Bewegungsmechanismen ein derartiger, dass die Bewegungsübertrag- 
ung von den einen auf die andern erfolgt, ohne dass das Geschwindigkeits- 
verhältniss derselben geändert wird, welche Veränderungen die Geschwin- 
digkeiten selbst auch erleiden. Man hat den Zusammenhang der Theile 
einer Maschine, welcher in der Nöthigung derselben besteht, nur innerhalb 
gewisser Grenzen Bewegungen vornehmen zu können, den geometri- 
schen Zusammmenhang der Maschine genannt und die Bewegun- 
gen der Körper im Allgemeinen in freie und nicht freie Bewegungen 
eingetheilt. Die freie Bewegung ist von den treibenden Kräften, den Be- 
wegungswiderständen und der Trägheit der Körper, die nicht freie Beweg- 
ung dagegen ausserdem noch von der Beziehung des bewegten Körpers zu 
nicht bewegten, welche seine Bahn bestimmen, d. h. also von dem geome- 
trischen Zusammenhange, abhängig. 

Der geometrische Zusammenhang tritt demnach als vierte Bestim- 
' mungsgrösse zu den dreien, denen die Bewegungen im Allgemeinen ge- 
horchen .müssen. Er ist das Wesentlichste der Maschine, indem er der 
Mannigfaltigkeit der Bewegungsveränderungen enge Grenzen zieht und 
gleichsam als Zaum auftritt, mit Hülfe dessen die Kraftthätigkeit in der 
Maschine so gezügelt wird, dass sie nur in der beabsichtigten Weise mittelst 
des Werkzeugs, gegenüber dem bearbeitenden Stoffe zur hauptsächlichsten 
Aeusserung gelangt. Eine Verbindung gegliederter starker Linien, die 
sich um Axen drehen oder zwischen festen Punkten hin- und herschieben, 
während sie ihre Bewegungen einander mittheilen, kann gleichsam als Rip- 
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penwerk der Maschine angenommen werden, aus dem diese selbst hervor- 
geht, wenn man an Stelle der starren Linien feste Körper mit Formen tre- 
ten lässt, welche den vorliegenden Bewegungsbedingungen in derselben 
Weise, wie die Linien, Genüge leisten, ausserdem aber den Anforderungen 
der Festigkeit, die in jedem Maschinentheil fortwährend berührt wird, ent- 
sprechend gebildet sind. Der Entwurf einer Maschine stellt deshalb zu- 
nächst jedesmal den geometrischen Zusammenhang durch Linien fest, deren 
Formen und Dimensionen den Bewegungen angepasst sind, und erst nach- 
dem dies geschehen, werden die Linien gleichsam mit Masse bekleidet, in- 
dem man die Maschinentheile, in dem Constructionsmaterial sie ausgeführt 
annehmend, in vollen körperlichen Formen aufzeichnet und dabei allen Be- 
dingungen Rechnung zu tragen sucht, welche die Festigkeit des Materials 
erheischt. Dass dieser zweite Act des Entwurfs, die Formbildung, in 
den ersten, die Planbildung, nicht hinein greifen darf, liegt auf der 
Hand, und ebenso, dass in der ausgeführten Maschine die Bewegungen so 
stattfinden, wie in der Gliederung starrer Linien, die den geometrischen 
Zusammenhang repräsentirt, wenn dieselbe realisirt und bewegt werden 
könnte. Das Letztere ist darin begründet, dass alle Punkte der Maschine, 
welche mit den Punkten ihrer Gliederung zusammenfallen, wie diese sich 
bewegen, die Bewegungen aller andern aber in Curven vorgehen, die den 
Curven, welche die Punkte der Gliederung beschreiben, parallel oder äqui- 
distant sind. Daraus erhellt dann, dass alle Gesetze, welche für die Be- 
wegung von Liniengliederungen aufgestellt werden können, auch für die 
Bewegungen von Maschinen gelten, welche nach diesen Gliederungen ge- 
bildet sind. 

Während die Formbildung der Maschinentheile, soweit sie sich auf die 
Verkörperung der festgestellten Linien des geometrischen Zusammenhangs 
bezieht, von einheitlichen Gesichtspunkten aus vorgenommen werden kann 
und wiederum erst in neuester Zeit durch die Einführung der Verhältniss- 
zahlen auf allgemeineren Standpunkt gehoben worden ist, stehen bei der 
Planbildung wenige Gesetze zu Gebot, deren gemeinsame Ausgangspunkte 
klar vorliegen. Nur wenige Maschinentheile, z. B. die Zähne der Räder 
und die Daumen einer Daumenwelle, erfreuen sich in dieser Beziehung 
durchgehends begründeter Bildungsgesetze. Im Allgemeinen aber stehen die 
Gesetze des geometrischen Zusammenhangs noch ohne verbindende Ideen 
neben einander und man ist genöthigt, um eine Maschine kennen und dem- 
nächst construiren zu lernen, 'Theil um Theil zu studiren und jeden einzeln 
in seinen Beziehungen zu allen andern zu betrachten. Und dennoch liegt 
es nahe, der tiefen Gesetzmässigkeit halber, die iım Spiele aller Maschinen, 
wie ihre Theile auch zusammengesetzt sind, stattfindet, anzunehmen, dass 
allgemeine Bildungsgesetze für dieselben vorhanden sein müssen, und dass 
diese es sind, denen man bei der Planbildung allein zu folgen hat. Diese 
zu finden und zu begründen, werde analytisch vorgegangen, indem man 


Von EDUARD NOEGGERATH. 173 


wnnnn IININLITINIIITTNININRNn An 











in dem allgemeinen Bilde der Maschine eine eingehende Zerlegung der Be- 
wegungen und der bewegten Theile unternimmt, Gruppen bildet, und dem- 
nächst die Bestimmungsgesetze dieser ermittelt. 


Es 


Die Bewegung eines jeden Punktes einer Maschine ist eine in sich zu- 
rückkehrende, d. h. jeder Punkt beschreibt eine geschlossene Curve oder 
läuft in der ungeschlossenen alternirend hin und her. Die Bewegungen 
sind entweder gradlinig oder kreislinig oder gehen aus grad- oder 
kreislinigen Bewegungen hervor, indem zwei Punkte des bewegten 'l'heils 
in Graden, oder ein Punkt desselben in einer Graden und ein anderer in 
einem Kreise, oder endlich zwei Punkte desselben in Kreisen geführt wer- 
den. Andere Ausgangsbewegungen, als die in graden Linien und 
| Kreisen, pflegen bei Maschinen nicht vorzukommen, und im Allgemeinen 
liegen diese Führungslinien in einer Ebene. Dies wird auch hier zunächst 
‚angenommen, und soll es hervorgehoben werden, wenn Ausnahmen auftreten. 

Ist der bewegte Maschinentheil durch eine Grade CD repräsentirt, so 
wird, wenn zwei Punkte derselben in Graden geführt werden, unterschie- 
den werden müssen, ob diese Führungslinien zusammenfallen, parallel sind 
oder sich schneiden. Im ersten Falle wird jeder Punkt der bewegten Linie 
eine Grade beschreiben, die mit dieser Linie und den Führungslinien zu- 
sammenfällt (s. Taf. II, Fig. 1), im andern Falle werden alle Punkte der 
bewegten Linie Parallelen mit den parallelen Führungslinien beschreiben 
(s. Taf. II, Fig. 2) und im letzten Falle endlich Curven eigenthümlicher 
Art (s. Taf. II, Fig. 3). 

In dem Falle, dass ein Punkt der bewegten Graden CD in einer Gra- 
den, ein anderer aber in einem Kreise geführt wird (s. Taf. II, Fig. 4), be- 
schreibt der erstere Punkt eine Grade, der andere einen Kreisbogen, wäh- 
rend die übrigen in Curven vorschreiten, die sich der Graden um so mehr 
nähern, d. h. um so zusammengedrückter sind, je näher der beschreibende 
Punkt an der graden Führungslinie liegt. Dabei kann die grade Führung 
den Kreis schneiden oder tangiren oder keinen Punkt mit ihm gemein haben. 

Wenn zwei Punkte der bewegten Linie CD in Kreisen geführt werden, 
so beschreiben alle Punkte derselben Curven, welche zwischen beiden Krei- 
sen liegen und in der Lage ihrer Krümmungsradien mit dem einen oder 
andern übereinstimmen, je nachdem der beschreibende Punkt dem einen 
oder andern Kreise näher liegt (s. Taf. II, Fig. 5). 

Die beiden Punkte C und’D der Linie C D, welche dadurch, dass sie 
in Graden oder Kreislinien geführt werden, die Bewegung der Linie be- 
stimmen, mögen Hauptpunkte oder bestimmende Punkte, alle übri- 
gen Punkte der Linie CD aber Nebenpunkte oder abhängige Punkte 
genannt werden. Die Bewegungen der Hauptpunkte mögen primäre oder 


ursprüngliche Bewegungen, die Bewegungen der Nebenpunkte se- 
er 
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cundäre oder abgeleitete Bewegungen heissen, und dem entspre- 
chend können die Grade und der Kreis primäre oder ursprüngliche 
Wege, alle anderen Curven aber, insofern sie sich auf die angegebene Art 
mittelst der Graden und des Kreises erzeugen lassen, secundäre oder ab- 
geleitete Wege genannt werden. Und da die Grade als ein Kreis mit 
unendlich grossem Radius angesehen werden kann, so ergiebt sich die Be- 
wegung im Kreise als die einzige primäre und der Kreis als die primäre 
Curve aller andern. 

Von der secundären Bewegung eines Punktes ist die zusammenge- 
setzte zunächst zu unterscheiden, welche derselbe annimmt, wenn ihm un- 
mittelbar Bewegungen nach verschiedenen Richtungen ertheilt werden. 
Durch Zusammensetzung zweier Bewegungen in einer Ebene können alle 
ebenen Curven erzeugt werden. Die Zusammensetzung einer gradlinigen 
und einer kreisförmigen Bewegung liefert unter Anderem ebene Spiralen 
und die Cycloiden, die Zusammensetzung zweier kreisförmigen Beweg- 
ungen die Epieyceloiden undHypocyeloiden. Die Zusammensetzung 
dreier Bewegungen, welche in verschiedenen Eben erfolgen, gewährt jede 
Curve im Raume und Flächen aller Krümmungen, wie das Abdrehen der 
Körper mittelst des Drehstahls auf der Drehbank zeigt. Alle Bewegungen 
aber erscheinen dadurch, dass man ihre Wege als aus unendlich kleinen 
gradlinigen Elementen von verschiedener Richtung zusammengesetzt denkt, 
selbst als die unmittelbare Aufeinanderfolge unendlich kleiner gradliniger 
Bewegungen von verschiedener Richtung. Auch die secundäre Bewegung 
eines Punktes muss so betrachtet und dadurch auf die primäre Bewegung 
eines andern damit zusammenhängenden Hauptpunktes zurückgeführt wer- 
den, dass man jedes secundäre Wegelement bei den Bewegungen in der 
Ebene nach zweien Richtungen zerlegt und dann in Beziehung setzt zu den 
gleichgerichteten Seitenwegen der zugehörigen primären Wegelemente. Die 
Seitenwege der secundären Bewegung werden also aus den zugehörigen 
primären Seitenwegen zusammengesetzt und demnächst unter sich verei- 


nigt, so dass das secundäre Wegelement selbst mittelst zweifacher Zusam- 
mensetzung erhalten’ wird. 


8.8. 

Die primären Bewegungen der Maschine erfolgen, da die Wege des 
Punktes stets in sich zurückkehren müssen, entweder in einer vollen Kreis- 
linie nach einer Richtung oder wechselnd nach verschiedenen Richtungen 
in einem Kreisbogen oder einer Graden. Erfolgt die Bewegung in einem 
Kreise nach einer Richtung, so wird sie eine drehende oder rotirende 
Bewegung genannt, erfolgt sie in einem Kreisbogen mit wechselnder Rich- 
tung, so heisst sie eine schwingende oder oscillirende Bewegung, 
und erfolgt sie in einer Graden hin- und hergehend, so heisst sie eine hin- 


undhergehende oder alternirende Bewegung. Die primären Be- 
wegungen sind daher einzutheilen in 


- 
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1) kreisförmig drehende (rotirende) Bewegungen, 

2) kreisförmig schwingende (oscillirende) Bewegungen, 

3) gradlinig hin- und hergehende (alternirende) Bewegungen, 
und die Aufgabe der activen Maschinentheile ist es, diese Bewegungen 
der Art nach ungeändert, oder der Art nach geändert auf einander zu über- 
tragen. Geschieht die Uebertragung ohne Aenderung der Bewegungsart, 
wie z. B. bei einem Rade, das seine Bewegung einem andern Rade mit- 
theilt, so sagt man, die Bewegung werde fortgepflanzt, wohingegen, 
wenn die Uebertragung unter Aenderung der Bewegungsart erfolgt, wie 
z.B. bei einer Kurbel, die ihre drehende Bewegung mittelst der Schubstange 
an eine Kolbenstange, in eine gradlinige umgewandelt, überträgt, man sagt, 
die Bewegung werde umgeändert. Die activen Maschinentheile zerfal- 
len demnach in Fortpflanzungs- und Umänderungsorgane, und 
es sind einzutheilen: 


die Fortpflanzungsorgane 
in Maschinentheile zur Fortsetzung 


1) derdrehenden Bewegung 
(Zahnräder, Kettenräder, Riemscheiben, Frictionsräder, Schraube 
ohne Ende, Parallelogrammverbindungen), 
2) der schwingenden Bewegung 
(Vierecksverbindungen), 
3) der gradlinigen Bewegung 
(Keil, Gestänge, Ketten, Seile); 


dagegen 
die Umänderungsorgane 


in Maschinentheile zur Umänderung 


1) der drehenden Bewegung in 
ae) schwingende Bewegung 
(Vierecksverbindungen, wie Kurbel mit Schubstange und Ba- 
lancier, Hebedaumen und Hebearm, conische Räder mit un- 
terbrochener Zahnstellung) , 
ß) gradlinige Bewegung 
(Vierecksverbindungen, Zahnrad und Zahnstange, excentri- 
sche Scheibe, Hebedaumen und Hebelatte, Schraubenmutter 
und Schraube), | 
2) der schwingenden Bewegung iin 
e) drehende Bewegung 
(Viereeksverbindungen, Sperrhaken und Sperrrad), 
ß) gradlinige Bewegung 
(Vierecksverbindungen mit Gradführung, bewegliche Drei- 
ecksverbindungen, Schraubenmutter und Schraube), 
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3) der gradlinigen Bewegung in 
oa) drehende Bewegung 
(Vierecksverbindungen, Schraube und Schraubenmutter) , 
ß) schwingende Bewegung 
(Vierecksverbindungen, Schraube und Schraubenmutter). 
Die Anzahl der activen Maschinentheile ist indessen nicht so gross, 
als diese Uebersicht erwarten lassen könnte. Die Mehrzahl der Organe ist 
geeignet, entweder die Bewegungen nach der einen oder andern Richtung 
fortzupflanzen oder dieselben aus der einen Art in die andere und zurück 
umzusetzen. Maschinentheile dieser Gattung wollen wir Maschinentheile 
mit vollständigem geometrischen Zusammenhange nennen. Zu densel- 
ben werden Räder aller Arten, Schraube und Schraubenmutter, sowie 
sämmtliche geschlossene Stangenverbindungen zu zählen sein Die andern 
Organe dagegen gestatten nur Fortpflanzung und Umänderung der Beweg- 
ungen nach einer Hinsicht. Diese mögen Maschinentheile mit unvoll- 
ständigem geometrischen Zusammenhange genannt werden. Innerhalb 
gewisser Grenzen gehören zu denselben der Keil, die excentrische Scheibe, 
Hebedaumen und Hebearm, Sperrhaken und Sperrrad. 


S. 4. 

Die vorstehende Uebersicht ergiebt, dass die Mehrzahl der Maschinen- 
theile zur Fortpflanzung und Umänderung der Bewegungen bewegliche 
Stangenverbindungen sind. Die andern, wie Räder, Schraube, Hebedau- 
men und Keil, sind in ihrer Theorie hauptsächlich auf derjenigen der ein- 
fachen Maschinen begründet und deshalb in allen Punkten vollständig ent- 
wickelt. | 

Die Stangenverbindungen lassen sich, wie bei näherem Eingehen 
leicht erhellt, auf folgende einzelne Fälle beschränken. 

1) Zwei Arme 4D und BC (s. Taf. II, Fig. 5) drehen sich um die 
festen Punkte 4 und B und theilen einander die Bewegung vermittelst der 
um die Punkte D und.C drehbaren Verbindungsstange DC mit. In diesem 
Falle ist die Verbindung durch ein Vivreck ABCD repräsentirt, von dem 
drei Seiten beweglich, die vierte aber unverrückbar ist. Derselbe liegt in 
der Praxis bei der Bewegungsübertragung in einer zusammengesetzteren 
Dampfmaschine vor, indem hier das als Gradführung dienende Parallelo- 
gram und der Balancier ein derartiges Viereck bilden. Ferner kommt der- 
selbe bei der Verbindung von Balancier, Schubstange und Kurbel, wie 
überhaupt bei allen Stangenverbindungen vor, mittelst derer schwingende 
und drehende Bewegungen fortgepflanzt oder in einander umgesetzt werden. 

2) Ein Arm ZC dreht sich um den festen Punkt 2 (s. 'Taf. II, Fig. 4) 
während ein anderer Punkt C desselben mit einer Stange CD drehbar ver- 
bunden ist, von der ein Punkt D in einer Graden fortschreitet. Unter An- 
derem kann diese Grade durch den festen Drehpunkt 3 des Armes BC 
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gehen. Dieser Fall liegt in der Verbindung von Kolbenstange, Schubstange 
und Kurbel vor, welche häufig bei liegenden Dampfeylindern angewendet 
wird und alsdann ein verschiebbares Dreieck BCD vorstellt, dessen Seite 
BD veränderlich ist. Diese Verbindung kann aber auch als speecieller Fall 
der vorigen aufgefasst werden, indem der Drehpunkt A in der Unendlich- 
lichkeit liegt und der unendlich lange Dreharm DA stets normal auf der 
Diagonale DB steht. 

3) Ein Arm BC dreht sich um den festen Punkt 2 (s. Taf. II, Fig. 6), 
während ein anderer Punkt C desselben mit einer Stange DC drehbar ver- 
bunden ist, die sich um einen zweiten Punkt ?, durch den sie vorrückt, 
dreht. Dieser Fall kommt bei oscillirenden Dampfmaschinen vor, bei de- 
nen die Kolbenbewegung unmittelbar auf die Kurbel übertragen wird, 
während die Kolbenstange auf und niedergeht und um den Drehpunkt des 
Cylinders schwingt. Derselbe wird durch ein verschiebbares Dreieck re- 
präsentirt, von dem ein Eckpunkt 2 festliegt, ein anderer C sich im Kreise 
dreht und die Seite DC stets durch den Punkt ? geht, kann aber auch auf- 
gefasst werden als ein Viereck ABCD, von dem eine Seite AD unendlich 
lang und in allen Lagen, welche durch dio Punkte P und B bestimmt sind, 
normal auf DC gerichtet ist. 

4) Eine Stange CD (s. Taf. II, Fig. 2 und 3) bewegt sich, während 
zwei Punkte derselben in geraden Linien nm und pg parallel sein oder sich 
schneiden können. Diese Verbindung kann als der Fall eines beweglichen 
Vierecks ABCD aufgefasst werden, dessen Seiten DA und CB unendlich 
lang und beziehendlich normal gerichtet auf den primären graden Wegen 
pg und nm sind. 

Alle Stangenverbindungen, welche zur Bewegungsübertragung ange- 
wendet werden, lassen sich demnach auf ein bewegliches Viereck zurück- 
führen, von dem zwei Endpunkte fest und die beiden andern verschiebbar 
sind. Ein derarartiges Viereck mag deshalb Bewegungsviereck ge- 
nannt werden. Die Seiten AD und BC derselben, welche durch einen fe- 
sten und einen beweglichen Eckpunkt begrenzt sind, mögen Arme heissen, 
und zwar derjenige erster Arm, von dem die Bewegung ausgehend ge- 
dacht wird. Der andere heisst alsdann zweiter Arm. Die Seite CD, 
welche durch die beiden beweglichen Eckpunkte C und D begrenzt ist, 
heissen Schubstange oder Stange kurzweg, und die Seite 4B, welche 
durch die beiden festen Eckpunkte 4 und BZ begrenzt ist, Basis des 
‚Vierecks. 


8. 5. 


Die secundären Bewegungen der Punkte einer Graden CD, deren 
Hauptpunkte C und D auf irgend welchen ebenen Curven geführt werden, 
sind die Bewegungen der Stangenpunkte eines Bewegungsvierecks, dessen 
Arme die Krümmungsradien jener Curven sind. 
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Wir erörtern zunächst den Fall, dass jene Curven Kreise sind, das Be- 
wegungsviereck in seinen Seiten also constant ist. 

Es sei (s. Taf. II, Fig. 7) die Länge der Stange CD==b, und der 
Stangenpunkt P bestimmt durch den Abstand D P= p; ferner seien ( P= 
b—p==g, AD==r und BC=R, sowie die Winkel, welche diese Arme 
mit der Basis 4B = a bilden, beziehendlich @ und ß. Dreht sich der erste 
Arm um den unendlich kleinen Winkel DAD’= da, so schreitet der Punkt 
D um das Bogenstück DD’ vor und der Punkt C bewegt sich von € nach 
C’, wodurch der Winkel ß um dß verändert wird. Den primären Wegele- 
menten DD’ und CC’ entspricht alsdann das secundäre Wegelement PP’, 
d.h. während sich &« und d« verändert, hat der Punkt P das Wegelement 
PP’ zurückgelegt. 

Die primären Wegelemente DD’ und CC’ lassen sich in Seitenwege 
Dd und D’d, Ce und C’c zerlegen, welche beziehlich parallel mit der Basis. 
AB sind und normal auf derselben stehen. In gleicher Weise lässt sich 
das secundäre Wegelement PP’ in zwei Seitenwege Pn und P’'n zerlegen. 
Zwischen Dd, Pn und Cc, sowie zwischen D’d, P'n und C’c finden aber, da 
diese Linien gruppenweise untereinander parallel sind, folgende Beziehun- 
gen statt*): 


*) Um sich von der Richtigkeit dieser Fundamentalgleichungen, die wohl nicht 
Jedem auf den ersten Blick einleuchten möchte, zu überzeugen, kann man auf fol- 
gende Weise erfahren: 

Für AD als X-Axe seien x und y die Coordinaten von D, x’ und y’ diejenigen von 
C,&undn diejenigen von P. Die Verrückung der Graden DC in die Lage D’C kann 
man sich nun dadurch entstanden denken, dass ihr zunächst ein für alle Punkte gleiche 
Verschiebung ertheilt wird, wobei Dnach D’ kommt, also die Coordinaten aller Punkte 
sich um d& und dy ändern, und dass sie alsdann um den Punkt D’ als festes Centrum 
um den unendlich kleinen Winkel dp gedreht wird, wo @ den Winkel bezeichnet, den 
die Grade DO mit der X-Axe bildet. So findet man leicht 

dE = dx —pdp sing 
dx’—= de — bdp sing 
dn =dy +pdp «sg 
dy=dy+bdp cos p. 

Wenn man die erste und dritte dieser Gleichungen mit 5, die zweite und vierte 
mit p multiplieirt, alsdann die zweite von der ersten, die vierte von der dritten sub- 
trahirt, so ergiebt sich: 

bdE=gde+pde 
bdn=gdy-+pdy. 

Dies sind die obigen Gleichungen 1) und 2), insofern nämlich ?n, Dd und 
C’e die Absolutwerthe von d&, dx und dx’; P’'n, D’dund C’c die Absolutwerthe 
von dn, dy und dy’ sind. Das doppelte Vorzeichen in der Gleichung 2) soll zugleich 
andeuten, dass dy und dy' gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben können, wo- 
bei indessen zu bemerken ist, dass es auch Fälle geben kann, in welchen von den 
Punkten D und CO der eine sich nach der Richtung AB, der andere sich nach der 
Richtung 3 A (abgesehen von der gleichzeitigen auf AB senkrechten Bewegung) be- 
wegt, in welchen also d& und dx’ entgegengesetzten Zeichens sind. 


Von EDUARD NOEGGERATH. 179 





nuruinnrnnnrnnnrnnnennhne 


1) ba PDA} p:..Ce, 
2) b.Binzegi.D'd.+:p:.:Cle, 

und da, weil die Seitenwege normal auf einander stehen, 
3) PP' = VPn + P'n, : 


so ergiebt sich hieraus: 
’ 1 ’ ’ 
PP=ZV@-Ddatp.C"+@-Datp.Ceo) 


A) 


während die Richtung des secundären Weges durch den Winkel 9 bestimmt 
ist, der von derselben mit der Basis AB gebildet wird. 

Derselbe ist, da 
Pin..9.Did Dx.0ie 


TE VORER EDER. 
bestimmt mittelst 
5) ee 
q.Dd-+p.Ce 
Es ist aber: 
Bo ren 
Ber Kruse 
Dada —=DD’cose=rcosa.de, 
Dd =DD’singe=rsina.de, 


C’c —= +00 es = + Reosß.dß, 
CEO CHERPBEERIN PAR: 
Substituirt man diese Werthe in 4) und 5), so erhält man 


HL _ 
PP = Ve? r?de? +p? R’dß?+2pqgr Rdadß cos (B—o) 
6) oder: 


PP’ m, "+ p? (Pr: 2P4 - BAR 5 (Ba) 





und 

Ed qrcosada+pRcosßdß 
er. qrsnada+pRsinßdß 
oder 

7) "Raß 
qc08 0 +P.cosß——, 
a 

ö B 


; ed 
| PERS TIP SHE 7 
wodurch das Wegelement PP’ vollkommen bestimmt ist *) 


*) Die obige Entwickelung lässt einige Zweifel hinsichtlich der Vorzeichen, na- 
mentlich was die Zulässigkeit der Formeln 6) und 7) für den möglichen Fall betrifft, 
wo da und dß entgegengesetzte Zeichen haben, d.h. die Arme AD und RC sich in 
entgegengesetztem Sinn umdrehen, welcher Fall z, B. bei den zu Gradführungen die- 
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8:6. 


Wird der erste Arm AD==r in fortlaufender Drehung erhälten, so be- 
schreiben, wie schon gesagt, alle Punkte der Stange, mit Ausnahme von D 
und C seceundäre Curven. Alsdann erscheint Winkel «& als unveränderlich, 
Winkel ß als abhängig veränderlich von «, und die in den Formeln 6) und 





s dß . : ; 
7) vorkommenden Quotienten = sind als Differentialguotienten von ß nach 
& 


a anzusehen. 


nenden Vierecksverbindungen vorkommt. Um diese Zweifel aufzuklären, dürfte die 
folgende Darstellung sich empfehlen: 

Während da stets als absolut oder positiv angenommen werden kann, sei DD’ 
—rde mit ds, und CC’ oder der Absolutwerth von Raß mit ds bezeichnet. Dann ist 


(siehe vor. Anmerk.) 


a SEE 
PP —VaE + aP= TV(gdz + pda’? + (gda+pdy) 


1 RT Br N Fe 
—=ZV/Pd®+pds?+2pg(deda+dydy) 


ds „fas\? d&dx dydy\ds’ 
DR Ver (2) zr2 ds ds’ ZraNE wer ds * 
Der Ausdruck 
daxd« dydy 
ds ds’ " dsas 
ist der Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen DD’ und CC’; dieser Winkel 
ist — dem Winkel zwischen den Richtungen 4D und Z0,d.h..=ß — «oder — ß, 
wenn die Arme AD und BC sich in gleichem Sinne drehen, dagegen unterscheidet 
er sich von diesem Winkel um 1800, wenn die Arme sich entgegengesetzt drehen. 
Demnach ist 
dx dx , dydı 
tat), 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem dß positiv oder negativ ist. Weil 
nun aber auch 





ds’ Mehr Raß 

ds TE ESCEEER 
ist und hier gleichfalls das obere Zeichen zu nehmen ist, wenn df positiv, das untere, 
wenn df negativ ist, so ist unter allen Umständen 


ee 1 
"eR / rm (EEE). Ey +299% ER cos (B—e) 
in Uebereinstimmung mit der oben entwickelten Me 8 und wobei nur darauf zu 


achten ist, dass die Winkel @ und ß stets beide in demselben Sinn herum gerechnet 


werden müssen. 
Was ferner die Richtung PP’ betrifft, so ist ganz allgemein die Tangente ihres 
Winkels y mit der Richtung 42, sowohl dem Absolutwerth als dem Zeichen nach 


richtig: 








dy dy' ds’ 

moin zpdvrpay' Ya m, 
d&E pdx+pda dz..::da'ds 
15 "Pas'das 


Von EEUARD NOEGGERATH. 181 
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Die Natur der secundären Curve näher zu untersuchen, mögen die 
Gleichungen derselben für ein rechtwinkliges Coordinatensystem gebildet 
wessen Anfangspunkt A (s. Taf. II, Fig. 8) ist und dessen erste Axe mit 
- der Basis 4 B zusammenfällt. Bezeichnen x und y die Coordinaten des 
Stangenpunktes ? und ist d der Winkel, den die erste Axe mit der Stange 
DC bildet, so gehen aus den Gleichungen | 

z=a+ Rcosß—gco0sö 
y=rsna-tpsinö 
Rsinß — r sin « 
b 
a—rcosa+t Rcosß 
b 


sno=> 


cosöo = 


die Bestimmungsgleichungen 
__aptrgcos«a-+ Rpcosß 





8) , 
rqsina-+ Rp sin ß 
9) UFER Sue 


hervor, die, indem man differenzirt, 
iedBß 

n ; Rp» si En 

10) Ai rgqsina+ Rp in BT, 

| da b 


Nun sina ET a. J bezüglich der Cos, und Sin. des Winkels zwischen den Rich- 
ds 


nd dy 
tungen DD’ und AB’, und dieser Winkel istimmer =& +— 3; u und ao sind da- 


gegen beziehlich der Cos. und Sin. des Winkels zwischen den Richtungen CC’ und 
AB’, und dieser Winkel ist = ß +2 ‚ Jenachdem dß positiv oder negativ ist. 


Also hat man 


Gr («+ 2) = = — sin & 
ds 
Um sin («+) — cos & 


cos (e+#) = sin ß 
Z= sin (e+2)= + cos ß, 


folglich, weil auch” —— 2 ist und sämmtliche obere oder sämmtliche untere 
s rda 


Vorzeichen zusamniengenommen werden müssen: 








dß 
u da, 
Srrihealneiss RT 

— qsina—psinß P 





rdo 
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746080 + Rp.cos ß SE 
& 





11) day 
do b 
ferner, welehe Gleichungen durch Division 
1 
rqcosa-+ Rp cos ß er 
12) ae ER EU 
da" dß’ 
; R ,. BERN 
rgsna + Rp sin ß Hr 
ergeben, ein Resultat, das auch aus der zweiten der Gleichungen 7) unmit- 
1 
telbar hervorgeht, da 9y = 3 ist. 


Wird mit v die Geschwindigkeit des Hauptpunktes D und mit V die des 
Hauptpunktes C, mit v, aber die des Nebenpunktes P und mit dt das Diffe- 
rential der Zeit bezeichnet, so ist 





pP’ 
vs 
di 
ER an ; 1) Raß 
Garn? +?» rda y PA FR Gas 
ZIERT 2 en) Raß:dt 
Teure DEN aa 


also 


V y\: v 
13) v, =, ?+p (2) +2pq — cos (P—a). 


Die Gleichungen 7), 8), 9) und 13) stellen die secundäre Bewegung und 
ihre Abhängigkeit von der primären Bewegung im Allgemeinen fest *). 





S. er 
« . Rdß . ® . 
Zur Bestimmung des Quotienten 5 oder des Differentialquotienten 
rao 
dß 3 : ß 
zu "erde beachtet, dass zwischen den Bestimmungstücken des Bewegungs- 


- 


vierecks ABCD (s. Taf. II, Fig. 8) die Gleichung 

= (a+ Rcosß—r cos a)’ + (Rsin B — r sin a)? 
stattfindet und dass diese Gleichung auf Null reducirt als eine Function von 
a und ß betrachtet werden kann, in der ß eine Function von «ist. Schreibt 
man daher 


*) Durch die Entwickelung in diesem Paragraph wird der Ausdruck 7) oder 12) 
von Zgy mit derselben Allgemeinheit und Strengo gerechtfertigt wie durch die Dar- 
stellung der vorigen Anmerkung. Was die Gleichung 13) betrifft, so bleibt sie richtig 
auch wenn der zweite Arm BC sich im entgengesetzten Sinne des ersten dreht; nur 
muss dann Y’ negativ genommen werden, falls v stets absolut genommen wird. 


Von EDUARD NOEGGERATH. 183 


win 
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NINE 


f (&,ß) = (a + Recos B —r cosa)” + (Rsin ß — r sin a)? — b? 
und. differenzirt partiell nach a, so ergiebt sich 
l 
rei) = 2r [a sina — Rsin (ß— o)] 
x 


- und, indem man partiell noch ß differenzirt, 





a — —2R [a sinß —r sin (ß — o)]. 
Da 
df(«ß) 
PBe% de 
| da dh 


dß 
so ist im vorliegenden Falle 
dB vr asina—Rsin (B—e) 


da R'asinß— r sin (ß—o) 
und 
R.dß_ _asina— Rsin (?—o) 


14) "da asmß—rsin (Be) 





sowie, da 
V  Raß 


v rda’ 





auch 
V __asina —Rsin (—e). 


v asmß—r sin (d—a) 


S. 8. 

' Der Ausdruck a sin « — R sin (ß—e) ist die Normale vom Hauptpunkt 
C des zweiten Arms BC auf die Richtung des ersten Arms AD, und der Aus-- 
druck «a sin B — r sin (d— «) ist die Normale vom Hauptpunkt D des ersten 
Arms AD auf die Richtung des zweiten BC. Der Kürze halber werde die 
erstere Normale von C auf die Richtung von AD mit N,, die leztere von D 
auf 5C mit N, bezeichnet. Alsdann erhält man statt des Ausdrucks 14) 

15) neam®. N; 





r.da v N f 
d. h. die Geschwindigkeiten der Hauptpunkte, oder die 
gleichzeitigen Wege derselben im Differentialder Zeit, ver- 
halten sich wie die Normalen, welche ausihnen aufdiege- 
genüber stehenden Arme gefällt werden können. 

Wird (s. Taf. II, Fig. 8) der Viereckswinkel am Hauptpunkt D mit 
und der Viereckswinkel am Hauptpunkt € mit @ bezeichnet, so ergiebt sich 
N, =b.pund N, =b.sing, mithin 

16) ö V’. N, _siny 





——— 


v.= Npu'sinig 
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d.h. die Geschwindigkeiten der Hauptpunkte verhalten sich 
wie die Sinus der Winkel, deren Ecken sie bilden. 








b Rd 2 sind , 
Für den Quotienten ’ P werde der Gleichwerth 2 in der Formel 12) 
rda 9 


welche die Tangente der secundären Curve des Punktes ?P bestimmt, sub- 
stituirt. Alsdann ergiebt sich in 
sin p 
an 9 
n ap 
sin p 
gcosasingp + p cos ß sin y 
qsinasinp + p sin ß sin y 
eine Gleichung, die eine überaus bemerkenswerthe Bezieh- 
ung zwischen den Viereckswinkeln und dem Winkel darlegt, 
den die Tangente der secundären Curve mit der ersten AÄxe 
bildet. 





qcosa&-+ p cos ß 
17 97 
ysnea- psin ß 





17) 








8.9, 
> f e sin ; 
Wenn man in 13) den in 16) gegebenen Gleichwerth E: des Quotien- 
in p 


V . 
ten — einsetzt, so erhält man in 
v 


sin y 
= Vr Bu (ee) LIE 


cos (B—.e) 
18) {oder 








8 


= ame) HB may ED Em mo en (A) 


eine einfachere Beziehung zwischen der secundären Geschwindigkeit, der 
primären Geschwindigkeit und den Winkeln des Bewegungsvierecks. 

Fällt man von dem Punkt ? (s. Taf. II, Fig. 8) Normalen PZ und PF 
auf die Richtungen der Arme, so istpsiny= PF, gqsing —=PE, und da 
b sing — N, , so ergiebt sich aus der vorstehenden Gleichung 


= „VPE? + PR? +2.PE.PF. cos (B—a) 
und weil Winkel FOE= ß — «a, sowie FPE == 180° — FOE: 
= VPE®+ PF*—2.PE.PR.cos FPB 
FE 
Lea | 
oder, wenn die Verbindungslinie PE der Fusspunkte der Normalen PE und 
PF mit s bezeichnet wird: 


z s 
=—= 9 —. 
Ss N, 
Die seeundären Geschwindigkeiten der verschiedenen 
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Stangenpunkte verhalten sich demnach zu einander wie die 
graden Linien, welche die Fusspunkte der Normalen aus 
jenen Punkten auf die Arme verbinden. 
Vierecke, welche in dem Ergänzungsdreieck CDO dadurch gebildet 
werden, dass man von einem Stangenpunkte P Normalen PE und PF auf 
- die Richtungen der Arme fällt, sind in Kreisen eingeschrieben; desshalb 
LFEP=LFOP und 
FE__sinFPE 
FP” sinFEP 
Da FP=0OP.sin FOP, so folgt hieraus unmittelbar 
FE=0P.sin FPE 
oder, was dasselbe sagt, wenn OP== ! gesetzt wird, 
s—=1sin (—.o); 
und ebenso, wenn !’ die Verbindungslinie OP’ eines andern Stangenpunkts 
P’ mit dem Scheitel O und s’ die Verbindungslinie der Fusspunkte der ent- 
sprechenden Normalen ist, 
®’—=! sin (P—e). 


. l . 

Hieraus folgt dann = 7 und weil 2 == En 
19) mr: 
v e 


d.h. die secundären Geschwindigkeiten der Stangenpunkte 
verhalten sich wie ihre Abstände vom Scheitel des Eirgän- 
zungsdreiecks. 

Der Satz gilt auch für die primären Geschwindigkeiten der Haupt- 
punkte. Im Allgemeinen verhalten sich daher die Geschwindigkeiten aller 
Stangenpunkte wie ihre Entfernungen vom Scheitel des Ergänzungsdreiecks. 

Da der Scheitel O des Ergänzungsdreiecks durch dieses Gesetz von 
besonderer Wichtigkeit für die Bestimmung der secundären Geschwindig- _ 
keiten wird, wollen wir ihn Bestimmungspunkt und die Öurve, welche 
er beschreibt, Bestimmungscurve der secundären Curven nennen, 
welche von den Punkten der Stange des Bewegungsvierecks bei dessen 
Verschiebungen beschrieben werden. 

Die Beziehungen der Winkel im Dreieck DOC ergeben, dass 

o—=10— vy +ß—« 
und daher cos (B—-«) —=—- cos (g+) geschrieben werden kann. Die Gleich- 
ung 18) geht mit Berücksichtigung dieses Umstandes in 
v 


—_——_ 





ug Van OH En Eng em pin we v) 


über, welche Gleichung, indem man g>=b—p schreibt und dann reducirt, 








u EBEN re . 
20)v, = B sin o V(bsinp)’+ |psin (+ w)? — 2bpsingsin(p-+ y) cos y 


ergiebt, ein Ausdruck, in welchem die seeundäre Geschwindigkeit nur noch 
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als Function der beiden Viereckswinkel p und w auftritt, und aus dem die 
Gleichung 16) hervorgeht, wenn man p==b setzt. 


8. 10. 
Die Normale einer ebenen Curve f (x, y) =0 in einem Punkte x, y ist 
ns 21 1 4 
bestimmt durch die Gleichung Er te, unter &, n die laufenden Co- 
— dy 


dx 
ordinaten der Normalen verstanden. Die Gleichung der Normalen der se- 
cundären Curve des Stangenpunktes x, y, welcher durch die Abmessung p 
auf der Stange bestimmt ist, ist daher, weil nach 12) und 15) 

Ay Audi: 
dc a . „Radß 
rda 








qN,.cos@a+pN,.cosß 
qN,.sna+ pN,. sin ß 





‚geschrieben werden kann, 

n—y x qaN,-sna+p.N,.sinß 

Be et cosß’ 
und daher der Winkel y, den die Normale mit der ersten Axe bildet, be- 
stimmt durch 


21) 





RE RRR .Snert:pN,: sinß 
qN,.cosa+pN,.cos ß 

Die Normale der seeundären Curve und die grade Verbindungslinie 
des Bestimmungspunkts O0 mit dem beschreibenden Punkt P haben diesen 
letzteren Punkt gemein. Um die Lage derselben gegeneinander festzu- 
stellen, werde der Winkel x ermittelt, den:diese Verbindungslinie mit der 
ersten Axe bildet. Sind x, y die Coordinaten des Punktes P und «', y’ die 
des Punktes 0, so ist 
Van, 
u —% 





I 


Nun ist, wie leicht erhellt, 
‚,_..asin ß sin « 
9 sin (B— «) 
‚ ..asinßcos« 
Ta 
während nach 8) und 9) 
__rgsina-+ Rp sin ß 
fo b 
ap + rg eosa + Rp cosß 
b 
ist. Diese Werthe in obigem Ausdruck substituirt ergeben 


U 
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asnßsna rgsna+ Rpsinß 





yes sin(B—o) b 
Ih a sin ß cos « ap-+ 1 rqc08@-+ Rpcos ß’ 
sin (B— «) b 


woraus mit Berücksichtigung, dass b>=p +4 ist, 
Ve gq sin a[a sind —r sin(ß —a)] + p sin ß [a sin a— R sin (ß— a)] 
qcosala sin B—r sin(ß—-a)] + pcosß [a sina— Rsin(ß— «)] 
941, .sna+ pN,.sin ß 
 qN,.eosa+pN;,.cosß 
hervorgeht. Es ist daher yy==1gy.. Die Normale in ? und die grade 
Verbindungslinie PO sind daher parallel, und da sie den Punkt P gemein 
haben, so fallen sie zusammen. Aus alledem folgt dann aber, dass 
1) die Normalen sämmtlicher secundären Curven durch 
den Bestimmungspunkt gehen, oder 
2) die Tangenten dersecundären Curven normal stehen 
auf den graden Verbindungslinien des Iniasus angel 
punkts und des Bestimmungspunkts. | 
Diese Sätze legen äusserst wichtige Beziehungen der secundären Cur- 
ven unmittelbar vor Augen und gestatten einfache Constructionen der 
Hauptlinien derselben. So ergiebt sich z. B. die weiteste Ausdehnung der 
Curve (indem man erwägt, dass die Curvenpunkte, welche am weitesten 
von den Axen abstehen, in den Berührungspunkten der Tlangenten erhalten 
werden, die parallel den Axen liegen) einfach durch die Lagen des be- 
schreibenden Punktes, in denen die grade Verbindungslinie mit dem Be- 
stimmfungspunkt parallel den Axen geht. Die Bestimmung anderer beson- 
derer Fälle erfolgt eben so einfach und übersichtlich. 








En 


Da sich die Normalen der secundären Curven aller Stangenpunkte für 
jede Lage in dem Bestimmungspunkt O0 schneiden, “ausserdem aber die 
gleichzeitigen Geschwindigkeiten jener Punkte sich wie die die Entfernun- 
gen derselben vom Bestimmungspunkt verhalten, so folgt, dass jede 
kleinste Bewegung der Stange als eine Drehung um den Be- 
stimmungspunkt O zu betrachten ist. 

Denn bezeichnen », und v, die secundären Geschwindigkeiten zweier 
Stangenpunkte, deren Abstände vom Bestimmungspunkt beziehlich / und / 


v, e 
sind, so ist die Winkelgeschwindigkeit des ersten Punktes Si und die des 


v I | v N : TE 
andern — = 7,50 folgt auch = 37 ‚d.h. die Winkelgeschwindigkeiten 
De 
der beiden Punkte in Bezug auf Drehung um 0 sind gleich, und desshalb 
die Drehung ein und dieselbe. 
Die Drehung des Hauptpunktes D um den festen Punkt 4 ist desshalb 
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auch eine Drehung um den veränderlichen Bestimmungspunkt 0. Hieraus 
ergiebt sich die Grösse des unendlich kleinen Drehungswinkels, welcher 
beschrieben wird, während die Stange sich um O dreht, mit Hülfe der 
Gleichung 
r.de=DO0.d(ß—.e), 

welche erhellt, indem man erwägt, dass LDOC —= ß— eist und der Elemen- 
tarweg des Punktes D einmal als Bogenelement eines Kreises um A und das 
anderemal als Bogenelement eines Kreises um 0 aufgefasst werden kann. 

Der Winkel d (ß—«) = dß— de, welcher bei der Drehung der Stange 
um © beschrieben wird, während der erste Arm den unendlich kleinen 
Winkel d« beschreibt, ist die Differenz der Winkel beider Arme, die die- 
selben während dieses Vorgangs durchlaufen. Die Gleichung d (B— «) = 
dß — da ergiebt daher unmittelbar, dass die Winkelgeschwindig- 
keit der Drehung der Stange um den Bestimmungspunkt 
gleich der Differenz der Winkelgeschwindigkeiten der bei- 
den Arme ist. 
N, i 


Da der Abstand OD, wie aus Fig. 8 sofort ersichtlich, = nt 
sın NE 


st, 
so nimmt vorstehende Gleichung die Form 
N, 

de a 

engen (B—e«) er) 
an, aus welcher, wenn w die Winkelgeschwindigkeit des Arms AD und w,, 
die Winkelgeschwindigkeit der Stange mit Bezug auf Drehung um den 
Bestimmungspunkt bezeichnen, die Gleichung 


22) ED RE 


w da. N, 
hervorgeht. Andererseits ist aber, weil 


d(ß—.e) ra En dB  rsiny _rN, 
da 








’ 


da ! da Rsing RN, 
auch ® 
23) n, rsnp—Rsnpg _r.N—R.N, 
mw Rsin o R.N, 


und ist damit die Relation zwischen den Winkelgeschwindigkeiten des er- 
sten Arms und der Stange einerseits und zweien Viereckswinkeln anderer- 
seits dargelegt. 

8.12. 

Wenn die Endpunkte der Stange DC auf beliebigen Curven liegen und 
eine kleinste Verrückung dieser Punkte auf den Curven vorgenommen wird, 
so können diese Verrückungen um Bogenelemente jener Curven als Dreh- 
ungen betrachtet werden, welche um die Endpunkte der Krümmungshalb- 
messer jener Curvenpunkte erfolgen. Nach dem Vorhergehenden ist die 
Bewegung der Stange aber auch eine Drehung um den Durchschnittspunkt 
O0 jener Krümmungshalbmesser. Daraus folgt dann der allgemeine Satz: 
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Hat eine Grade mit zwei Ourven beziehlich je einen 
Punkt gemein und wird die Lage dieser Punkte, welche auf 
der @Graden unverrückbar sind, um einen unendlich kleinen 
Werth in den Curven verändert, so kann die dabei vor- 
gehende Bewegung als eine unendlich kleine Drehung um 
‚den DurchschnittspunktderKrümmungshalbmesser der Cur- 
venpunkte angesehen werden, welche dieselben mit der 
Graden gemein haben. 

Es erhellt ferner, dass dieser Satz für jede ebene Figur 
gilt, von der zwei in ihr unverrückbare Punkte in Curven 
liegen,. sobald diese Punkte ihre Lage in den Curven um 
unendlich kleine Werthe verändern. 

Es muss bemerkt werden, dass Poncelet in seinem Cours de mecanique 
appliquee etc. (deutsch von Schnuse) dieses Princip erwähnt und dasselbe 
in einzelnen Fällen anwendet. Es ist von Bobillier im Jahre 1829 Pon- 
celet mitgetheilt und später von Chasles im 14. Bande des Bülletins der 
mathematischen Wissenschaften von Ferussac, S. 321 bekannt gemacht 
worden. Poncelet giebt da®Princip in folgendem Satze: 

Wenn eine ebene Figur von einer unveränderlichen 
aber beliebigen Form und Grösse irgend eine unendlich 
kleine Verrückung erfährt, ohne aus dieser Ebene gebracht 
zu werden, so strebt sie, ohne fortzugleiten, sich um einen 
festen Punkt zu drehen, welchen man vermittelst des Durch- 
sehnitts der Normalen der Curvenelemente erhält, welche 
zwei beliebige Winkelspitzen der Figur gleichzeitig be- 
schreiben. 

Der von Chasles ausgesprochene Satz hat mir nicht vorgelegen; die 
Notiz von Poncelet, welche bereits auf die Bedeutung des darin ausge- 
sprochenen Prineips aufmerksam macht, kam mir erst nach Auffindung 
desselben zu Gesicht. Eine kurze Erwähnung des Satzes findet sich auch 
in der Ingenieur-Mechanik von Weisbach, TheilI. Ausgänge und Fol- 
gerungen, welche die vorhergehenden Nummern enthalten, sind mir nicht 
bekannt geworden, und, so viel ich weiss, ist der allgemeinen Bedeutung 
des Bewegungsvierecks für die activen Maschinentheile nirgends Erwähnung 
gethan *). 


.*) Es dürfte nicht unangemessen sein, hier darauf aufmerksam zu machen, wie 
der im Obigen bewiesene interessante uud folgenreiche Satz auf eine sehr elementare 
Weise sich rechtfertigen lässt: 

Da die Lage einer unveränderlichen ebenen Figur in ihrer Ebene durch die Lage 
zweier ihrer Punkte A und 3 bestimmt ist, so muss nur gezeigt werden, dass die un- 
abänderliche Verbindungslinie AB solcher 2 Punkte dadurch in irgend eine andere 
um unendlich wenig von A2 abweichende Lage A’B’ gebracht werden kann, dass 
man sie um den Durchschnittspunkt 0 der geraden Linien 40 und BO, welche in A 
und 2 auf den als gerade Linien zu betrachtenden Wegelementen AA’ und BB’ senk- 
recht stehen, um einen angemessenen unendlich kleinen Winkel dreht. Dass jeder 


13 * 
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S. 13. 
Legt man (s. Taf. Il, Fig. 9) durch den festen Drehpunkt 4 eine Pa- 
rallele AC’ mit dem zweiten Arm BC, so ist 76 
D0:DA=(0:(’A. 
Ebenso ist, wenn P und P’ entsprechende Stangenpunkte sind, welche 
gefunden werden, indem man durch O und 4 Parallelen zieht, 
PO: P'A=00: (04. | 
Durch Zusammensetzung beider Proportionen folgt 
DO:P0O=DA:P'A. 


DO ! 
Da nın - — Do, 5° ergiebt sich aus der letzten Proportion 
i 
BR 
v,=—PA. 
ran add 


Es ist aber ——, gleich der Winkelgeschwindigkeit des ersten Arms und 


desshalb 
| yeweaß’ä 

Dies ist offenbar die Geschwindigkeit eines Punktes X des ersten Arms, 
dessen Abstand von dem Drehpunkt 4 gleich P’A ist. Da der Abstand AX 
— AP’ entweder auf dem Arm oder auf der Verlängerung desselben über 
A hinaus angenommen werden kann, so erhellt, dass der Arm zwei Punkte 
besitzt, welche sich mit der Geschwindigkeit des Punktes ? bewegen. 

Es ist ferner klar, dass das für den- ersten Arm Erwiesene für den 
zweiten gilt, und es giebt desshalb auch auf dem zweiten Arme zwei Punkte, 
deren Geschwindigkeit gleich der des Stangenpunktes ? ist. Nennen wir 
alle Punkte des Bewegungsvierecks, welche sich mit der secundären Ge- 
schwindigkeit eines Stangenpunktes bewegen, zugehörige Punkte die- 
ses Punkts, so lässt sich, wenn man erwägt, dass die beiden Punkte der 
Stange, welche gleich weit ab vom Bestimmungspunkt liegen, gleiche Ge- 
schwindigkeiten besitzen, folgendes allgemeine Gesetz aufstellen : 

Innerhalb desBewegungsvierecks haben je sechs Punkte 


der beiden Punkte A und 2 allein durch eine Drehung um O in die Lage 4’ resp. 3° 
gebracht werden kann, bedarf keines Beweises; zu zeigen ist nur, dass beide Drehun- 
gen um gleiche Winkel erfolgen müssen, d.h. dass 7 A0A’= LBOB’ ist oder dass 
sich verhält 

04: OB — AYATSIR, 

Zu dem Ende mag man bemerken, dass die Grade AB in die Lage 4’ offenbar 
dadurch übergeführt werden kann, dass man sie zunächst in die mit 42 parallele 
Lage A’B” verschiebt und dann um den Punkt 4’ herum in die Lage 4’B’ dreht. Be- 
trachtet man nun in dem unendlich kleinen Dreieck ZB” B’ (eine Figur wird man sich 
leicht an den Rand zeichnen) das Bogenelement 32” B’ als grade Linie, so erkennt 
man sofort, dass es dem Dreieck 0 A B ähnlich ist, weil die Seiten beider Dreiecke 
auf einander normal sind (0A -- BB”, OB -- BB’), wesshalb sich verhält 

04:0 BZ BB®BBT | 
in Vebereinstimmung mit der obigen zu beweisenden Proportion, weil die gegenüber- 
liegenden Seiten 44’ und BB” des Parallelogramms A 4’ BB” einander gleich sind. 
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einerleiGeschwindigkeit. Dieselben sind so vertheilt, dass 
je zwei und zwei auf den Armen und der Stange liegen, und 
zwar liegen sie auf den Armen zu verschiedenen Seiten der 
Drehpunkte, und auf der Stange zu verschiedenen Seiten 
des dem Bestimmungspunkt amnächsten liegenden Stangen- 
punkts in beziehlich gleichen Abständen, deren Grössen 
in jedem Augenblick sich ändern. 
In Fig. 9 sind die Punkte, welche zu dem Stangenpunkt P gehören, 
mit 0, X, Y und X’, Y’ bezeichnet. 
Das Veränderungsgesetz der Lage der zugehörigen Punkte folgt aus 
der Gleichung: 
AP OP 1 
AD "0D asinß--r sin (ß—o)’ 
i sin (B—.«) 
‚aus welcher, da AP’ = AX ist, hervorgeht: 
a ea r sin Barza) 
asina —r sin (P — a) 








95) Kr 2 sit (B— «) 
1 
ar se 
oder auch, weil nach 22) 9) fir ©) ist, 
N, da 
26) are). 
Üü 


Hierdurch ist, wenn / ermittelt wird, die Lage der vier auf den Armen 
liegenden zu P gehörigen Punkte bestimmt, da ohne Weiteres ersichtlich 
ist, dass . 
R sin (ß — a) 

N, 


da 
BxX 10° — ) 
dß ! 


BX =| 


oder 


sein muss. 
S. 14. 

Die vollständige Bestimmung der zu P gehörigen Punkte erfordert die 
Näherbestimmung des Abstandes PO =1 des Punktes P von dem Bestim- 
mungspunkt 0. 

Es ist, wenn x und «’ beziehlich die Abseissen der Punkte P und O 
bezeichnen und y der Winkel ist, den die Linie PO mit der ersten Axe 
bildet, bekanntlich: 

I= (X —a)yıt+ ty. 

Da nun nach Früherem i 

.aptrgcosa+ Rp cos ß 


P b 
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una 








,..asinßcos «a 
 sin(ßB—«) 
qsina.N, tpsinß.N; 
qgcosa.N,tpcosß.N; 
ist, so ergiebt sich hieraus, indem man zunächst berücksichtigt, dass 
ab cos « sin B—ap sin (—a)—rgq cos a sin (B— «)— Rp cos B sin (B—.«) 
au b sin (B— «) #i 
9 cos a [a sin B—r sin (B—e)] + p cos ß [a sin a&—R sin (B —e)] 
en b sin (B— «@) 
.g9c0osa@.N,+pcosß.N, 
Zi b sin ( — «) 
ist, dann für &— x diesen Ausdruck und für 9x den angegebenen Gleich- 
werth substituirt: 
gc0osa.N, +Pp.cosß. 29 
b sin (B— e) 
ke cos@.N,+pcosß.N,)+ (gsina.N,+ p sin ß N,)° 
(gcosaN + pcosß.N,)* 
27) _V? N?+2°.N?+2p4 N, . N, cos (B —e) 
b sin (B— eo) 
siny N, 


- = — ist 
DI ea eye a 


I 


, 
a 
I —— 


== 








oder, da b sing == N,, und 


28) 1 — v4 sin 9)? + (p sinw)? + 2.gsinp.psinwyp.cos(ß — ) 

sin (B— «) 

Es ist aber der Werth der Wurzel nach den Entwickelungen in $. 9 
gleich der Verbindungslinie s der Fusspunkte der Normalen vom Stangen- 
punkt P auf die Arme; nach jenem $. ist nämlich auch 

2 FFIR a a)“ 

Da ferner p= 180% — y + (P—e), so ist 

sin (B— a) = — sin(p + y) und cos (B—e) = — cos(p + %) 
und desshalb, wenn man Gleichung 20) berücksichtigt, | 

30) y sin 9)” + [p sin (g + w)]? — 2 bp sin sin (@-+ w) cos v 

—sin(p + Y) 

Hieraus erhält man für y==0 die Verbindungslinie des ersten Haupt- 
punkts mit dem Bestimmungspunkt: 

b sing 
sin (P +») 


b | i 
und für p = 5 die Verbindungslinie des Stangenmittelpunktes M mit dem 


DO = — 


Bestimmungspunkt: 


31) mo — nV sin? (p + Y) —4sinpsinycos(p + %) 
— sin(p + Y) 
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sowie durch entsprechende Einsetzung besonderer Werthe von p die Ver- 
bindungslinien der dadurch bestimmten Punkte mit. dem Peptummiungspunkt 
als Functionen von @ und w. 


815: 


Bestimmungspunkt und Bestimmungscurve drängen sich überall als 
bedeutungsvoll in Hinsicht auf die secundären Curven des Bewegungsvier- 
ecks auf. In der That erscheint die Bestimmungscurve als der Ort für die 
Mittelpunkte von Kreisen, welche von den secundären Ourven umhüllt wer- 
den und deren Radien die Entfernungen der betreffenden Stangenpunkte 
von dem Bestimmungspunkte sind. Diese veränderlichen Radien sind die 
Entfernungen /, welche in ihrer Abhängigkeit von der augenblicklichen Ge- 
stalt des Vierecks und der Lage des Stangenpunkts auf der Stange durch 
28), 29) und 30) gegeben sind. Jedem Stangenpunkt entspricht eine beson- 
dere secundäre Curve und ein besonderes System von umhüllten Kreisen; 
diese sind nichts anderes als die Elementarkreise von Kreis-Coordina- 
ten, deren Axe r—0 die Bestimmungseurve ist. (Druckenmüller, 
Uebertragungsprineipien der analytischen Geometrie, Seite 89 u. f.) Die 
secundären Ourven stehen also mit den Kreis-Coordinaten der Axe r =0, 
wenn als solche die Bestimmungscurve gewählt wird, in innigstem Zusam- 
menhange, so dass man die Bestimmungen derselben mittelst solcher Coor- 
dinaten als die natürliche im vorliegenden Falle bezeichnen könnte. 

Die Bestimmungscurve ist durch rechtwinklige Coordinaten, deren 
erste Axe AB (s. Taf. II, Fig. 10) und deren Anfangspunkt A ist, mittelst 
.._ asin ß cos @ 

sin (B— «) 
asın B sin «& 
sin (B—e) 
gegeben. Indem man diese Gleichungen, unter der Annahme, dass & un- 
veränderlich und ß abhängig veränderlich ist, differenzirt, erhält man 
dx a 


d =. 
Fr — (sin ß cos ß — sin«acos « da/sin’ (B— «) 


dy ( 3 <E) a 
Pr ul ne 7% ET FETT I TEN se 
da Rz "Aa) sin? (B— 0)’ h 


32) 


und 


hieraus aber durch Division 
dß 

. 2 si 2 
iu sin? B — sin 07 


en ee, 


j | dß 
s cosß — sin a cosa — 
in ß ß in a Can 


. dß 2.8 dß r sin y 
; _  _— _ 7, -go:geht’der.-Aus- 
Setzt man hierin a RN, oder an g 





druck in 
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dy _ RN, sin — rN, sin’ « 

de RN, sinßcosß —rN, sin «cos « 
33) oder 

dy__ Rsing sin’ ß — r sin y sin? « 


dx  Rsinpsin Bcosß — r sin ysin «cos« 
über. Daraus ergeben sich für die Tangente und Normale eines Punktes 
(x’, y) alsdann die Gleichungen: 
yaayl R sin? ß sing — r sin? a sin y 
Tangente ;, =— 7, == —— ge 
C—X R sin ß cos B sing — r sin «a cos a sin 
y—y  rsinacosasiny —R sin B cos B sin p 
Normale . ; — mm 1:0 Tore ee ee 
—% R sin? ß sin g — r sin? a sin ıy 
Die Normale kann aber auch bestimmt werden mittelst des Winkels & 
(s. Taf. II, Fig. 10), den die Norinale ON der Bestimmungsceurve mit der 
Normale O P einer zugehörigen secundären Curve einschliesst, da nach der 
Lehre von den Kreis-Coordinaten *) der Neigungseoefficient, d.h. der Co- 
sinus des Winkels, den der Radius eines Elementes mit der Axe bildet, be- 
stimmt ist mittelst 











cos PO0 — — = 
ds 
worin d! das Differential des Radius OP==1/ und ds das Differential des 
Bogens der Bestimmungseurve bezeichnen. Es ist aber LPOO—=W° —E£ 
und desshalb 
dl 
sin E = — 73° 
Das Differential d/ ist äusserst zusammengesetzt. Das Differential ds 
bestimmt sich mittelst 


ae yay + da? 
ada dß\? 2 
> ee) A B— sin’ «a 5) + (sn B cos B — sin a cos « 28) 


ada V r x dß? R N dß 
m (Be) sin?.ß + sin? & Age 2 sın ß sın & 1 cos (P—e) 


& 





d r sin 
und, wenn man Ede v setzt, 
da Rsin o 
a.dao 





en p sin? (B— «) 
.Y R? sin? sin? ß + r? sin? a sin a—?2r R sin a sinß sin p sin cos (Ba). 
Wählt man als Anfangspunkt irgend einen bestimmten Punkt der 
Curve, welcher dem Winkel a’ des ersten Arms entsprechend ist, so ist der 
Bogen, welcher erzeugt wird, während der Winkel « in «” übergeht, mit- 
telst der Gleichung 


* Druckenmüller, Uebertragungsprineipien der analyt. Geometrie, Vier- 
tes Kapitel, $. 3. 
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x 


[43 


en 
a F de 
ss — ———— 
Re), sin p sin’ (ß —e) 
& 


.V R? sin? @ sin? ß + r? sin? y sin a— 2r Rsin «sin ßB sin @ sin ap cos (B— «) 
eereben. Ist 5 der diesem Bosen entsprechende Boeen der secundären 
g 8 5 


Curve, so hat man, weil u 
dS—yYday+ da? 
d Se ea a a = ne 
=7 (rasina + Rpsim BSE) + (rg cosa+ Rp cos B“R) 
vd augen ae er e 2 
EV ia - SP) +2r Rpa9E cos (B—«) 
b de 
an don. 





_ yg sin® po + pP? sin” p + 2 pq sin p sin y cos (B— eo) 





Na; sin p 
ist, zwischen den Grenzen: 
& 
S— ah de EEE 397 si oT. 
BJ sing’! sin® pt psin®y + 2pgsingsiny cos (B — a). 
> ° 


8. 16. 


Die Geschwindigkeit des zweiten Hauptpunktes € folgt aus der Ge- 
schwindigkeit des ersten Hauptpunkts D mittelst Gleichung 16), nach 
welcher 

vo, sin ap 

sin p 
ist, und aus der hervorgeht, dass YV dasselbe Vorzeichen behält, die Be- 
wegung des zweiten Hauptpunkts also in derselben Richtung erfolgt wie 
die des ersten, so lange siny und sing dasselbe Vorzeichen besitzen. 
Daraus folgt dann aber, dass beide Hauptpunkte sich nach ein und dersel- 
ben Richtung bewegen, so lange w und @ gleichzeitig kleiner als 
zwei rechte Winkel sind, dagegen nach verschiedenen Richtungen sich be- 
wegen, wenn der eine dieser Winkel kleiner und der andere grösser als 
zwei rechte Winkel ist, weil im ersteren Falle die Sinus der Winkel 
gleiche, im andern Falle aber entgegengesetzte Vorzeichen und desshalb 


der Quotient _ m beziehlich positiv oder negativ ist. 


” 


Da die raheen, der secundären Bewegungen der Stangenpunkte 
von denen der beiden Hauptpunkte abhängig sind und das Gesetz dieser 
Bee nach 20) durch Gleichung 





vb sing) + |p sin (p + w)]? — 2 bp sin p sin (@ + y) cos y 


eh ist, so lässt sich mit Berücksichtigung des eben ausgesproche- 
nen für diese Bewegungen im Allgemeinen folgender Satz aufstellen: 


v 
Ar b sin 
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Die secundären Bewegungen sind der primären Beweg- 
ung gleich gerichtet, so lange der erste und zweite Arm 
hohle Winkel mit der Zugstange bilden, und derselben ent- 
gegengesetzt gerichtet, sobald der eine Arm einen hohlen 
und der andere einen erhabenen Winkel mit der Zugstange 
bildet. Der Uebergang aus einer Bewegungsrichtung zur 
andern findet jedesmal statt, wenn die Richtung eines Arms 
mit der Richtung der Stange zusammenfällt. 

Das Gesagte ergiebt sich auch unmittelbar bei Erwägung der geome- 
trischen Eigenschaften des Vierecks. Nie können die Richtungen beider 
Arme gleichzeitig mit der Richtung der Stange zusammenfallen, oder beide 
Arme gleichzeitig erhabene Winkel mit der Stange bilden. Ist das Be- 
wegungsviereck ein Parallelogramm, so ist für jede zusammengehörige 
Werthe von y und p, sinp == sing und sin (p + 9) = 0; desshalb v, —=v, 
d.h. in der Stange eines Bewegungsvierecks, welches ein Parallelogramm 
ist, sind die Geschwindigkeiten aller Stangenpunkte von gleicher Grösse 
und Richtung. 

Der Werth von «, bei dem sich die Bewegungsrichtungen der Stangen- 
punkte und des zweiten Arms ändern, während der erste Arm stetig fort- 
schreitet, möge Wende winkel heissen. Der Wendewinkel ist erreicht, 
wenn 9180 oder y==0} resp. 360° geworden ist, und man sagt von dem 
Arme, er stehe im todten Punkte, wenn er einen dieser Winkel mit der 
Stange bildet. Der erste todte Punkt tritt ein, wenn beide Hauptpunkte 
D und (C auf einer Seite des Drehpunkts A liegen, und der zweite tritt ein, 
wenn diese Punkte auf verschiedenen Seiten von A liegen. 

Der erste todte Punkt (s. Taf. II, Fig. 11) ist mittelst der Gleichung 
des ersten Wendewinkels :«’: 


ee: +(b+r)’— R? 





lies 2a(b +r) 
oder 
Hugnikt mag (a +b+r+R)(a+b + r—R) 
era a(b-+r) 


bestimmt, während der zweite todte Punkt (s. Taf. II, Fig. 12) sich mit- 
telst des entsprechenden Wendewinkels «”, der durch 
„a? + (b—r)’ — R? 
COS eat 
2a (b—r) 
oder 
a NE +b—r+R)(a+tb—r—R) 
242 a(b—r) 
gegeben ist, finden lässt. 
Wenn der erste Arm in seinen Bewegungnn nicht gehindert, er also 
befähigt werden soll, jede beliebige Winkelgrösse zu durchlaufen, so muss 
die Stange b bestimmte Grössenwerthe innehalten. Die Grenzen, zwischen 
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denen sich 5 überhaupt bewegen muss, wenn die Vierecksverbindung her- 
stellbar sein soll, sind 

b>a—(R+tr) 
f undsa< ca + (AR ie), 
was leicht erhellt, wenn man beide Arme in die Richtung der Basis 4B ge- 
legt denkt, wo dann der Minimalwerth erreicht ist, wenn beide Haupt- 
punkte über den zugehörigen Drehpunkten 4 und 2 hinaus in der Verlän- 
gerung von AB liegen. | % 

Die Unbeschränktheit der Drehung des ersten Arms erheischt, dass 
. derselbe befähigt sein muss, die todten Punkte, d. h. diejenigen Armlagen 
zu passiren, in denen die Armrichtung mit der Stangenrichtung zusammen- 
fällt. Der Durchgang durch den ersten todten Punkt verlangt die Her- 
stellbarkeit des Dreiecks ACB (s. Taf. II, Fig. 11) aus den Seiten b+r, 
a und R; es muss also | 

a—- R>b+rD>a—R 
sein. Der Durchgang durch den zweiten todten Punkt verlangt die Her- 
stellbarkeit des Dreiecks ACB (s. Taf. II, Fig. 12) aus den Seiten b—r, «a 
und A; es muss also 
j a+ R>b—-r>a—R 
sein. Diese Bedingungen lassen sich auch folgendermassen schreiben: 
a+(R—r)>b>a—(R+ rn) 
a+(R+r) >b >a—(R—r) 
und sie reduciren sich auf die folgenden beiden, welche die Bedingungen 
für die Möglichkeit der Vierecksverbindung überhaupt in sich schliessen: 
a+(R—r) >b >a—(R—r). 

Wenn die Bewegungen vom zweiten Arm ausgehen, so erhält man die 
Bedingungen für die Zulässigkeit voller Drehungen dieses Arms einfach 
durch Vertauschung von R mit r; denn die Möglichkeit des Durchgangs 
‚ durch den ersten, resp. zweiten todten Punkt ist an die Herstellbarkeit des 
Dreiecks ADB aus den Seiten b+r,a,r resp. b—R,a,r gebunden. Diese 
Bedingungen sind also: 

a—(R—-r)>b>a+t(R—r). 

Man sieht, dass der Durchgang des ersten Arms durch den ersten 
todten Punkt [a+ (R —r) >b] unverträglich ist mit dem Durchgang des 
zweiten Arms durch den zweiten Punkt b >a + (R—r)|, ausgenommen 
den Grenzfall, ww5b=a+ (R—r) ist. Ebenso ist der Durchgang des 
ersten Arms durch den zweiten todten Punkt unverträglich mit demjenigen 
des zweiten Arms durch seinen ersten todten Punkt, ausgenommen den 
Grenzfall, wb =a— (R—r). 

Daher ist es auch nicht möglich, dass beide Arme zugleich einer voll- 
ständigen Drehung fähig sind, ausser in dem ganz speciellen Fall, wo 

a+(R-r)=b=a—(R-r) 
wo also R=r und a=b ist. 
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Die obigen Bedingungen für die vollständige Drehbarkeit des zweiten 
Arms sind offenbar unerfüllbar, wenn R—r positiv ist, sowie die Bedingun- 
gen für die vollständige Drehbarkeit des ersten Arms nicht erfüllt werden 
können, wenn R — r negativ ist. 

Es ergiebt sich also, dass im Allgemeinen nur einer der 
beiden Arme, und zwar stets der kleinere, eine vollstän- 
dige Drehbarkeit haben kann; er hat dieselbe, wenn die 
Länge der Stange sich höchstens um die Differenz der Ra- 
dien von der Länge der Basis unterscheidet. Der einzige 
Fall, wo beide Arme zugleich vollständige Drehungen aus- 
führen können, ist der, dass die Radien gleich sind, falls 
gleichzeitig auch Stange und Basis gleich gemacht werden, 
so dass das Viereck beständig ein Parallelogramm bleibt. 


8.117: 


Bezeichnet im Allgemeinen ? die treibenden Kräfte, welche auf einen 
frei beweglichen materiellen Punkt einwirken, und « deren Neigungswinkel 
gegen die augenblickliche Bewegungsrichtung, 0 dagegen die Widerstände, 
welche jenen Kräften entgegenstreben und unter den Winkeln ß gegen die 
Bewegungsrichtung geneigt sind, so ist der Ausdruck 

&Pcosae—20cosß 

die die Bewegung bestimmende Resultirende sämmtlicher Kräfte. Je nach- 
dem der Werth dieses Ausdrucks constant oder variabel ist, wird die Be- 
schleunigung der Bewegung selbst eonstant oder variabel. Nur in dem 
Falle, dass die Veränderungen der Kräfte unter sich stetig einander auf- 
heben, kann mittelst veränderlicher Kräfte constante Bewegung erzielt 
werden. Ist M die Masse des bewegten Punktes und dt das Differential 
der Bewegungszeit, so ist die Geschwindigkeitsänderung während dersel- 
ben, welche mit 1v bezeichnet werde, bestimmt mittelst 
a ED cos ß 

M h 
und ersichtlich, dass deren Grösse, da M constant ist, lediglich von dem 
Zähler des rechts stehenden Gleichwerths abhängt, und positiv, Null oder 
negativ ist, je nachdem 3 Pcos« grösser, gleich oder kleiner als 20 
cos ß ist. 

Auch innerhalb des#geometrischen Zusammenhangs bleibt dieses Ge- 
setz, welches die Abhängigkeit der Bewegung von den Kräften, Widerstän- 
den und der Masse ausdrückt, in Gültigkeit, da derselbe nichts enthält, was 
dasselbe berühren könnte. Aber indem er die Körper nöthigt, innerhalb 
gewisser Bahnen Bewegungen vorzunehmen, bestimmt er die Neigungs- 
winkel, mit denen die Kräfte auf, dieselben wirken und entzieht damit den 
Kräften die eigene Bestimmung ihrer Richtung. Nirgends wirkt der geo- 
metrische Zusammenhang direct auf die Intensität der Kräfte ein, aber in- 


. dt 
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direet, indem er mit der Aenderung der Neigung auch die Bestimmung 
der Seitenkräfte mit übernimmt, welche in der Richtung der Bewegung zum 
Ausdruck gelangen. Daraus erhellt dann aber, dass in dem Ausdruck 
| | ZPeosa— 20cosß 5 

M 
innerhalb der Maschine den Kräften die Bestimmung von « und ß entzogen, 
dem Zusammenhange zugewiesen und dieser desshalb, wie in $. 1 ange- 


AUS 





führt, als vierte Bestimmungsgrösse der Maschinenbewegungen zu betrach- 
ten ist. Vor allen Dingen aber sieht man, dass in den Maschinen die 
Bahnen der bewegten Körper und dass Verhältniss der Geschwindigkeiten 
derselben zu einander mittelst des geometrischen Zusammenhangs voll- 
ständig unabhängig von den treibenden Kräften hingestellt werden. 

Erörtert man die Kraftverhältnisse an dem Bewegungsviereck, und 
nennt zu dem Ende die treibende Kraft im ersten Hauptpunkt P, während 
die tangential in der secundären Curve des, durch den Abstand » bestimm- 
ten abhängigen Punktes wirkende Kraft X genannt wird, so hat man nach 
dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten 

X  rda 
Bde) 
wenn ds das Differential der secundären Curve ist. Mach 20) ist aber 
Ada Wahn: bsıng 


_o 


ds v, yo sin go + p? sin” (g + w) — 2b psingp sin (p + w) cos w 
und daher 

















Di- Pbsing 
Vb° sing + p?sin? (p + w) —2bp sin p sin (p + w cos y 
34) <oder 
ze PbN, 
Ve N?+pNEH+2pg N N,cos (B— a) 
Da nach 19) Yan ‚so ergiebt sich auch S; 3, d.h. die Kräfte 


8 


der Stangenpunkte, welche in der Richtung der secundären Curven wirken, 
verhalten sich umgekehrt wie die Abstände dieser Punkte vom Bestim- 
mungspunkt. 

Die Gesetze, welche in $. 12 angeführt wurden, zeigen, dass in sechs 
Punkten des Bewegungsvierecks gleiche Geschwindigkeiten vorhanden sind 
und dass drei dieser Punkte auf der Stange und den Armen, die drei an- 
dern aber auf deren Verlängerungen liegen. Es ist klar ohne Weiteres, 
dass in diesen Punkten auch gleich grosse Kräfte wirken. 


8. 18, 


Da die Geschwindigkeiten der Stangenpunkte mit jeder Lage der 
Stange andere werden, so ist die Wirkungsgrösse der bewegten Stange 
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des Bewegungsvierecks offenbar veränderlich und abhängig von der Stel- 
lung der Arme. Wird der erste Arm als Ausgang zur Bestimmnng dieser 
Wirkungsgrösse, die gleich W angenommen werden möge, angenommen, 
und ist wieder / der Abstand der Masse dp eines Stangenelements vom Be- 
stimmungspunkt, sowie w» die Winkelgeschwindigkeit des ersten Arms, so 
folgt zunächst 


oder, wenn man aus $. 14 den Gleichwerth für DO entnimmt, 
. l sın 
35) ET) .rWw, 
b? sin p 
und weil man für die Wirkungsgrösse die allgemeine Gleichung 


; 1 
on Jv?.dp 
hat, im vorliegenden Falle 
are +y) . 

36) EEE, ia 49, 
in welchem Ausdruck das Integral über die ganze Masse der Stange zu er- 
strecken ist. 

Ist T das Trägheitsmoment für den Schwerpunkt der Stange, deren 
Masse M ist, und bezeichnet /,, den Abstand des Schwerpunkts vom Be- 
stimmungspunkt, so ist bekanntlich 

I 
und desshalb für den vortiegenden Fall, bei dem der Schwerpunkt mit dem 
Stangenmittelpunkt als stets zusammenfallend angesehen werden kann, mit 
Berücksichtigung von 31) 
‚__nr’si®(p-+ %) 


en B* sin’ (p-+ w) —Asinpsinwcos(p+ w) 
2 b? sin? @ 


tet sn (p+ y) 


oder n 


E | 
37) w—' = nr Sin SE. T+M E) si (o+Y) — Mb? sing sin p cos (+) | 3 


Für den Fall, dass man die Stange als Linie auffassts 'wie bisher ge- 
schehen, ist, unter y die Dichte der Stahgenmasse (Gewicht der Längen- 
einheit) und unter 9 31,25 Fuss die Beschleunigung der Schwere verstan- 





13 
den, T=-—. ! nd M— bX und daher z 

12 g M 
a NPr ‘ 4 
Fr 1a ao Sch ") sin (gt w) — bsinpsinwcos(p+ » 

ne | 
e Y. . 2 . . 
38) ge ae n [sin (pt W) —3 sin p sin y cos (p + w)]. 


Zu a Resultate wäre man auch bei Erwägung, dass 





02. 


PR FD SRG FO) Dbg sin pc win (pH W), 


“ 


bsin 9 
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und daher die Wirkungsgrösse der Stange 


var Ky ER ER pe r 
Erz ; Br sin’ p+p* sin’ (g+y)— 2bp sinpcosypsin(p+w)) dp 


ist, gelangt. Man erhält nämlich 











a ET nn 
| in » p+ sin PrY)fp .dp 
b 
— 2bsing cos w sin (p+w)Spdp] 
Ö 
12, 0° r? |» 13% b° sin’ (o + w) 10% | 
== Be b°’ sinp + 5 — b’sin p cos y sin(p + %) 
an Pb y 2% 2 
— ee p— sinpcosysn(p+Y))+ si (p+y)] 
Weg ie 
ee (gt w) —3 sin psiny cos (p-+ w)]. 


Führt man statt der Winkel @ und vw die Winkel @ und ß ein, indem 
man berücksichtigt, dass 


bsinpg=N, 
bsiny=N, 
sin (p + y) = — sin (B — «) 


eos (P+Y) = — cos (P—«) 
ist, so erhält man aus 37) a 
wei r? b? 
Her IE ame: (r+ sin (B—e) + MN, .N,.cos(ß — | 
ver 5 
und für den Fall, dass die Stange als materielle Linie betrachtet wird: 
Tr % 


ng [b° sin? (B— a) + 3,N, . N, . cos (B— e)] 
1 


Ausdrücke, die, der Bedeutung von N, und N, halber, eomplieirter als die 
in 37) und 38) gegebenen sind. 


40) W— 


8. 19. 


Bereits in $. 4 ist bemerkt, dass die Gesetze des Bewegungsvierecks 
unmittelbar Anwendung bei den gebräuchlichen Gradführungen mittelst 
beweglicher Stangen und der Bewegungsübertragung von dem Balancier 
auf den Krummzapfen und umgekehrt finden. Dies werde nunmehr näher 
dargethan. 

Unter den verschiedenen Formen der Gradführungen sind der Ba- 
lancier mit Gegenlenker (s. Taf. II, Fig. 14), das Watt’sche Pa- 
rallelogramm (s. Taf. II, Fig. 14) und der Balaneier ohne Dreh- 
ungsaxe (s. Taf. II, Fig. 15) vorzugsweise zu nennen. Wie leicht er- 
hellt, machen die Punkte P und P’ des Watt’schen Parallelogramms ent- 
sprechende Bewegungen, und da /? nichts anderes ist, als der Aufhänge- 
punkt des Balaneiers mit Gegenlenker ABCD, so lassen sich die Bewegun- 
gen des Aufhängepunktes ?’ (Eckpunktes) im Parallelogramm mit Hülfe 


v 
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BC 
des Grundverhältnisses Br leicht auf die des Aufhängepunktes P im Ge- 


senlenker zurückführen. Es ist desshalb ausreichend, wenn hier nur von 
dem Balancier mit Gegenlenker und dem Balancier ohne Dreh- 
ungsaxe gesprochen wird. 

Die Verhältnisse der Stücke des ersteren werden bekanntlich so ange- 
nommen, dass der Aufhängepunkt ? bei der höchsten, mittleren und tiefsten 
Stellung der Arme in die Grade PP’P” eintritt. In allen anderen Stellun- 
gen weicht die von dem Punkt ? beschriebene secundäre Curve von jener 
Graden ab, und diese Abweichung ist offenbar am grössten, wenn die Tan- 
gente der Curve parallel der Graden ist. Dies bedingt, dass in dieser 
Stellung die Normale der Curve im Punkte P normal auf der Graden stehe. 
Daher ist die Seitenabweichung am grössten, wenn die Verbindungs- 
linie PO mit dem Bestimmungspunkt O normal auf der Rich- 
tungslinie oder, was dasselbe sagt, parallel der mittleren 
Armstellung ist. Analytisch gelangt man zu diesem Resultat, indem 
man den Coordinaten der secundären Curve, als deren Anfangspunkt 4 und 
als deren erste Axe AB angenommen war, die Richtung 4D’ der mittleren 
Armstellung als erste Axe giebt. Sind «@ und ß die Winkel, welche die 
Arme beziehlich mit dieser ersten Axe bilden, und ist y der Neigungswinkel 
der Basis AB gegen diese Axe, so ist 

__apecosy+trgcose-+ Rpcos ß 

meet rel 

__apsny+rgasina+Rpsin ß, 
De Rene ER a ee 

In der mittleren Stellung, in der die Arme parallel sind, befindet sich 
Pin der Riehtungslinie, und ist desshalb, wenn der Abstand dieser Linie 
vom Anfangspunkt 4 mit m bezeichnet wird, für diese Stellung 








Em, 
und da bei derselben « —= 0° und ß = 180° ist, 
P apcosy+rgqg— Rp 
m = Ber 2 


Für irgend eine andere Stellung ist daher die Abweichung des Füh- 
rungspunktes von der Richtungslinie, die mit 4 angedeutet sein möge, 


*) Sind x’, y’ die Coordinaten des Punktes P für AB als erste Axe, @ und P’ die 
Winkel, welche die Arme AD und 2C mit dieser Axe AD bilden, so ist nach $, 6 
5 ap+rgcos@ +Rp cos ß' 
DE ae Bu er at 


rgsin@ + Rp sin B 
y u a a 





Setzt man diese Werthe in die Coordinaten-Transformationsgleichungen: 
z—= a cosy — Y siny 
y-=asiny+y'cosy, 

so findet man die im Texte ang gegebenen Werthe mit Rücksicht darauf, dass 


rer 
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be nlsn uben are eesen ) 


Um das Maximunr der Abweichung zu finden, differenzirt man nach « 
und findet die Bedingungsgleichung: 


1 
pRsin BSE + ar sina—0 
a 
dß__gqgrsina 
da pRsin ß 
Raß_  qgsine 











rda gqsmß 
NM _qgsina 
Im “nsnB 


oder mit Rücksicht auf Fig. 13: 
CO _ gsina 
DO psin ß 
was, wie zuvor, bedingt, dass 20 parallel mit BC” sei*). 
Der Balaneier ohne Drehungsaxe (s. Taf. II, Fig. 15) folgt demselben 
Gesetz. Auch hier ist die Abweichung des Führungspunktes P von der 





Richtungslinie PP’P” am grössten, wenn die Verbindungslinie PO mit dem 
Bestimmungspunkt O0 normal auf jener Graden, oder parallel der mittleren 
Armlage steht. i 

Die Verbindung von Balancier, Schubstange und Kurbel (s. Taf. II, 
Fig. 16)-wird gewöhnlich so angeordnet, dass der Drehpunkt 2 der Kurbel in 
der Normalen auf der mittleren Balancierstellung liegt, die in der halben 
Höhe des Ausschlagebogens D’D” errichtet wird. Diese Anordnung be- 
dingt, dass jeder Stangenpunkt bei entsprechenden Lagen der Kurbel nach 
rechts oder links von jener Normalen sich in gleichen Entfernungen von 
derselben befindet, und also die Bewegungen, sowie die Zug- und Stoss- 


*) Man wird sich erinnern dass mit N, die Normale von C auf AD, mit N; die 

Normale von D auf BC bezeichnet wurde, woraus 

N: __COsin COD CO 

N DOsinCOD” DO 
sich ergiebt. Das Zeichen — rührt nur daher, dass dß und da entgegengesetzten Zei- 
chens sind; es ist wegzulassen, wenn CO und DO die absoluten Längen bedeuten. Dass 
aber die letzte Gleichung die Bedingung dafür enthält, dass OP mit der ersten Axe AD’ 
parallel ist, sieht man folgendermassen ein: 

Zieht man durch O eine Parallele mit AD’ und nennt X ihren Durchschnittspunkt 
mit OD, so ist Winkel XOD=«a; X0C—=180°—f. Weil nun die Sinusse der Neben- 
winkel OXC und OXD gleich sind, so hat man 1 

0Osinß __ DO sin « 
FRE 





folglich 
? c0O__0Xsinß 
DO” DXsin « 
Dies mit der fraglichen Gleichung verglichen liefert 
| K_a_ cp 
DR -=3.0.DP 
und lehrt, dass ? mit X, folglich OP mit OX zusammenfällt, 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik IV, 14 
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wirkungen der Schubstange auf den Balancier nach rechts oder links gleich 
gross werden. Dabei findet dann die grösste Seitenabweichung eines Stan- 
genpunktes von dieser Richtungslinie statt, wenn” seine Verbindungslinie 
PO mit dem Bestimmungspunkt O sich parallel der mittleren Balancierlage 
stellt. Auch erhellt, dass, wenn V die Geschwindigkeit des Balanciers und 
v die der Kurbel ist, die Gleichung 

u gen a 

sin 

stattfindet, und die todten Punkte eintreten, wenn nahezu p =0° oder p 
— 180° ist. 





8. 2. 


Nach 2) in $. 4 ist die Verbindung von Kolbenstange, Schubstange und 
Kurbel als-ein Bewegungsviereck zu betrachten, von dem ein Arm unend- 
lich gross und normal auf der Kolbenstange gerichtet ist. 

Fig. 17 stellt diesen Fall dar. Es ist der zweite Arm BO=R=w, 
ebenso die Basis AB== & und Winkel ß == 180°. Ferner ist «= W0+6 


und daher sin «== cos 6 und cos a = — sind; 9—= %’ + o', mithin sin = 
cos p und cos = — sing‘. Daraus ergiebt sich der Abstand z der Punkte 
Aund C: 

z—=Ad+t dt 


rot VRR 
und Navy — Tsme0 
N, —=zsinö + sind (r cos6 + VB — 7? sin 8). 
Die gleichzeitigen kleinsten Wege der Hauptpunkte D und C sind be- 
ziehlich rdd und Rdß=dz, und es ist 


dz N _ sus + yY— r? sin? ö 
rdö N, V%— 1? sin? 6 


Der Weg A, den der Angriffspunkt C der Kolbenstange zurücklegt, während 
die Kurbel den Winkel ö beschreibt, ist 


ö 
h=fdz—=r bh —z 
0 


41) —=r(1—cosd) +b — Y® — 1? sin? d. 
Setzt man, da b verhältnissmässig gross gegen r, gewöhnlich b=5r _ 
r? sin? ö 





ist, vr — rsid=b — ‚so ist 


ni 
R (1 Be r sin 

r c0sd-+ 55 
b+rcos®’4ö 

b 

Für ö=n, d.h. für eine halbe Kurbelumdrehung ergeben beide For- 
meln % ==2r. 





42) —=2rsin’4o 
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Die Geschwindigkeiten des Stangenangriffspunktes C und des Warzen- 
punktes D geben die Gleichung 
v dh _dz 


v & rdö rdö 


rcosö + Y? — r? sin? 6 


== sn 6 ————— 
Vo — r? sin? 
und daraus 
43) van (si ö+ Fe Brad j 
2y P—r? sin? ö 


Setzt man näherungsweise den Werth des Ausdrucks Vi — r? sin? Ö 
gleich b, wobei man, indem man das Glied r* sin? ö vernachlässigt, im Falle 


1 
b >5r ist, einen Fehler begeht, der kleiner als ST des wirklichen Werths 
ist, so ergiebt sich 
44) V=vsinö (1 + > cos 6). 


Zur Bestimmung des Winkels, um welchen die Kurbel von der Aus- 
gangslage abweicht, wenn die Kolbenstangengeschwindigkeit Y den gröss- 
ten Werth erreicht, differenzirt man die Gleichung und entwickelt als- 


dann aus 
r 
cosö-+ Tee 0 
b+Vb° + 8r? , 
co8 Ö — b+HYy®+8r x 
ar 
Wegen cosd<1 kann hier nur das Minuszeichen gelten. Setzt man nähe- 
: rn, 4r? a : 
rungsweise Y® +8 —=b + y,# ergiebt sich 
2, 
oOSI = ——. 
x b 


Substituirt man diesen Werth in der Formel 44), so erhält man die Maxi- 
malgeschwindigkeit V, des Kolbens in 


r? r? 


2 ı\? 
‚Da gewöhnlich en so folgt, dass in der Regel das Maximum der 


Stangengeschwindigkeit 
Vz. > 0,9 v 
sein wird. wry 
Die Gleichung der secundären Curve, die von einem Schubstangen- 
punkt ? beschrieben wird, geht aus den allgemeinen Gleichungen 8) und 9) 
der secundären Curven des Bewegungsvierecks hervor, indem man für « 
und ß die dem vorliegenden Falle entsprechenden Werthe einsetzt, und be- 
rücksichtigt, dass R sinß=z=rcosö + Yyb®—r?sin’dist. Alsdann folgt: 
14 * 
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brcosö+p VW®—r? sind 


b 
45) E 
= —. sin Ö 
und indem man die Functionen des Winkels Ö eliminirt: 
46) EIER b? a +rVE—® nr 
q 


Bezeichnet y den Winkel, den die Tangente des Punktes (x, y) mit 
der ersten Axe bildet, so ist 


nd = 0? p 
% MT re U a): 


woraus folgt, dass für & = 0 die Tangente 2 auf der zweiten Axe, 
d.h. der Kolbenrichtung, und für & —— die Tangente gleich ©, d.h. normal 
h 


auf der ersten Axe steht. Auch ergiebt sich aus 46), dass die Kolbenstangen- 
richtung Symmetrieaxe der Curve ist, d.h. dass die rechts und links densel- 
ben Ordinaten entsprechenden Abseissen in absoluter Hinsicht gleich sind. 
Die allgemeine Gleichung 17) geht im vorliegenden Falle in 
de . sinöcosgp Er sin ap 
gecosöcosp 
und weil y = 180° — ($ + 9) ist, in 


guy — 





’ 


psin(6 +9) 
q c08sdcosp 


=4ö4+7 (gö +19 p') 











big 6 go 

48) in eg 

q 
über. Es ist aber auch /y 9 = we ch und desshalb 
IE — r? sin? Ö 
5 ö (2+ RE) 
\ 4 
he en — 1? sin? 0)" 


Auch hier ergiebt sich, dass für ER und dö= 180°, fgy == 0°, d.h. die 
Tangente normal auf der Kolbenstangenrichtung und für 6=%W, yy—w, 
die Tangente also parallel der zweiten Axe sich einstellt. Die grösste Sei- 
tenabweichung der Stangenpunkte von der. Kolbenstangenrichtung findet 
also statt, wenn die Kurbel normal auf dieser Richtung steht. 

Die secundäre Geschwindigkeit des Punktes Pist nach 20), unter Be- 
rücksichtigung, dass 

b? sin? p —= b* — r? sin? Ö 
sin? (9 +) = cos?6 
(r cosd +Yb? — r?sin?ö) cos d — 2 


cos ee 
Y b 
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b b b? — r? sin? Ö 
woraus für ö = 0 und d = 180° sich 


p q 
ee 
: ( .) ur’ 
ergiebt. 


Für pa =b erhält man bei weiterer Umformung die Kolbenstangenge- 








Pa B35: ER, 
schwindigkeit und für p = 5 die Geschwindigkeit des Schubstangenmittel- 


punkts. Die letztere, welche v, sei, ist 


nV mn enter /F—rmn 


b? — r? sin®S 





8, 21. 


Der Mechanismus der oscillirenden Dampfmaschine, welcher in der 
Verbindung eines hin- und herschwingenden Dampfeylinders mit einer 
Kurbel besteht, ist, wie bereits oben erwähnt, als ein Bewegungsviereck 
ABCD (s. Taf. II, Fig. 18) zu betrachten, dessen.zweiter Arm CB unendlich 
lang und stets normal auf der Stange gerichtet ist, welche durch den festen 
Führungspunkt € geht. Dadurch wird der Winkel p constant und = 90°, 
die Länge der Stange DC==b veränderlich, und es ist, wenn ö den Winkel, 
den der Arm AD mit der festen Linie AC = c einschliesst, bezeichnet, un- 
mittelbar 


b=y&+r—2ercosd, 





während aus der Gleichung der Geschwindigkeiten: 


wägung dass sinp==1, sich 
51) —=vsiny 
ergiebt. Ist dz das Wegelement eines Stangenpunktes in der Richtung der 
Stange und rdö das gleichzeitige Wegelement des Hauptpunktes D, so ist 
dz=rdösin y 
und daher der Weg z, um den sich der Stangenpunkt in der Stangenrich- 
tung bewegt, während die Kurbel den Winkel d durchläuft: 


Öö 
z=r/[sinwdö 
0 


oder, weil 


e sind 
ah re — 
# a re i 
sinödö 





An 


Werner Fear cos 
92) Se —2crcosd — (e—r). 
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Für eine halbe Umdrehung, also d=xr, folgt hieraus 
z—=(r+c)— (e—r) =2r. E 


Die Geschwindigkeit 51) der Stange geht, indem man sin litinind; in 


e sind 
53 6 F 
ie ye®+r’—2crcosd 
über, woraus, wenn man differenzirt und den Differentialquotienten = 0 


setzt, mittelst 
(@ + r?) cosd —recos?d=—=re 
durch 
e En r? + (c? Br 7?) 
2rTEC 


008 B. 


C r 
-- — oder = — 
r C 


der Winkel bestimmt wird, bei dem die Stangengeschwindigkeit ihr Maxi- 
mum erreicht. Da nur derjenige Quotient jener Gleichung möglich ist, wel- 
cher ein echter Bruch ist, so ist für den Fall, dass € ausserhalb des vom 


. . . r 
Warzenpunkt D beschriebenen Kreises liegt, cos ö = — zu nelımen, also 
c 


die Stellung, in der die Stange normal auf der Kurbel steht. Dies Ergeb- 
niss folgt auch aus Betrachtung der Gleichung 51). 

Die Gleichungen der secundären Curve, welche von einem Stangen- 
‘punkt P beschrieben wird und allgemein in 8) und 9) gegeben sind, nehmen, 
weil B= 180, a=R=w,a—rcosa—=R, also | 

a—rcosa— R=0 
Rsnß=b—rcosw, 
die Formen: 


C=.C058 
__rgqsina-+ p(b—r cos) 
sung Ieualenn 
an, welche mit Berücksichtigung, dass 
CO a = —sinY, sin a = — COS y 
ist, in 
2 —=—rsinı “ 


Y=p—rcosw 
übergehen, und in dieser Form sich unmittelbar aus der Figur verifieiren 


” ccos6o —r 


) ER S . 
lassen. Da sin y = zn Öö und cosy = — ; ‚so ist auch 


2—=— sind 
__bp+r(ccosö—r) 
MEET EUR LEN 


oder, weil b veränderlich und gleich Ye + r?—2 cr cos d ist, 
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una WINNENDEN, 


er sin Ö 
SB Vetr—2cercosd +r(ccosö—r) 
= VER REF | 


CZ — 
54) 


Verlegt man die Coordinatenaxe so, dass AC zur ersten Axe wird, 
während 4 Anfangspunkt verbleibt, dreht also zu dem Ende das Axen- 
system um den Winkel 042, welcher von der Normalen in 4 auf der Stan- 
genrichtung DC mit der Linie 4C gebildet wird, so erhält man mit Bezug 
auf diese Axen: 

p(ce—r cos) 


a ug pr sind Di 


b Ve+r—2er cosd 
Die Gleichung 17) der Tangente liefert mit Bezug auf das erste ange- 
nommene Axensystem 


a=rcosd-+ z (e—rcosö)=rcosö+ 
55) 


Egger 
9Y ar 


resp + Ve — r? sin? 
a a da Us 
rcosy+ ver sin’ y —p 
Nennt man u den Winkel, den die Stange DC mit der Linie A4C ein- 
schliesst, und y, den Winkel, den die Tangente des Punktes (x, y) mit der 
Linie AC bildet, so erhält man als Relation zwischen den Winkeln y und y,, 
die von der Tangente mit den ersten Axen der beiden Axensysteme gebil- 
det werden: 
= M+u), 
woraus nach einigen Reductionen 
1 —brafy+ g4.c0s y Ve? — r? sin? xy 
sin qr cos y tbye®— 7 sin: y 
1 g(cosYy Ve — r? sin? p — r sin? y) — pr sin? w 
siny Ye? —r? sin py+rco®yw)+ p Ye —r?” sin’ 
hervorgeht. Hieraus erhält man dann die Tangente als Function des Win- 
kels ö mittelst entsprechender Rechnungsoperationen in 


1 cosöy(@ + r?—2cr cosö)’ — p (e—rcosd) (ce cos 0) 
86) yy =— — — m 
sin ö V(e + r?— 2cr cos 6)? — pr (r —c cos l) 

Dieser Werth ergiebt für p—=0 in fgy\,—= — cotg ö die Tangente des 

vom Warzenpunkt beschriebenen Kreises und für d&=0, y =&%, d.h. die 

Normale auf der Linie AC, dagegen für d — %°, 

| per 

Vet! 


Die SM anndxes Geschwindigkeit geht aus der allgemeinen Gleichung 


gay = 


gay = 


210 Ueber den geometrischen Zusammenhang der-Maschinen. 








ann | 


20) hervor, indem man @ = %0° und sin(p + w) = cos y setzt. Es ist 
alsdann 


nt VRZpeRp en 


mn my raw m ve 
x =D De nn en 
2r cosy(r cosp + Y—r? sin?) + a — r? 


oder, indem man v, als Function von Öd darstellt, 


ee (r — e.c0s 8)? 2b —p) 
= 2 


Vartr (r — ccosö)(2y.c +r—2ereosd—p), 
58) En m e@+r’— 2cr cosö 

Für den Fall, dass p=0 undp—=2Yye« + r?— 2cr cos d genommen 
wird, isto,—=v. Die letztere Bedingung giebt den Punkt der Stange, der 
über dem Führungspunkt hinausliegend sich mit der Umdrehungsgesch win- 
digkeit bewegt, und in seiner Lage veränderlich ist. Beine geringste Ent- 
fernung 2 (ce — r) erreicht derselbe, wenn d==0, und seine grösste 2(c-+r), 
wenn d = 180° ist. 

$. 22. 

Der Bewegungsmechanismus, bei dem die Endpunkte einer Stange 
CD (s. Taf. II, Fig. 19) auf zwei sich schneidenden graden Linien MC und 
MD vorschreiten, ist in $. 4 als der Fall eines Bewegungsvierecks nachge- 
wiesen worden, dessen Arme AD und BC normal auf jenen Richtungslinien 
MD und MC stehen und unendlich lang sind. Die allgemeinen Gesetze des 
Bewegungsvierecks gewähren für diesen Fall nähere Resultate, wenn man 
zunächst annimmt, dass in dem Bewegungsviereck die von den Hauptpunk- 
ten C und D beschriebenen Kreise sich in einem Punkte M schneiden, als- 
dann die Coordinatenaxen nach diesem Punkte transformirt und zusammen- 
fallen lässt mit den Tangenten in demselben für beide Kreise. Nimmt man 
demnächst die Radien dieser Kreise unendlich gross, so erhält man M als 
Anfangspunkt und die Führungslinien MC und MD als Coordinatenaxen 
zur Bestimmung der secundären Curven, welche von den Stungenpunkten 
unter den vorausgesetzten Bedingungen beschrieben werden. Wir betrach- 
ten den Fall, dass jene Führungslinien normal auf einander stehen, be- 
ziehen also die Curve auf ein normales Axensystem. 

Ist w der Winkel, welcher von der Stange mit der ersten Axe MD 
gebildet wird und @’ der von desselben mit der zweiten Axe gebildete Win- 
kel, so hat man, weil 9 + == 90° und 90 + y = y, sowie +99 
ist, mittelst 

Vv _siny 
vo sin 9 





unmittelbar 
59) i V=vcolgw. 
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Hieraus folgt 


60) m 


d. h. die Geschwindigkeiten der Hanptpunkte verhalten 
sich zu einander wie die Katheten des gebildeten Dreiecks, 
welche nicht an ihnen liegen. Dieses Gesetz wird verificirt durch 
den Satz, dass sich die secundären Geschwindigkeiten der Stangenpunkte 
wie die Abstände derselben vom Bestimmungspunkt verhalten, hier also 

Pr ınQer DM 


v. 0D. cm 
Der allgemeine Ausdruck der seeundären Geschwindigkeit 


® 


Baer y® srp+t pPrs®(p+ w).2bpsinpsin(p + w) cos w 
p 





modifieirt sich, weil 


'singp = sin wy, cos p = — sinyv und sang +yw)=—1 
ist, in 


1 2 
„or yı-ı? = (2. -) 
61) | z 


p p 1 ) 
= FR = 12 
yı b + 


Die Gleichungen der seeundären Curve für M als Anfangspunkt und 
MD und MC als Axen ergeben sich als 


a—gcosy 








y=psiny 
oder, indem man die Functionen des Winkels w eliminirt, 
2. 
62) Y= 7 (4? °) 


welches die Gleichung einer Ellipse ist, deren halbe Axen p» und g sind. 


In diesem Falle ist also die secundäre Curve eine Ellipse, die für 
2, 
p=4=7 in einen Kreis mit dem Radius 7 übergeht, was sich auch 


leicht in anderer Weise darthun lässt. 
Die Bestimmungscurve, welche hier mittelst 
x =bcosıy und y=bsinwy 
gegeben ist, hat, indem man aus diesen Gleichungen die Functionen des 
Winkels a’ eliminirt, die Gleichung 
Y—= DE —a?, 

ist also ein Kreis, dessen Radius db und dessen Mittelpunkt M ist. Für die 
Bestimmung der seeundären Curven durch Kreis- Coordinaten ist also die 
Axe ein Kreis, während die Radien der entsprechenden Berührungskreise 
dureh den Ausdruck 30) | | 
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Pt si®ptpsi(p + w) —2bpsinpsin(p + wy) cos w 
Ir — sin(p + v) 


bestimmt werden. Dieser geht in 
Be vw sinmy + P—2bpsiny, } 


. ’ S 1 e 
—b sin ab Yı-ı z +# a) 


über, während der zugehörige Bogen D’O der Axe gleich 
arc sin y 
ist, wodurch dann mittelst Kreis- Coordinaten die als Ellipse auftretende 
secundäre Curve ebenfalls und in überaus einfacher Weise bestimmt wer- 
den kann. | 
Saarbrücken, im März 1858. 





Ueber Diffusion von Salzlösungen im Wasser. 


Von Dr. Bez, 


Lehrer an der K. Realschule in Plauen. 


5.7 
Einleitung. 

Wenn auf die wässrige Lösung irgend eines Salzes, z. B. Kupfervitriols, 
reines Wasser mit der Vorsicht geschichtet wird, dass beide Flüssigkeiten 
durch eine scharfbegrenzte Ebene geschieden sind, so wird allmählig von un- 
ten her, dem Gesetze der Schwere entgegen, Salz in das Wasser eindringen, 
die anfängliche Grenze verschwinden und nach Verlauf einer längeren Zeit 
selbst die oberste Schicht der Flüssigkeit salzhaltig sein. Den Grund die- 
ser freiwilligen Verbreitung eines löslichen Körpers in seinem Lösungsmittel, 
der sogen. Diffusion, sucht man bekanntlich in der chemischen Affinität 
des Wassers zum löslichen Körper. Das Endresultat des Vorganges, wel- 
ches genau genommen erst nach einem unendlich langen Zeitraum eintre- 
ten kann, ist die gleichmässige Ausbreitung des Salzes im Wasser, so dass 
zuletzt alle Schiehten gleiche Concentration besitzen oder, wie man sagen 
könnte, im chemischen Gleichgewichte sich befinden. Eingelende 
Versuche über Diffusion hat zuerst der Engländer Graham angestellt, 
hauptsächlich zu dem Zwecke, die stärkere oder schwächere Verbreitung 
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verschiedener Salze im Wasser nachzuweisen; seine Versuche sind jedoch 
in quantitativer Beziehung nicht genau genug, wenn man aus ihnen das 
Gesetz ableiten will, nach welchem die Concentration irgend einer Schicht 
als eine Function: 

1) ihres Abstandes von der ursprünglichen Berührungsschicht, 

2) der seit Anfang des Versuchs verflossenen Zeit, 

3) der Concentration der angewendeten Salzlösung, 

4) der Form des Gefässes, in welchem die Mischung vor sich geht, 

5) eines gewissen Coefficienten, welcher der Geschwindigkeit der Dif- 

fusion proportional und 

6) der Temperatur der Flüssigkeit 
darzustellen ist. 

Der einzige Physiker, der bis jetzt das fragliche Problem dem mathe- 
matischen Caleüle zugänglich zu machen gesucht hat, ist Dr. Fick (s. Pog- 
gendorfs Annalen, Bd. XCIV, p. 59 — 87). Er wird von der Idee geleitet, 
dass die Verbreitung eines gelösten Körpers im Lösungsmittel, wofern sie 
ungestört unter dem ausschliesslichen Einfluss der Molecularkräfte stattfin- 
det, nach demselben Gesetze vor sich geht, welches Fourier für die Ver- 
breitung der Wärme in einem Leiter aufgestellt hat. Man darf nur, fährt 
derselbe fort, in dem Fourier’schen Gesetze das Wort Wärmequantität mit 
dem Wort Quantität des gelösten Körpers und das Wort Temperatur mit 
Lösungsdichtigkeit vertauschen; der Leitungsfähigkeit entspricht dann eine 
von der Verwandtschaft der beiden Körper abhängige Oonstante. Genau 
nach dem Muster der Fourier’schen Entwickelung für den Wärmestrom lei- 
tet nun Fick für den Diffusionstrom die Differentialgleichung her: 

224 120.) 

a Der dr ar 
in welcher y die Concentration einer Schicht, die von der anfänglichen Be- 
rührungsebene den Abstand «& hat, nach Verlauf der Zeit / bedeutet, Q aber 
den Querschnitt des Gefässes, in welchem der Diffusionsstrom vor sich geht, 
als Funetion desselben Abstandes x darstellt. Hat das Gefäss eine prisma- 
tische oder cylindrische Gestalt, so ist O constant und obige Differential- 
gleichung wird einfacher: 


Bu yo 
ot O3 
Wenn es nun auch Fick nicht gelungen ist, diese Differentialgleichung 
mit Hülfe von Beobachtungen in eine Gleichung zwischen endlichen Grössen 
umzusetzen, so bleibt ihm doch das Verdienst, den speciellen Fall näher 
erörtert zu haben, in welchem ein stationärer Zustand oder sogenanntes dy- 
namisches Gleichgewicht (nach Analogie der Wärmeverbreitung) im Dif- 
fusionsstrom eintritt. Dasselbe wird dadurch charakterisirt, dass jede 
Schicht im Zeitelemente von der vorhergehenden so viel Salz empfängt, als 


sie an die folgende abgiebt, so dass die Concentration aller Schichten von 
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der Zeit unabhhängig wird. Ueber die zu diesem Zwecke angestellten Ver- 
suche verweisen wir auf die oben angeführte Abhandlung. Die analytische 
Bedingung aber für das dynamische Gleichgewicht ist 


DH 

Daktteenanel 
also wird für ein cylindrisches Gefäss auch: 

d? 

er = 0, 

dx 


welcher Gleichung das Integral 
y=azrs-+tb 

entspricht; d.h. die Concentrationen müssen von unten nach oben abneh- 
men, wie die Ordinaten einer geraden Linie oder mit anderen Worten, sie 
bilden eine arithnetische Progression. Die Beobachtungen, die Fick zur 
experimentellen Begründung dieses Gesetzes gemacht hat, liefern Werthe, 
die mit den berechneten ziemlich übereinstimmen, ja bei der Unvollkom- 
menheit seiner Beobachtungsmethode nicht besser übereinstimmen konnten. 

Wenn wir nun auch die Gesetze der Diffusion denen der Wärmever- 
breitung für analog halten, so glauben wir doch, dass es zweckmässiger ist, 
erst das Diffusionsproblem in voller Allgemeinheit zu lösen und die gefun- 
denen Resultate auf die Verbreitung der Wärme überzutragen, als den um- 
gekehrten Weg einzuschlagen. Denn während der Diffusion geht kein Atom 
des Salzes verloren und man kann die Concentration der verschiedenen 
Sehichten mit hinreichender Genauigkeit bestimmen, während bei der Ver- 
breitung der Wärme stets ein grosser Verlust an die Umgebung zu befürch- 
ten ist und eine genaue Beobachtung derselben in den einzelnen Quer- 
schnitten des Wärmeleiters ausserordentlich schwierig ist. 


879, 


Ableitung der Differentialgleichung für den Diffusionsstrom. 


Denken wir uns ein Gefäss von beliebiger Form, den unteren Theil 
bis zur Horizontalebene yy’ mit Salzlösung, den oberen mit reinem destil- 
lirten Wasser gefüllt und nehmen eine auf yy im Punkte 0 senkrechte 
Linie Ox als die Axe der x an, so können wir die Fläche Q irgend eines 
der Horizontalebene parallelen Querschnittes MN als eine Function ihres 
Abstandes x von derselben ansehen. Nach Verlauf der Zeit t, in welcher 
der Diffusionsstrom bis zu einer gewissen Höhe gelangt ist, sei in der 
Schieht MNM’N’, welche die Dieke dx habe, die Concentration durchgän- 
ei Sehen wir zunächst von der Einwirkung der Temperatur ab, in- 
dem wir dieselbe für die Dauer eines Versuchs möglichst constant erhalten, 
so ist u eine Function von &, Q, t und einigen unveränderlichen Grössen, 
deren Bedeutung sich im Laufe der Untersuchung ergeben wird. Aendert 
sich nun {um das Zeitelement di, während x constant bleibt, so ändert. sich 


= 
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b k ou , 
auch die Concentration um = dt in der Raumeinheit, folglich in der 


ou 
OÖ > . 
( (&*) acaz 


Dieser Zuwachs an Salz lässt sich aber auch berechnen aus dem Salz- 
gehalt der drei übereinanderstehenden Schichten MN, MN, MNM'N', 
M’N’M”N”, welehe wir kurz mit den Ziffern 0, 1, 2 bezeichnen und ist 
gleich der Menge des Salzes, die aus 0 in I tritt, vermindert um die Quan- 
tität desjenigen, welches aus I in 2 während derselben übergeht. Wenn 
wir nun annehmen, dass der Salzstrom in gleichen Zeiten gleich dicke 
Schichten durchfliesst, so wird die Menge des Salzes, welches aus einer 


Schicht MNM’'N' = Odx um 


Schicht heraustritt, um so grösser sein, je dünner die Schicht ist, also dx 
umgekehrt proportional. Zwei aufeinanderfolgende Schichten aber von 
ungleicher Concentration haben das Bestreben, sich chemisch ins Gleich- 
gewicht zu setzen, d. h. so lange auf einander einzuwirken, bis in beiden - 
gleiche Concentration eingetreten ist. Diese Zeit mag nun bei unendlich 
dünnen Schichten unendlich klein sein, indess wird sie bei verschiedenen 
Salzen nach dem Grade ihrer Affinität zum Wasser bald einen grösseren 
bald einen kleineren Werth haben und wir können sie = a setzen, wenn 
« einen Faktor bedeutet, der proportional der Diffusionsgeschwindigkeit 
eines Salzes ist, weshalb wir ihn den Diffusionscoefficienten des Salzes 
nennen wollen. Wenn nun 0 die Basis 0, und die Concentration v,, 1 die 
Basis 0 und die Concentration u, 2 die Basis O’ und die Coneentration «, 
alle drei aber gleiche Dieke dx besitzen, so wird, damit chemisches Gleich- 
gewicht eintritt, aus 0 in 1 eine Salzmenge: 
0, — Qu 


ii di 
20% 





== 


aus 1 ın 2 eine solche 


= uU IM dt 
20x 


übertreten müssen. Der Ueberschuss der ersteren über die zweite ist der 
Zuwachs, welchen die Schicht 1 an Salz in der Zeit di erhält, also ist: 


1) (fr )anar a aut dt. 





ot 20% 20x 
Sei nun | 
ou 1x 
U ZU — —. Ü 
e 0x 
00 
—=0—— .dx 
J, dx 
so wird 
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o?u 


e 0 
u u +, da + 7 0% 


i 
—0 Er - dc + 20, x 

Setzt man diese Werthe in die ln: 1) ein, vernachlässigt die 
Glieder, welche die dritten nnd höheren Dimensionen der unendlich klei- 
nen Grössen enthalten, dividirt endlich mit Odx dt, so erhält man die 
Differentialgleichung: 

ou a(0?’u 1,000 u.,r28 49 

5 re a a 
welche sich von der Fourier’schen durch das dritte Glied rechts unter- 
scheidet. 

9:9. 
Herstellung des allgemeinen Integrals für den Diffusionsstrom in einem 
cylindrischen Gefässe. 

Nehmen wir nun der Einfachheit halber, sowohl der Rechnung als der 

Beobachtung an, das Gefäss sei ein eylindrisches, so wird: 


00 ie 
aa) nn 
0 dx 0 27 


und es bleibt die bekannte, schon vielfach behandelte Gleichung zwischen 
partiellen Differentialien:; 
3) a a o*u 

ot 2 0a° 
übrig. Wir könnten versuchen, wie es auch Fick gethan hat, diese auf theo- 
retischem Wege gefundene Gleichung experimentell zu prüfen, indem wir 
für ein sehr kleines Zeitintervall 4t in sehr kleinen Abständen Jx die 
Dichtigkeit der aufeinanderfolgenden Schichten bestimmten; dann müsste 


der Quotient 





Au, A*u 

At Aa® 
eine constante Grösse ergeben. Indessen führt dieses Verfahren selbst bei 
den sorgfältigsten Versuchen nicht zu dem gewünschten Resultat, weil der 
Einfluss der Beobachtungsfehler mit der zweiten Differenz sich so steigert, 
dass er das in der Gleichung ausgesprochene Gesetz vollständig verdeckt. 
Wir versuchen daher das Integral der Gleichung 3) aufzustellen. Offenbar 
kann man bei der Aufsuchung desselben zwei Wege einschlagen, je nachdem 
man mit Hülfe des Maclaurin’schen Satzes « in eine nach steigenden Po- 
tenzen von ! oder nach steigenden Potenzen von « geordnete Reihe ent- 
wickelt. Im ersteren Falle bleibt eine willkührliche Function p(x) zu be- 
stimmen, in welche u für {= 0 übergeht; im anderen sind zwei ebenfalls 
willkührliche Functionen von { einzuführen, auf welche das allgemeine In- 
tegral und dessen erste Abgeleitete nach & sich reduciren, wenn x<==0 ge- 
setzt wird. Den ersten Weg haben wir nach vergeblichen Versuchen, die 
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Natur der willkührlichen Function g(x) für (=0 zu bestimmen, verlassen 
und es ergab sich durch eine einfache Betrachtung, dass sie überhaupt 
nicht zu finden ist, weil für £==0 eine Unterbrechung der Stetigkeit 
in der Funetion « stattfinden muss, indem dann zwei Schichten an ein- 
ander stossen, von denen die eine volle Ooncentration, die andere die 
Concentration Null besitzt. Wollte man aber den Taylor’schen Satz zu 
Hülfe nehmen und das Integral nach steigenden Potenzen von f — ti, ent- 
wickeln, wo {, eine bestimmte Zeit nach Anfang des Versuchs bedeutet, so 
würde auch dann die experimentelle Bestimmung von 9(x) unüberwind- 
liche Schwierigkeiten bereiten. Ebensowenig lässt sich von den beiden 


ua | Serterooa@— 9 para 


DD —— 


Funetionen: 


oder 


RD 
1 © 4 
a) o(c+2ao Yı)e-o" do, 
—o@ 


welche beide allgemeine Integrale der Differentialgleichung 

ou „oru 

Ei. a 0.08 
sind, Gebrauch machen, da, wie wir im Folgenden sehen werden, die 
Function u die Eigenschaft hat, für &==0 einen constanten, von f unabhän- 
gigen Werth anzunehmen. Es blieb uns somit kein anderer Weg übrig, als 
die Funktion « mit Hülfe des Maclaurin’schen Satzes in eine nach steigen- 
den Potenzen von x geordnete Reihe zu entwickeln, was um so mehr ge- 
rechtfertigt erscheint, als für jedes 1>0 und einen beliebigen Werth von x 
zwischen der obersten und untersten Grenze des Diffusionsstromes keinerlei 
Stetigkeitsunterbrechung eintreten kann. Wir setzen demgemäss: 


ou o?u Big ou 
4) Weucfx “= az Tue Nr en Se ak ler 


Für £==0 werde Dr Ei Mi, wir mit Rücksicht auf 
Gleichung 3): 
(@ Mi ar 0) 
dt 

o?u 

(=), a —p © 
ou o®u Fe ie NY ie 
dat) 0x0 W 


2m 
ee = E. Re 


Es lassen sich aber, wie man leicht erkennt, aus der Annahme #,==g(?) die 
ungeraden Abgeleiteten von u nach x nicht bestimmen, sondern man hat 
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noch eine zweite willkührliche Function % (f) einzuführen; zwischen ihr 
und der ersten Abgeleiteten von u nach z für ==0 möge die Gleichung 


bestehen, dann wird mit Hülfe von 3) 
wi a o°’u )- 2 ) 
Dre Nästbe: 
o’u Ifeotu ) eh “ 
— Il — — | — ]J]ı- —[ — l 
5), (a a Yu 


mu m 1 2” (R) 
Dam! Mai ea Ei Y () < 


Durch Einsetzung dieser Werthe in die Gleichung 4) erhalten wir das all- 
gemeine Integral der were BU 





SE 
3) ed rW+tll) 
RE A 
=) enleet 
S. 4. 
Bestimmung der willkührlichen. Funktionen 9 (!) und w(f) durch 
Beobachtung. 


Aus unsern Beobachtungen sowohl, als aus denen des Dr. Fick geht 
hervor, dass der Salzgehalt der Mittelschicht, für welche £==0 wird, con- 
stant oder von der Zeit £ unabhängig bleibt und gleich der Hälfte des ur- 
sprünglichen Gehaltes ist. Nennen wir daher U die Concentration der an- 
sewendeten Lösung, so ist: 


1 
+) ZU, 


woraus folgt, dass p (f), 9 (f) ete., d. h. alle Abgeleiteten von p(f) Null 
sind. Hierdurch wird die Reilie 2 einfacher 


U ( u 
6) =. -eu + Zr VW 2) vo+ Er 
Durch directe Beobachtung sind wir nicht dazu gelangt w(?) zu be- 


stimmen. Zwar würde in unmittelbarer Nähe der Mittelschicht ohne bedeu- 
tenden Fehler, wenn man nur x recht klein nimmt, nach Verlauf der Zeit / 





I 
Ki 2 U—2 Y(h, 
nach Verlauf der Zeit 


, 1 
MESZ ei) 
gesetzt werden können, folglich 
, 1 1 ‚ 
vyo:y)=Z U—u: = U—u 


sein. Beobachtet man nun nach verschiedenen Zeiten die Concentrationen 
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in einem der Mittelschicht sehr nahe liegenden Querschnitt, so könnte man 
hoffen, die Function (f) durch Induction zu finden. Aber die unvermeid- 


lichen Beobachtungsfehler haben auf die Differenz n U— u, die natürlich 


no 


nur klein sein kann, einen so grossen Einfluss, dass sich kein sicherer 
Schluss auf die Natur der unbekannten Function ziehen lässt. Wir such- 
ten daher auf einem Umwege zum Ziele zu gelangen und bestimmten die 
Menge des Salzes, welches in der Zeit i{ durch die Mittelschicht in das 
Wasser diffundirte; freilich war dieses nicht möglich, so lange Salzlösung 
und reines Wasser. in demselben Gefässe sich befanden, weil sich die über 
der Grenzschicht stehende Flüssigkeit nicht genau abheben und wägen 
lässt. Die Versuche wurden also mit einer andern Art von Diffusionsstrom 


: » 1 ; 
gemacht, dessen Gleichung von 6) nur durch die Constante r U sich un- 


terscheidet. Füllt man nämlich ein eylindrisches Gefäss genau bis an den 
Rand mit Salzlösung und setzt es in ein verhältnissmässig grosses Becken 
voll reinen Wassers, so wird das Salz aus dem kleinen Oylinder in das 
Wasser diffundiren, vermöge seiner Schwere aber alsbald niedersinken, so 
dass die oberste Schicht immer von reinem Wasser umspült wird. An der 
Trennungsschicht für ==0 können wir daher die Concentration constant 
—0 annehmen; im Uebrigen gilt. die vorige Entwicklung, weshalb wir für 
diese zweite Art des Diffusionsstromes die Gleichung: 


ER vo-(2) 2 eh Br 








NT ne azR RE 


aufstellen können, welche für jedes x< 0 gültig ist. Die ganze Menge $ des 
diffundirten Salzes aber ist gleich der Quantität Salz, welche die oberste 
Schicht passirt, also, wenn Q den Querschnitt des Gefässes, U die anfäng- 
liche Concentration bedeutet: 

t 


t 
ou e 
s=o0 (() 00 fvoaı, 
0 


0 


und wurde experimentell auf folgende Weise. bestimmt. Wir verschafften 
uns einen oben offenen Glascylinder von etwa 1” Höhe und 1%” Weite; der 
obere Rand desselben wurde sorgfältig mit Smirgel’und Oel auf einer Glas- 
tafel abgeschliffen, so dass, wenn das Gläschen mit Wasser angefüllt und 
mit einer Glasplatte bedeckt wurde, selbst innerhalb einiger Minuten nichts 
aus dem Inneren verdunstete. Dieser Cylinder wog mit seinem Deckel 
23,960 gr. Er wurde mit Kupfervitriollösung gefüllt und mit der Glasplatte 
vorsichtig bedeckt, wobei namentlich darauf zu achten war, dass auch nicht 
die kleinste Luftblase unter dem Deckel sich zeigte. Die ablaufende Flüs- 
sigkeit wurde sorgfältig, jedoch ohne dem Cylinder die Wärme der Hand 
mitzutheilen, durch Fliesspapier weggenommen, bis auch nicht die geringste 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. IV. 15 


220 Ueber Diffusion von Salzlösungen im Wasser. 


INNAIAIANITTTnnnnnnn 








NIANTNNNINNNNITITIIIIIIINIAnNInNTnnNTnTNNnnNNTTNNnnNnNNnNnNnNDNeN 





Spur von Feuchtigkeit aussen wahrgenommen werden konnte. Hierauf 
wurde der Cylinder mit seinem Inhalt, von dem nur ausserordentlich wenig 
durch Verdunstung verloren ging, gewogen, sodann in ein geräumiges Ge- 
fäss mit destillirtem Wasser gesetzt, so dass sein oberer Rand genau in der 
Horizontalebene lag und endlich der Deckel langsam in vertikaler Rich- 
tung abgerissen, nicht abgezogen, jedoch in unmittelbarer Nähe über dem 
Gläschen noch eine Zeit lang wagrecht gehalten, wodurch die mit dem 
Deckel abgerissene Flüssigkeit vermöge ihrer Schwere wieder in den Oy- 
linder zurücksank. Immerhin wird ein kleiner Verlust von Salz statthaben 
und man daher die Menge des diffundirten Salzes stets etwas zu gross 
finden; indess betrug nach unseren Versuchen dieser unvermeidliche Fehler 
noch nicht 1 Centigramm. Nachdem der Diffusionsstrom mehrere Stunden 
angehalten hatte, wurde der Glasdeckel vorsichtig auf den Cylinder ge- 
senkt und derselbe herausgehoben, abgetrocknet und wieder gewogen. Der 
Beobachtungsfehler, den man beim Herausnehmen des Oylinders begeht, 
ist kaum zu bemerken, da die obersten Schichten in demselben nach Ver- 
lauf einer lüngeren Zeit sich nicht viel von der Dichtigkeit der umgeben- 
den Flüssigkeit unterscheiden, ein Salzverlust also nicht zu befürchten 
steht. Wenn nun das Gläschen nach der ursprünglichen Salzlösung das 
Gewicht p und nach der Diffusion das Gewicht p’ hatte, so war der Ge- 
wichtsverlust p —p’ und diesem kann man ohne erheblichen Fehler die 
Menge des übergetretenen Salzes proportional setzen. Denn es sei m das 
specifische Gewicht des Salzes, « das Gewicht des diffundirten Salzes, so 


. ” . . x 
wird an die Stelle desselben ein gleich grosses Volumen Wasser, welches — 
L 


wiegt, getreten sein, der Gewichtsverlust sich also ergeben 


s 1 
m 


, 1 
c=(p—p): (1- u) 
Hierbei haben wir von der geringen Volumänderung ganz abgesehen, 
welche stets bei der Mischung zweier chemisch verwandten Flüssigkeiten 
eintritt; wollten wir auf dieselbe Rücksicht nehmen, so blieb kein anderer 
Weg übrig, als durch quantitative Analyse die Menge des übergetretenen 
Salzes zu bestimmen, wobei wir uns aber nur der Gefahr aussetzten, durch 
neue Beobachtungsfehler das Gewicht der gefundenen Resultate zu ver- 
mindern. Inder folgenden Tabelle sind die Werthe von: | 


t 
s=vo/voar 
0 


zusammengestellt; die erste Columne enthält die speeifischen Gewichte der 
angewendeten Lösungen von Kupfervitriol; die zweite die dem Gewichts- 


und 
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uriakiye proportionale Menge des diffundirten Salzes; die vierte die seit 
Beginn des Versuchs verflossene Zeit in Minuten, die fünfte die Temperatur 
der Flüssigkeiten, welche zugleich auch die der umgebenden Luft war; 
die dritte und sechste finden ihre Erklärung weiter unten. 


5 nl 
—- proportio-| 
Dieselbe auf vt 
Menge des | gleiche an- | Verflossene | Temperatur 
diffundirten | fängliche Zeit in nach 
Salzes. Concentra- | Minuten. Celsius. 
tion reducirt. 


Specifisches 
Gewicht 


nal der 
engedesin 
der ersten 


der 
Salzlösung. 


Minute über- 
getretenen 
Salzes. 








Sehen wir zunächst, nach dem bereits oben Bemerkten, von dem Ein- 
fluss der Temperatur auf die Diffusion ab, so müssen obige Werthe in der 
2. Columne, wenn sie miteinander verglichen werden sollen, auf gleiche 
anfängliche Concentration redueirt werden. Wir nehmen zu diesem Zwecke 
an, dass die diffundirten Salzmengen dem anfänglichen Procentgehalt U 
proportional sind und legen die Concentration der ersten Lösung, welche 
das speeifische Gewicht 1,130 hat, allen übrigen zu Grunde. Die Zahlen 
der zweiten Columne von der zweiten an müssen daher alle in dem Ver- 
hältnisse erhöht werden, als der Procentgehalt der ersten Lösung grösser 
ist, als der ihnen entsprechende. Aus dem specifischen Gewicht findet man 
aber den Procentgehalt nach dem Erfahrungssatze, der für unsere Beobach- 
tungen hinreichend genau ist, dass die Procentgehalte zweier Lösungen 
sich verhalten, wie die Ueberschüsse ihrer specifischen Gewichte über 1. 
Bedeuten also p, p die Procentgehalte zweier verschiedener Lösungen eines 
und desselben Salzes, s, s’ die Dee specifischen Gewichte, so ist 

p:p=s—1:s—1. 
Die rein theoretische Formel dagegen, die auf die chemische Verdichtung 
keine Rücksicht nimmt, würde, wie man leicht findet, sein müssen: 








a 
Jene stimmt indess mit den Beobachtungen viel besser überein, als diese 
183 
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und nach ihr sind die Zahlen der zweiten Columne umgerechnet. Vergleicht 
man nun die neuen Werthe, die in der dritten Columne stehen, mit den 
verflossenen Zeiten, so erkennt man auf der Stelle, dass die Mengen des 
diffundirten Salzes sich nicht einfach wie die Zeiten, sondern ziemlich ge- 
nau wie die Quadratwurzeln aus denselben verhalten, so dass also: 
S=cU9yt 

zu setzen ist; der Quotient > gibt nahezu dieselbe Grösse, nämlich die 
Quantität des in der ersten Minute übergetretenen Salzes. In der letzten 
Columne der obigen Tafel sind die aus den Beobachtungen sich ergeben- 
den Werthe zusammengestellt, die so gut untereinander übereinstimmen, 
dass man wohl keinen Zweifel an der Richtigkeit der Hypothese hegen 


kann. Nun war aber: 
t 
= 00 ie vi) dt 
5 


t 


fvo dt=eyt, 


0 
woraus durch Differentiation nach t sich unmittelbar ergiebt: 


folglich ist: 


c 
vl =. 
y! 
Bildet man weiter die Abgeleiteten dieser Function, indem man bedenkt, 
dass: 
f _2n+1 
d” ea in 4 3.5...2n—NV)t 2, 
di” ar 


und setzt sie in 6) ein, so erhält man für den ersten Diffusionsstrom die 
Gleichung: 








® 1 r ABE 1 TUR 
Nuten 1 x a Val 2: AB & a ): 


Vi a12.3Yr Al.dyp al.T y 


Die für den zweiten Diffusionsstrom sich ergebende Reihe unterscheidet 


3m 5 1 
sich von 7) nur dadurch, dass in ihr die Constante = U wegfällt. 


8.5. 


Zurückführung der Reihe 7) auf die Kramp’sche Transehuenl 


Die unter 7) aufgestellte Reihe lässt sich ohne Mühe auf ein bestimm- 
tes Integral zurückführen. Es ist bekanntlich: 


x 


1 
— ty’ dy—=— 
Yr. af" Fe 
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woraus durch x malige Differentiation nach i sich ergiebt: 





dr (1-2) (-- 1)* Rn Bi 
re _ ZH U, 
di” Vr f: yT ay 
— 0x 


Setzen wir nun in Gleichung 6) 


1 ’s 
= — e-!y’ d 
i vl) as Yy 


—o 


1 a 
vo=— ; je@'yay 
Vn 
== GD 
"00 


Y0=7- fer rar etc. 
7% 
—o© 


ENS Feen 
es 3 eV 2) (eV) 
An Zi me Be few Ve een. 
it 27 Yy @ W203 Ran SEN 
— 0 


Die in Klammern eingeschlossene Reihe ist aber 


; 2 
SaIsin cy Be 


folglich wird, wenn wir dieses statt der Reihe selbst setzen: 


ie a — : 
1 SEEN 
8) ae — ey & fe inayy/ 2 er. 
2 20 u yY 
ee 


Um das vorliegende Integral auf eine einfachere Form zu bringen, be- 


so geht sie in folgende über: 


nutzen wir die Gleichung: 


& r 22 
-a’«? Vr " 4a2 
e cosbzde = —.e +, 
a 


2.60 


q 2 
amt, en Sy: c==y, 
wodurch wir: 


x 
2 a 
9) Ype cos xy V Zu VRe-e 
& yi 


setzen darin: 


— 


erhalten, multiplieiren beide Seiten der Gleichung 9) mit dx. und integriren 
endlich zwischen den Grenzen 0 und x, indem wir links die Ordnung der 
Integration umkehren. Auf diese Weise finden wir: 
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x 
x? 
Se» BE ER a Val: 2 
u: 82) 


Setzen wir diesen Ausdruck in ss ein, so kommt 


unrnnnnnssunnnnr 





X 2 
Er ER. 
10) u= — U—— Je ?udx 
und für den zweiten Diffusionsstrom 
x 2 





11) u je man. 
t 
0 


Zur Bestimmung der Constante e in 10) berücksichtigen wir, dass für 
&== 0 , während / endlich bleibt, die Concentration «0 wird, also: 





an 

> 2 
1 C Me 1 C 
tu fe 2 Ändere 

0 
Hieraus findet man die Constante 
U 
ee 





Van 
folglich 


2 
1 2 
u=— (er ide) 
2 Vzulns 


—— mit y vertauschen: 
2 at 


12) „_tu( fra 


Auf ganz ähnliche Weise Me wir die Constante e der Gleich- 
ung 11), welche das Gesetz des zweiten Diffusionsstromes enthält, indem wir 
annehmen, dass für 2 = — ©, u==U der vollen Concentration wird; hier- 
durch erhalten wir: 








oder wenn wir 





2U 


> Yon 








und 
we 


13) ee Ps: 


Es lässt sich aber. ausser den A beiden Diffusionsströmen 
noch ein dritter herstellen auf die Weise, dass man den Salzgehalt der 
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Mittelschicht constant erhält. In diesem Falle ist für &==0, w=U und 
ebenso für = — 0, uU, folglich können wir als Gleichung des dritten 
Diffusionsstromes, dessen Gesetz experimentell jedoch schwer zu prüfen 
ist, folgende aufstellen: | 








LC 
Var 
14). dr o(ı — 1.03? du). FE 
Va AR 
Bezeichnen wir endlich die Transcendente: 
x 
V3ar 
e-Y?dy 


ei 


v ve 


so sind die Gesetze der drei verschiedenen Diffusionsströme in folgenden 
drei einfachen Gleichungen ausgesprochen: 


mit 

















12)* ee —ı 
2al 
13)* —. uR(-2 =, 
2 ot 
14)# nt = )] 
Val 
worin R( —) die Kramp’sche 'Transcendente für das Argument —— 
2al Ye t 


bedeutet. 


2.6: 
‚Prüfung der Gleichung 12)* durch Versuche. 


Von der grössten Wichtigkeit für die experimentelle Bestätigung der 
abgleiteten Gesetze war nun die Auffindung einer Methode, den Procent- 
gehalt der verschiedenen Schichten der Flüssigkeit nach Verlauf einer 
bestimmten Zeit 2 möglichst genau zu ermitteln. Am geeignetsten er- 
schien uns hierzu der erste Diffusionsstrom, dessen Gesetz in 12)* enthal- 
ten ist. Das cylindrische Gefäss, in welchem derselbe vor sich gehen sollte, 
hatte etwa 1 Fuss Höhe und 2 Fuss Durchmesser und war unter dem einen 
Arm einer Mohr’schen Wage it verschiebbaren Wagebalken so aufgestellt, 
dass ein von jenem frei herabhängender Körper in der Gleichgewichtslage 
mitten über dem Gefäss sich befand. Zuerst war es nöthig, die Grundbe- 
dingung des Versuches zu erfüllen, dass reines Wasser über die Salzlösung 
gebracht wird, ohne sich mit derselben mechanisch zu vermischen. Dies 
erreichten wir schnell und sicher auf folgende Weise. Der Cylinder wurde 
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bis zu einer gewissen Höhe etwa zur Hälfte mit destillirtem Wasser ge- 
füllt und sodann die Salzlösung (Kupfervitriol) aus einem höher stehenden 
Gefäss durch eine Röhre auf den Boden des Cylinders geleitet. Zur Regu- 
lirung des Ausfliessens, das nicht unter zu grossem hydrostatischen Drucke 
geschehen darf, war an der Röhre ein Hahn angebracht, durch welchen 
dieselbe vollständig oder theilweise geschlossen werden konnte. Die lang- 
sam ei fliessende Salzlösung breitete sich vermöge ihrer grösseren Schwere 
ruhig am Boden des Cylinders aus und hob das darüber stehende Wasser, 
ohne die geringste mechanische Mengung zu verursachen, in die Höhe. So- 
bald sie eine bestimmte Marke des Cylinders erreicht hatte, wurde der Hahn 
geschlossen und die Röhre vorsichtig herausgezogen. Das Gefäss blieb nun 
mehrere Tage vollkommen in Ruhe, bis sich an der Färbung der oberen 
Flüssigkeit zeigte, dass der Diffusionsstrom zu einer ziemlichen Höhe ge- 
stiegen war. Hierauf wurde von oben nach unten das specifische Gewicht 
der Flüssigkeit in verschiedenen, gleichweit von einander abstehenden 
Querschnitten und zur Controle noch einmal in umgekehrter Richtung von 
unten nach oben in denselben Intervallen beobachtet. Wir bedienten uns 
zur Bestiminung des specifischen Gewichts eines Triangels von Glas, wel- 
cher aus drei gleichen, etwa 2” langen und 2%” dicken Stücken eines mas- 
siven cylindrischen Glasstabes zusammengesetzt und an dem einen Arm 
der Wage mit Coconfäden dergestalt aufgehängt war, dass er genau in ho- 
rizontaler Lage sich befand. Zuerst wurde er an der Luft gewogen, so- 
dann in die verschiedenen Schichten der Flüssigkeit eingesenkt und sein 
Gewicht in denselben bestimmt, woraus sich unmittelbar sein Gewichtsver- 
lust ergiebt. Ist derselbe in reinem destillirtem Wasser v, in irgend einer 


u 


. . = ® .. 
salzhaltigen Schicht von derselben Temperatur v’, so ist — für unsere 
v 


Zwecke hinreichend genau das specifische Gewicht der darin befindlichen 
Lösung, folglich der Procentgehalt oder die Concentration » proportional 


4 


® iv 
Tz (v— v), 
d.h. dem Ueberschuss des Gewichtsverlustes in der Salzlösung über uni 


im reinen Wasser. Mit Hülfe der Formel 12)* 


a u —a 7) 


wurde zunächst der Wertl®der Funktion 


(+ = ERTL R RN. 
VERUTETRE 2 


berechnet und sodann aus: 





W 








IR 
Var 


1 2 
V?el = 


0 
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das Argument ——— ermittelt, wobei wir uns der Kramp’schen Tafeln, die 
2at 


ausser in Kramp’s Werk über astronomische Refraction auch in Courmot’s 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und in 4A. Meyer theorie des integrales definies 


sich finden, bedienten. Aus dem Argument 





x ki, 
— wurde ferner für jede 
V 2uatl a 

er. “R 


einzelne Beobachtung die Grösse —, die der Zeit proportional ist, nach 
& 


welcher zwischen zwei unendlich dünnen Flüssigkeitsschichten von ver- 
schiedener Concentration chemisches Gleichgewicht eintritt, berechnet. 








; : : ; U 
So ergiebt sich z. B. in der ersten Versuchsreihe, bei der {=91*, > = 0,145 
für = — 11, u = 0,281 
4 
V132« 
1 
(u B) __ — rd — fe rar, 
2 
0 
11 
rt 
y 182 a 


Fi . . . . “ 1 
Aus jeder Versuchsreihe wurde endlich ein mittlerer Werth für — und 
& 


mit Zugrundelegung desselben der Procentgehalt sämmtlicher Schichten 
theoretisch bestimmt. Bei allen drei Versuchsreihen sind die Differenzen 
der beobachteten und berechneten Werthe nicht grösser, als die wahr- 
scheinlichen Beobachtungsfehler und es harmoniren Beobachtung und Theo- 
rie so gut, dass an der Richtigkeit der aufgefundenen Gesetze nicht der 
geringste Zweifel stattfinden kann. ü 

In den folgenden drei Tabellen enthält die erste Columne die Abstände 
x von der Mittelschicht von unten nach oben geordnet, jedes Intervall be- 
trägt 2,85”; die zweite das Gewicht des Glaskörpers in den einzelnen 
Schichten; die dritte den Ueberschuss des Gewichtsverlustes in der Lösung 
über den im Wasser, welcher der Concentration proportional ist; die vierte 


die Werthe von ®( 








) berechnet aus + (u—$U):%U; die fünfte die 


2al 


Argumente — — , die sechste die umgekehrten Diffusionsgeschwindigkeiten 
2at 


2 i RT f 1 
—; die siebente endlich die mit Zugrundelegung eines Mittelwerthes von — 
a 0 


berechnete Concentration der aufeinanderfolgenden Schichten. 
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Erste Reihe. 


Zeit des Versuchs 5. Juni 4 Uhr 30 Min. Nachmittags bis 9. Juni 11—12 
Mittags, Dauer der Diffusion 91 Stunden. Temperatur 20—23° ©. Gewicht 
des Glaskörpers in der Luft 8,024 gr., im Wasser 5,443. Specifisches Ge- 
wicht der Lösung 1,109. 


Berechne- 
ter Pro- 
r ) ; # centgehalt 


Gewicht Beobach- 8 
des Glas- | teter Pro-| Ä ( — 
V2at für 


körpers. | centgehalt 


” == 2604 
& 





3 5,163 0,280 0,93793 1,3190 | 2,616 | 0,281 
10 5,166 0,277 0,91034 1,20 2,744 | 0,277 
RR 5,172 0,271 0,86897 1,0677 | 2561 | 0272 
Be 5,180 0,264 0,82069 0,950 2,566 | 0,265 
a 5,187 0,257 0,77241 0,8531 | 2,708 | 0,256 
N 5,197 0,245 0,68966 0,1172 | 2,60 0,246 
es 5,208 0,235 0,62069 0,6216 | 281 | 0,232 
A 5,222 0,221 0,52414 0,5041 | 2,89 0,218 
BER, 5,242 0,201 0,38621 0,3568 | 2,57 0,202 
HR 5,26 0,183 0,26207 0,2365 | 2,544 | 0,184 
ut 5,278 0,165 0,13793 0,1228 | 2744 | 0,165 

0 5,298 0,145 0,145 
a 5,319 0,124 0,14483 0,129 | * 3,006 | 0,125 
2 5,336 0,107 | .0,26207 0,2365 | 2,544 | 0,106 
+3 5,354 0,089 0,38621 0,3568 | 2,574 | 0,088 
diea 5,367 0,076 0,47586 0,4504 | 2,307 | 0,072 
25 5,381 0,062 0,57242 0,5609 | 2,29 0,058 
6 5,391 0,052 0,64138 0,6988 | 2,128 | 0,044 
07 5,403 0,040 0,72414 0,7705 | 2,205 | 0,034 
+ 8 | 


5,41 0,033 0,77242 0,8531 2,058 0,025 
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weite Reihe. 


Zeit des Versuchs 24. Juni 3—4 Uhr Nachmittag bis 3. Juli 3 Uhr 30 
Min. bis 4 Uhr 40 Min. Nachmittags. Dauer der Diffusion 216 Stunden. 
Gewicht des Glaskörpers in der Luft 18,683, im Wasser 12,738. Specifisches 
Gewicht der Lösung 1,079. 





Berechne- 

Gewicht | Beobach- = ter Pro- 

des Glas- | teter Pro- | Ä - serigabäul 
körpers. | centgehalt 1 gr 

= 26. 
— 11 12,281 0,457 0,74427 0,803 2,30 0,465 
— 10 12,291 0,447 0,70610 0,742 2,38 0,454 
— 9 12,302 0,436 0,66412 0,680 2,47 - 0,440 
— 8 12,315 0,423 0,6145 0,6136 2,54 0,426 
— 7 12,331 0,407 0;55343 0,5381 2,55 0,409 
— 6 12,348 0,390 0,48855 0,4642 2,58 0,391 
—.5 12,367 0,371 0,41603 0,3871 2,58 0,372 
—.4 12,388 0,350 0,33588 0,307 2,54 0,352 
8 12,410 0,328 0,25191 0,227 2,47 0,330 
— 2 12,432 0,306 0,16794 0,1499 2,40 0,308 
1 12,454 0,284 0,08397 0,0745 2,39 0,285 
0 12,476 0,262 | 0,262 
+1 12,5 0,238 0,09160 0,0813 2,855 0,239 
+2 12,526 | 0,212 0,19084 0,1708 | 3,15 0,216 
+3 12,548 0,190 0,27480 0,2485 2,964 0,194 
+4 12,568 0,170 0,35114 0,3219 2,797 0,173 
+5 12,587 0,151 0,42367 0,3950 2,696 0,152 
+6 12,603 0,135 0,48473 0,46 2,539 0,133 
1 #.7 12,619 0,119 0,54580 0,5291 2,473 0,115 
+ 8 12,633 0,105 0,59922 0,5941 | 2,382 0,098 
I +9 12,647 0,091 0,65267 0,6644 2,354 0,084 
+10 12,659 0,079 0,69847 0,7307 2,306 0,071 
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Dritte Reihe. 

Zeit des Versuchs 5. Juli 4 Uhr 15— 40 Min. Nachmittags bis 8. Juli 

3 Uhr 15 Min. bis 4 Uhr 30 Min. Nachmittags. Dauer der Diffusion 72 St. 
Gewicht des Glaskörpers in der Luft 18,687, im Wasser 12,747. 








Berechne- 

Gewicht | Beobach- a “ re 

x des Glas- | teter Pro- | X en SOSE 
körpers. | centgehalt a Vet ; a 

= 268. 
— 11 12,270 0,477 0,97107 1,5446 2,839 0,476 
— 10 12,274 0,473 0,95454 1,4144 2,880 0,471 
) 12,280 0,467 0,92975 1,28 2,912 0,164 
— 8 12,289 0,458 0,89256 1,1381 2,914 0,454 
— 7 12,304 0,443 0,83058 0,9716 2,799 0,441 
— 6 12,321 0,426 0,76033 0,8314 2,764 0,424 
—— 12,342 0,405 0,67356 0,6938 2,112 0,403 
u 12,369 0,378 0,56198 0,5483 2,706 0,378 
ER 12,396 0,351 0,45041 0,4213 2,864 0,348 
Mad, 12,432 0,315 0,30165 0,2740 2,702 0,315 
ee | 12,468 0,279 0,15190 0,1354 2,64 0,279 
0 12,505 0,242 0,242 
1 12,543 0,204 0,15702 0,140 2,822 0,205 
13 12,577 0,170 0,29752 0,270 2,624 0,169 
+ 3 12,608 0,139 0,42562 0,3971 2,523 0,136 
> 4 12,638 0,109 0,54959 0,5336 2,562 - 0,106 
.% 12,663 0,084 0,65289 0,6648 2,546 0,081 
+ 5 12,684 0,063 0,73967 0,7957 2,932 0,060 
7 12,702 0,045 0,81405 0,9352 2,570 0,043 
EB 12,716 0,031 0,87190 1,0758 2,604 0,030 
0 12,726 0,021 0,91322 1,211 2,607 0,020 
+ 10 12,732 0,015 0,93802 1,32 2,509 0,013 
+11 12,737 0,010 0,95868 1,4426 2,433 0,008 
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Fassen wir zum .: die gefundenen Resultate noch einmal kurz 
zusammen, so lassen sich über Diffusionsströme folgende 6 Hauptsätze auf- 
stellen, von denen jedoch 1 und 2 nur für den ersten Strom gültig sind: 

1) Die Concentration in der Mittelschicht einer Diffusionsreihe ist un- 
abhängig von der verflossenen Zeit und gleich der Hälfte des anfänglichen 
Salzgehaltes: 


SE 
= | 

2) Die Summe der Concentrationen zweier Schichten, welche von der 

mittleren gleichweit abstehen, ist gleich der anfänglichen Concentration: 
u Fuel. 

3) Die Menge des aus der Salzlösung übergetretenen Salzes ist dem 
Querschnitt des Cylinders, in welchem der Strom vor sich geht, der anfäng- 
lichen Concentration und der Quadratwurzel aus der verflossenen Zeit di- 
rect proportional: 

S=coUyt. 

4). Der Ueberschuss des Salzgehaltes der ursprünglichen Grenzschicht 
über die nächstfolgende ist umgekehrt proportional der Quadratwurzel aus 
der verflossenen Zeit: 


1 C 
— U— u==— 


2 vi 

5) Die Concentrationen bilden von oben nach unten eine abnehmende 
Reihe, deren allgemeines Glied eine transcendente Function des Abstandes 
von der Mittelschicht und der verflossenen Zeit ist, welche sich auf die 
Kramp’sche Transcendente zurückführen lässt. 8. Gl. 12, 13, 14. 

6) Die Geschwindigkeit des Ueberströmens ist proportional dem Diffu- 
sionscoefficienten «, welcher nicht von der anfänglichen Concentration ab- 
hängt, aber wahrscheinlich mit der Temperatur zunimmt. Dieser Diffu- 
sionscoefficient ist für verschiedene Salze verschieden und lässt sich zu- 
gleich als ein Maass für die chemische Verwandtschaft des Salzes zum 
Wasser betrachten. 
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X. Eine unbestimmte Aufgabe. Da die Zahl 10 Primitivwurzel von 7 
ist, so bildet der Bruch % in einen Decimalbruch verwandelt eine 6stellige 
Periode, und ebenso wird die Periode irgend eines anderen Siebentels eine 
6stellige sein, und aus denselben Ziffern, nur in immer anderer Reihenfolge, 
bestehen. Betrachtet man diese verschiedenen Perioden als ganze Zahlen, 
so hat man demnach 6 sechsstellige Zahlen, welehe dieselben Ziffern be- 
sitzen, und in dem Verhältnisse 1:2:3:4:5:6 stehen. 

Es liegt sehr nahe, die Frage aufzustellen, ob nicht diese Bedingungen 
genügen, um abgesehen von der Verwandlung gewöhnlicher Brüche in De- 
cimalbrüche, die Zahl zu finden, welche wir als die Periode von 4 kennen 
gelernt haben. In der That lässt sich auch ein ziemlich elegantes Verfah- 
ren dazu angeben, wenn man nur die Bedingung noch hinzufügen darf, dass 
die gesuchte Zahl keine Null enthalten soll. Darnach spricht also die Auf- 
gabe sich so aus: eine sechsziffrige Zahl A zu finden, welche keine Null 
enthält und die Eigenschaft*esitzt, bei Multiplication mit 1, 2, 3, 4, 5, 6 im- 
mer wieder sechsziffrige aus denselben Ziffern in verschiedener Reihenfolge 
bestehende Zahlen zu liefern. 

Es sei A=abcdef, wo die Buchstaben die Ziffern bedeuten mögen 
und die Rangordnung den Werth der einzelnen als Zehner, Hunderter 
u. s. w. bestimmen soll. Nun ist klar, dass «==1 sein muss, weil sonst 64 
eine 7stellige Zahl würde. Ferner kann f weder O0 noch 5 noch 2, 4, 6,8 
sein, weil ja 4 keine Null enthalten soll und sonst die Produkte 2A, 44, 64 
oder 5A mit Null endigten, welche also schon in A vorhanden sein müssten. 
In Bezug auf f bleibt also nur die Wahl 

el: 

Wäre f=1 so würden die Producte 4,24,3A...64 sich auf 1,2, 3,4, 
5,6 endigen, und da diese 6 Ziffern alle verschieden sind, ferner alle in A 
vorkommen sollen, so müssten die Zahlen a,b, c, d,e in einer oder der Än- 
deren Reihenfolge den 2,3, 4,5,6 entsprechen (1 ist schon durch fin Be- 
schlag genommen). Darnach wäre «a von 1 verschieden, was einen Wider- 
spruch bildet. 
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Ebensowenig kann f=3 sein. Die betreffenden Endziffern wären näm- 
lich alsdann 3, 6, 9, 2,5, 8 unter welchen keine 1 vorkommt; und ganz das- 
selbe ist bei f—=9 der Fall, wo die Endziffern 9, 8, 7, 6, 5, 4 heissen würden. 
Kann also der Aufgabe überhaupt genügt werden, so muss es- durch f=17 
der Fall sein. In der That endigen sich alsdann die Producte: 

ra aa AR TAT 5A, 
auf 
TE dab ae ri 
unter welchen eine 1 sich findet, welche —=a sein kann. Die gesuchte Zahl 
heisst somit: 
A=ZSIIREET, 
wo .b,c,d,e sich in 2, 4,5, 8 zu theilen haben. | 

Nun ist e=4 unmöglich, weil sonst 24 mit 94 endigen würde, wäh- 
rend die 9 überhaupt nicht darin vorkommen kann; e==8 würde in dem 
Producte 34 die unmögliche Ziffer 6 ergeben; e= 2 endlich gäbe bei 44 
die Ziffer 0. Wir erhalten demnach für e nur noch die Möglichkeit 5 und 
somit ist 

As=.10:04457T, 
wo b,c,d sich in 2,4, 8 theilen. 

Dasselbe Princip lehrt uns d==4 als unmöglich wegen 2A, und d=2 
unmöglich wegen 4A, also 

Ar—31:0°C 8:57, 
wo b, c sich in 2, 4 theilen. | 
Da ce wegen 24 unmöglich =4 sein kann, so muss also 
A=142857 
sein, wenn überhaupt der gestellten Aufgabe Genüge geleistet werden kann. 
ÜANTOR. 


XI. Ueber die Determinante (,=E+(w+ bo)? (a +5)? ...(a, + b,)P 
von Dr. G. Zeuruss in Darmstadt. Die obige Determinante ist für y=—1 
von Cauchy (Exercices d’anal. 2), und für p= — 2 von Borchardt 
(Crelle’s Journal, Bd. 53) betrachtet worden. Nach Cauchy ist nämlich, 
wenn ? das Product aller Differenzen gegebener Grössen bezeichnet, und 
II das bekannte Productenzeichen vorstellt: 


er, reden I (a; + bi), 


und ähnlicher Weise hat Borchardt gezeigt, dass 

1 1 1 
ot bo at An + Dn’ 
wo die letztere Summe fast wie eine Determinante gebildet wird, nur mit 
dem Unterschiede, dass die Glieder anstatt mit abwechselnden Zeichen 
sämmtlich positiv anzusetzen sind. — Ich bemerke hierzu, dass solche auch 


0_2=0_1.2 
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von Joachimsthal (Crelle, Bd. 53) betrachtete Summen a, b, Cz..., die 
aus Determinanten + 1b, & ... dadurch entstehen, dass man alle Glie- 
der mit positiven Zeichen ansetzt, eine einfache Darstellung durch be- 
stimmte Integrale gestatten. So ist z. B., wenn das Produet der vier Fac- 
toren | 
(a1 +5, 1P + 0,1? +10) (a 1C +5, 1 + c, 17 + d, 18) 
> (a,1® +0b,1P +0,17 +, 18) (a, 1% + 0,1 + 0,1? +, 18) 


worin 1% für cos2 na +isin2 m « gesetzt ist, durch X bezeichnet wird: 


a, : 
Zaybi cd, = Je dadßdyd®. 


Baby 
Joachimsthal beweist in seinem Aufsatze: De aeg. quarli el sexti 
gradus etc. pag. 171, (ibid.), dass wenn man von einem Punkte aus.6 Norma- 
len auf eine Fläche zweiten Grades fällt, und die Fusspunkte von dreien 
derselben durch (z, yı 2), (23 Yz 23), (%3 Y, 23) bezeichnet, die Fusspunkte 
der drei übrigen in einer Ebene liegen, deren Gleichung aus 24 Gliedern 

besteht. Setzt man aber das Product der 4 Factoren 

(218 + 27% +2,18 + 2,1%) (yırHy 1 +y1% + y, 1%) 
x (z12 + z%ı + 2,1% +2,1%) (1% +1%& + 1% + 1%) 


gleich Y, so lässt sich jene Gleichung unter der einfachen Form 


ler da da, da, da, —0 
—( 
darstellen. 


Wir kehren wieder zur Determinante 0, zurück. Ist der absolute 
Werth des negativen Exponenten p grösser als 2, so ergeben sich keine 
einfachen Gesetze mehr. Wir wollen daher di® Determinante Q, für po- 
sitive Werthe von » betrachten, in welchem Falle ihr Werth stets durch 
P(ay...4n) P(by...dn) theilbar ist, weil O offenbar verschwindet, wenn 
man z.B. a,=a, setzt, indem alsdann in der Determinante zwei Reihen 
oder Colonnen gleich werden, was bekanntlich ein Verschwinden von © 
zur Folge hat. Wenn aber Q, ein ganzes Polynom, verschwindet, sobald 
a, a, wird, so enthält es den Factor a, — a,, also überhaupt sämmtliche 
Factoren P (ay...a,) P (by. . .dn). — Nun ist O.in Bezug auf a, vom p!®, und 
P(Gei 0) bezüglich a, vom n'® Grade; also kann unmöglich O durch ?. 
theilbar sein, sobald p < n, d.h. man hat 

0,=0, wennp<n. 
So ist z. B. 
2+ (+ 5) (a + 1)? (a; + d3)? (a; + b,)? 0. 

Wenn dagegen p = n ist, so kann Q den Factor P enthalten, und der 
Werth von O ergibt sich dann direct auf folgende Weise. Multiplieirt man 
die beiden Determinanten 
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I 
miteinander, wo n, den {'°" Coefficienten der Entwickelung von (e+y)” be- 
zeichnet, so erhält man nach der Gauss’schen Multiplicationsregel eine 
Determinante, deren allgemeines Element c,, ‚, offenbar gleich | 
br tn brtathn,b,r 2a? +... tar—=(b, +a,)" 
ist, und die mithin mit O0, zusammenfällt. Es wäre daher 0,=R.S. Zieht 
man aber aus den Verticaleolonnen von AR die gemeinsamen Factoren n,, 
N,... heraus, so entsteht | 
I TER 
d.h. nach einem Satze von Verne 
an a ee 

Um den Werth von $ zu finden, nehmen wir in dieser Determinante 
solche Vertauschungen der Colonnen vor, dass die Diagonalreihen ihre 
Stellen wechseln, wodurch eine Determinante 2 + 5, b,'b,?... zum Vor- 
schein käme. Indem man aber in einer Determinante &+ ß,72... solche 
Vertauschungen vornimmt, dass die Diagonalreihen ihre Stellen wechseln, 
verwandelt sich das erste Glied &, ßı -- vn, welches nach Cramer kein 
Derangement darbietet, in das letzte &. Pa —1 Yn—2 --- Y., dasI+2+3... 


n\n-1l u : 
+n= FEN Derangements besitzt. Durch die Verwechselung der Dia- 
n(n--1) 
gonalreihen geht mithin ein Faetor (—1) ° ein, so dass man hat 
(a1) n(a+1) 





— KT .2+ bb! be... (—1) ? Di a Drache 
en hätten also endlich für p==n den Werth 
Ba 
DER NER PR (Dos: 0A). 
So ist z.B. 
a a a,) (da, —a 
+ (tn 

Wenn endlich p >n, so ergeben sich wieder keine einfache Gesetze 
für den Werth von O, obgleich sich, wenn man in den einzelnen Elementen 
(a, + b,)P = a,P + p,.a,P-1b, + etc. ausführt, mit Anwendung eines von 
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Jacobi in: De format. et propr. det,$. 14. angeführten Satzes eine Zerleg- 
ung in eine Anzahl Aggregate anderer Determinanten ergibt, von denen 
einige einfache Bestimmungen zulassen. 


XI. Zu der Lehre vom Viereck. Im dritten Heft des dritten Jahr- 
sangs dieser Zeitschrift hat H. Vorländer für die dem Gerling’schen 
Werke über „die Ausgleichungen der praktischen Geometrie‘‘ entnommene 
Aufgabe der Ausgleiehung zwischen den vier Seiten und zwei Diagonalen 
eines Vierecks eine Auflösung mitgetheilt, welche im Gegensatz gegen die 
von Herrn Prof. Gerling selbst gegebene auf einer direeten Entwickelung 
der Bendigungsgleichung zwischen den Verbesserungen der sechs gemesse- 
nen Längen beruht. Ein andrer Weg zu dieser Bedingungsgleichung wird 
hier nicht sowohl um der Aufgabe selbst willen, als wegen der für die 
Lehre vom Viereck erheblichen Folgerungen, welche sich an dieselbe an- 
schliessen, veröffentlicht. 

1. Wir bezeichnen die vier Seiten und die zwei Diagonalen, oder die 
vier Gegenseiten des vollständigen Vierecks mit «a und a‘, b und b’, e und c’ 
in solcher Auswahl, dass ce einen hohlen Winkel zwischen®«a, und 5 theilt, 
a, b', c' aber ein Dreieck bilden. Nach einer Schreibart, welche wir auch 
für die anderen Winkel und Dreiecke der Figur in Anwendung bringen, 
heisst jener hohle Winkel (a, b), der Flächeninhalt des besagten Dreiecks 
aber (a, b’, ec’). 

Zur Entwicklung der Differentialgleichung zwischen den sechs Seiten 
stehen uns unter anderen Wegen die folgenden zwei offen: 

Die Gleichung 


1) (Be) P \Cna) See) 
gibt differenziirt: 
2) d(b,c)+d(e,a) —d (a,b) —=0. 


Ersetzen wir hier die Differentiale der Winkel durch ihre Ausdrücke 
in den Differentialen der mit den Winkeln in einerlei Dreieck vorkommen- 
den Seiten, so ist der Zweck erreicht. 

Oder: aus der Gleichung 

3) (a,db,c)+(a,b,c)—=(a,b,c) + (a,b, c'), 
in welcher das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem die zwei letzten 
Dreiecke von ec’ getrennt sind oder nicht, ergibt sich: 

4) dla,b,e)+dlab,c)—d(a,b,e)Fd(a,b, Ma 
ersetzen wir das Differential jeder Dreiecksfläche durch einen Ausdruck in 
den Differentialen der drei Seiten, so ist ebenfalls das verlafiste geleistet. 

2. Hülfsformeln für das Dreieck. 

Liegen die Winkel «, ß,y den Seiten eines Dreiecks vom Inhalt 7 ge- 
genüber, so gibt die Gleichung: 
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a b.cosy Pe cosß 
differenzüirt: | 
da=db.cosytde.cosß—bsiny.dy—csinß.dß 
wird beiderseits mit b sin y = c sin ß dividirt und vermöge 
e+P-ry=n 
auch da anstatt — dß — dy eingeführt, so zeigt sich: 
5) HT. +ll.coß+ da. 
Ferner gibt die Gleichung: 
2 F=besino 
differenziirt: 
2dF=(cdb +bde)sina+ becosa.de. 
Wird hiervon die mit be cos « multiplieirte Gleichung 5) abgezogen, 





so folgt: 
2dF —ada.cota= cdb.(sina — coty. ae (sin ß — cot ß cos «) 
e db 
Fe 2. a: cos (a + P) 
DER. 
any sin y ns 
6) 2dF=ada.cota + bdb.cotß + ede.coty. 


38. Differentialgleichung zwischen den sechs Seiten des 
vollständigen Vierecks. 

Die Gleichung 5) auf die Dreiecke (a’,b,c), (a,b',c), (a, b,c’) ange- 
wendet gibt: 





a da 
—— C0t L — cot 
2.7, Te Br (a, + co (sa) + d(b,e) 
Bd, yande 
2 ——— —=—.cot (b’ —— COLL, d 
) Er, ST zer, + “co (a,b) +d(c,a) 
d 
en — co (e, a) + eo, ce) +d(a,b) 
‘ oder vermöge 2) nach einigen naheliegenden Umwandlungen: 
8) dda rn b’ db’ de il 
Day DIc)h HR (ayb},ie)= n 2:layd, ey», 
da sin(b,c) db sin (c',«') de sin (a', 6‘) 
.a'sın (a,b) .sin (d',a) 2 b "sin (a’,b) sin (b, c') ce "sin (b\, e) sin (e, «') 
oder endlich, wenn mit — ——. Ge . emp und auf Null gebracht wird: 
ada Rn dda 
(a,b',.c).(a,b,c) (a,b,e).(a,b,c) 
9 bdb b’db’ 
) a a u 
(a',b,c).(a,b,c'‘) he, 6; («, b', c‘) 


ee TE 


RE 0a, are). Ge b’, c‘) 
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Andere Entwicklung. Formel 6) gibt auf die vier Dreiecke an- 
gewendet ver nie Gleichung 4): 
a da .cot(b,c)+bab.cot(e,a) + cde.cot(a, by 
+ ada.cot(b',c) + b’db’ .col (e,a) + cde.cot (a, b)) 
— ada.cot(b,c)—bdb.cot (c',a) — c’dc'.cot (a, b) 
+ «dda .cot(b',c‘) F V’ db’. cot (c',a) F c’de’ . cot (a',b") = 0. 
4 





wird mit — ——— durchmultiplieirt, so folgt nach einigen naheliegenden 
aa. bb .cc 
Umwandlungen: 
da sin|b, )—(b,c)) , da sin|[(d',c) + (b, e)] 
PEN ae "Ta,d, ce). 


db sin |(c', a) — (c,«a’)] up sin [(e', «) + (ec, @)] 

10) br er a ar re a 

b (a,b,c).(a,b,c) b°laybyc)Mayare) 

+ = sin f b)-+ (a), Oh dc sin|(a,b) + (a,b)] 

(ad, b,c).(a,b', c) (0,5, 2yHayoRe) 

Die a Identität der Höichüngek 9) und 10) weist uns auf 
folgende Beziehungen hin: 


sin [(b, e) —(b,, c)] _ sin Id’, ec) + (b, e)] 








ze 6; 





ad aa 
11 __ sin K(d', a) — (e, A)l__ sin |(c',«) + (e,a)] 
bb ı bb’ 
sin sin [(a, d‘) u (a’, »_ sin |(a‘, d) + (a, by 
ec ee 


Handelt es sich um einen unmittelbaren Beweis dieser Beziehungen, 
so können wir uns, da die Gleichheit je zweier neben einander stehenden 
Quotienten aus einfachen geometrischen Betrachtungen folgt, auf die drei 
vorderen beschränken. Wird der Zähler des dritten derselben auf die Form 

[sin (a, 6) — (nm — (a', b))] 
gebracht, so finden wir in unseren Gleichungen den analytischen Ausdruck 
für folgenden: 

4. Satz. Beschreibt man die vier Kreise um jedreiEcken 
eines vollständigen Vierecks, so sind die drei positiven 
Quotienten zweier Gegenseiten und dem Sinus des Unter- 
schieds zweier Peripherie-Winkel, welche aufeiner von bei- 
den in zwei nicht von ihr getrennten Bögen stehen, einander 
gleich. | 

Beweis. Vermöge der Wahl unserer Bezeichnungen ist unter allen 
Umständen: 

b’ ce .sin|[(b,c') — (b’,e)]=«' sin (b,c') . b’ cos (b’,c) — c cos (b, ec‘) . b' sin (be) 
=asin(a,b).[c—acos (e,a)] —[5— a cos (a, b)Ja..sin (e,«a) 
12) d e.sin|(b,e') —(b’,c)]=a,|— asin(b,e) —bsin(c,a) + esin (a,b)]. 

Dessgleichen vermöge der hier stets zulässigen Vertauschung zwischen 

aund b: 


> 
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13) ca .sin|(c’,a) — (e,a)]—=b.[—asin (b,c) —bsin (e,a) + esin (a, b)]. 

Ferner: 

— ab .sin|(a, D)+(‘, b)]= —b'sin (a, ». a cos (a',b)—b’ cos (a,b').a’ sin (a’ b) 
= csin (c,a).[ccos (b,c) —b] 
+ [ce cos (ec, a) —a].c sin (b, c) 
14) — ad’ sin[(a,b') + (a’,b)=c.[—asin(b,e)—esin(e,a) + esin (a,b)]. 
Die Gleichungen 12), 13), 14) stellen aber den Ausdruck 
— asin(b,c)—bsin(c,a) + ec sin (a,b) 

abe 
als gemeinschaftlichen Werth der drei Quotienten dar, deren Gleichheit be- 
hauptet wird, es ist diese also bewiesen. 

Für den Fall des Sehnenvierecks sind die Quotienten vermöge der 
Gleichheit zweier auf einerlei Bogen stehenden Peripheriewinkel alle Null, 
unsere Gleichungen bieten also eine Verallgemeinerung des betreffenden 
Satzes der Kreislehre dar. 

Weil aber alsdann auch der gemeinschaftliche Werth der drei Quotien- 
ten Null sein muss, so ist für das Sehnenviereck (wie auch unmittelbar leicht 
nachgewiesen werden kann): 

e sin (a,b) = asin (b, c) + b sin (c, a). 

Mit anderen Worten: Vier Punkte liegen auf einem Kreise, wenn zwi‘ 
schen den Entfernungen », r’, r" eines derselben von den drei anderen und 
den gegenüberliegenden Theilen «, @', «” der vier Rechten, die Beziehung 
besteht: 

rsna+rsin« +r"sina” —=0. 

Eine andere Zerlegung des unter 4. ausgesprochenen Satzes, die hier 
nicht ausgeführt zu werden braucht, gibt noch eine weitere Verwandtschaft 
desselben mit der Kreislehre zu erkennen. 

Bezeichnet man nämlich mit 2,2’ und y,y' die Entfernungen der Seiten 
b und b vor ihrem Schnittpunkte, so dass für den Fall des Sehnenvierecks 


zE—yY 
mit @ aber den Winkel, unter welchem der Schnitt stattfindet, so ist: 
ec sin [(b,c') — (dc) —= (yy — ze‘) sino = — ad’ sin [(a, b’) + («’,b)]. 


Eine entsprechende Gleichung findet zwischen den Entfernungen der 
Seiten « und a’ vor ihrem Schnittpunkte statt. 

5. Verallgemeinerung und Converse des ptolemäischen 
Lehrsatzes. 

Endlich erinnerte ich mich bei Wahrnehmung der Analogie zwischen 
dem Satze in 4. und demjenigen vor der Gleichheit der Peripheriewinkel 
auf einerlei Bogen, an einen anderen Satz, der mir vor längerer Zeit von 
Herrn Oberstudienrath Riecke*) als eine Frucht seiner Methode des Ge- 





*) Riecke, die Reehnung mit Richtungszahlen, Stuttgart, Metzler 1856. Nach 
einer erst neuerdings an mich ergangenen Mittheilung ist Herr Riecke bei derselben 
Gelegenheit auch auf die Gleichungen 11) gekommen. 
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brauchs der Richtungszahlen mitgetheilt wurde, und der eine Verallgemei- 
nerung des ptolemäischen Lehrsatzes für andere als Sehnenvierecke bildet. 
Anstatt ihn zu nennen, will ich ihn sogleich aus den Gleichungen 11) ab- 
leiten. 

Aus 

(5) 4 (@,)= (ea) + b,e) + (1 e) + (ea) 
—(ec,a) + (b, e') #r= (0, ec) — (6, a‘) 

folgt: 

— sin [(a, b') + (a‘, b)) = sin [(b, €) — (b', ec) + (c', a) — (c, «’)], 
wird also: 

(b, €) — (d’, ce) —= 6 und (cd, a) — (ed) =e 
gesetzt, so können unsere Gleichungen so geschrieben werden: 
aa bb ec 


sind sine sin (+ €) 





und geben: 
ec aa cose + bb cos 6 
sin(ö + e) 7 sindcos e+sin &cos Ö 
cc = aa’ cos [(c', a) — (ce, a)] + b cos [(b, €) — (b', e)]. 

Wie aus dieser Gleichung der ptolemäische Satz für den Fall des Seh- 
nenvierecks vermöge der Gleichheit der Peripheriewinkel hervorgeht, ist 
deutlich. 

Auch für die Converse des ptolemäischen Satzes geben unsere Gleich- 
ungen einen bequemen Beweis. Ist nämlich: 

cec—=aad+bb, 
so wird auch 
sin(8 + e) = sind + sin e oder cos - > © — cos e ze : 

ö+: ö+te 

07: 
beide Folgerungen schliessen sich nicht aus, sondern bedingen sich, inso- 
fern sie beide das Sehnenviereck zu erkennen geben. (Ein elementargeo- 
metrischer Beweis dieser Converse ist bei Kunze, 2. Aufl. I. $. 166, zu 
finden.) 

6. Ausgleichung zwischen den gemessenen Längen der 
sechs Seiten des vollständigen Vierecks. 

Wollen wir die Bedingung zwischen den Verbesserungen der durch 
Messung erhobenen, also nicht genau richtigen Werthe der sechs Seiten 
des vellständigen Vierecks nach Gleichung 9) anschreiben, so ist vor allem 
das Absolutglied, das die Gleichung vermöge des Widerspruchs zwischen 
den sechs Werthen erhalten muss, zu ermitteln. Hat man die Winkel in 
Gleichung 1) aus den Seiten der betreffenden Dreiecke berechnet, und findet 


durch die gefundenen Werthe diese Gleichung nicht befriedigt, sondern 
den Widerspruch: 











‚also ö=0 oder e=0, 
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w=(b,c) + (c,a) — (a,b), 
so wird an die Stelle der Gleichung 2), wenn man sich unter den Ditieren- 
tialen endliche aber kleine Veränderungen denkt, die folgende treten: 
N w+d(b,ce) + d(e,a) —d(a, b) —=0. 
Das Absolutglied der nach 9) angeschriebenen Bedingungsgleichung 
wird demnach mit Rücksicht auf den Uebergang von 8) auf 9), und wenn w 
in Secunden angegeben ist, o aber den Halbmesser in Secunden bedeutet, 


un rtnnunnennn 


folgendes sein‘: 
2 w 
0.(d,b',c) 

Ich habe nach dieser, eine sehr bequeme und übersichtliche Rechnung 
gewährenden Bedingungsgleichung die Verbesserungen der sechs Seiten 
berechnet, und stelle die Resultate mit denjenigen Herrn Vorländers 
zusammen: 

Seitenlängen in Millimetern. 


4,06 30,03 3,85 30,13 30,21 30,98. 
Bei Herrn Vorländer: 

Bezeichnung a, A, ds dy d, 4; 
Verbesserung + 0,0163, + 0,1281, + 0,0173, + 0,1274, — 0,1285, — 0,1316. 
Bei mir: 

Bezeichnung b a b' a c e 


Verbesserung + 0,0161 + 0,1271 + 0,0171 - 0,1259 — 0,1253 — 0,1321. 

Wenn auch die sich höchstens auf 0,003 Millim. sich belaufenden Un- 
terschiede zwischen beiderlei Ergebnissen für die Praxis des vorliegenden 
Falls ohne Bedeutung sein mögen, so mussten sie doch zu einer Nach- 
forschung nach ihrer Ursache auffordern, welche sich in folgendem Um- 
stand vorerst genügend zu erkennen gab: 

Beim Uebergang von 7) auf 8) wurde 
(e',a) — (,D)=— (V,c); (b,c') — (a,b) = — (c',a’); (b’,c) + (c,«)—(a’,b') 
gesetzt, und zwar mit vollem Rechte, so lange es sich nur um die Differen- 
tialgleichung zwischen den sechs streng richtigen Seiten des geschlossenen 
Vierecks handelte; finden aber zwischen beiden Seiten der obigen Gleich- 
ungen Widersprüche statt, die sich in unserem Falle bis gegen acht Grade 
belaufen, so muss dadurch die Richtigkeit der Coefficienten unserer Be- 
dingungsgleichung wesentlich beeinträchtigt werden. Auch die kleinen 
Differenzen zwischen Herrn Prof. Gerlings und Herrn Vorländers Re- 
sultaten mögen auf dem Umstand beruhen, dass ersterer die Verhältnisse 
zwischen den Coefficienten der Bedingungsgleichung an einer geschlosse- 
nen Figur entwickelt hat, welche fünf gemessene Längen mit der aus ihnen 
berechneten sechsten Länge bilden. Erinnern wir uns nun, dass, wenn un- 
ter solchen Umständen die Coeffieienten aus gemessenen Werthen der nicht 
schliessenden, anstatt aus den ausgeglichenen Werthen der schliessenden 
Figur berechnet werden, nichts anderes vor sich geht, als eine Vernach- 
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lässigung von Gliedern mit höheren Potenzen der Verbesserungen gegen 
solche mit der ersten Potenz, so wird es uns nicht befremden, wenn auch 
die Rechnung nach Gleichung 10), bei deren Herleitung doch keine nur für 
das geschlossene Viereck gültigen Zusammenziehungen 'statt gefunden ha- 
ben, fehlerhafte und sogar noch fehlerhaftere Resultate gibt, als die obigen. 
Ist nämlich nach Ermittelung des Widerspruchs 

w= (a‘,b,c) + (a,b, c) — (a,b, c) — (a, b', €‘) 

s . 8 w 
das Absolutglied mit LE 
bekannten Methode die Verbesserungen der Seiten, indem man alle in 10) 
vorkommenden Winkel nur den betreffenden Dreiecken entnimmt, macht 
sodann an den verbesserten Seiten nach 3) die Probe auf die Dreiecks- 
flächen, so trifft diese nicht zu. Vergleicht man nun die Aenderungen, 
welche in Folge der Verbesserung der Seiten in den Dreiecksflächen vor 


x 
‚ hergestellt und man berechnet nach der 


sich gegangen sind, mit denen welche nach 16) hätten vor sich gehen sollen, 
so zeigt sich ein Unterschied, der sich sogar durch die Glieder zweiter 
Ordnung, wenn auch diese nachgerechnet werden, beim Gebrauch fünfstel- 
liger Logarithmen nicht vollständig erklärt. Wenn im Vorstehenden somit 
Ausgleichungsmethoden erörtert worden sind, welchen für den betreffenden 
Fall ein zweifelhafter Werth zukommt, so glaube ich doch den Freunden 
der Ausgleichungsreehnung mit der Hinweisung auf eine hier und da wirk- 
same Ursache von Störungen des Geschäfts einen Dienst erwiesen zu ha- 
ben. Schliesslich erlaube ich mir noch den zum vorhin erwähnten Zweck 
sebrauchten Ausdruck für das zweite Differential der Dreiecksfläche an- 
1 


zuschreiben, in welchem u für — — —— 
sina.sin B.siny 


gesetzt ıst. 


» 2 d 2 z 
2 (oo +) — cos a..ab..de 


Tr (cot B + u) EP —weosß.de. da 

(de)? 
+ (coty + u) 5 
Stuttgart, im November 1858. ©. W. Baur. 





— UC08 y»da. db. 


XIII. Ueber den mittleren Radius des dreiachsigen Ellipsoides. In 
den $$. 15 und 16 seiner Untersuchungen über die mittleren Radien geo- 
metrischer Gebilde entwickelt Herr Prof. Drobisch*) zwei auf das Ro- 
tationsellipsoid bezügliche Sätze, die soviel Analogie zu einander besitzen, 
dass man ein allgemeineres, das dreiachsige Ellipsoid betreffendes Theorem 
als deren gemeinschaftliche Quelle vermuthen kann. In der That ergiebt 
sich ein solches auf folgendem Wege. | 


*) 8. Jahrg. III. d. Zeitschrift, S.1. 
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Die Halbachsen des Ellipsoides mögen a, b, c sein unda>b>.c; das 
Volumen desselben heisse V, endlich sei r das arithmetische Mittel aus den 
Radien, welche von allen Punkten des umschlossen Raumes nach dem Mit- 
telpunkte der Fläche gezogen sind. Es ist dann 

ı 20 R 


1) vr I / fe sins as awae 
000 


und hierin bedeutet R den zu $ und ı gehörigen Radiusvector des Ellip- 
soides; derselbe findet sich aus der Polargleichung der Fläche, nämlich 
1 
2 


SZ cos $\* sin ® cos ıb\* sin $ sin w\? 
IE) 
a b € 











oder 
l 
Dh sn EL 0003 2 
= m cos’ ap + n sin? u 
worin zur Abkürzung gesetzt wurde: 
co?  sin?’$ co®# , sin? ” 
MT PER RA 


Nach Ausführung der auf ge bezüglichen Integration erhält man aus 


No.1 
) a 
” en ARALRELR: 
iz 
(m co®y + n sin? y) 


hier kann wieder die Kira nach ı» ausgeführt werden und zwar mit- 
telst der bekannten Formel 




















27 
\ ? dıv ES ( 1 $ .) ei. 
mcostwtnsinwy® \m n a 
6 ( Y Y) Ymn 
dies giebt zufolge der Werthe von m und n 
TU : 
1 1 sin 9 d® 
Vr = Eh TE 
4 jo 8 sin”® cos’ E sin? v co? sin? \ (co? _ sin? 2) 
ET EN eg c? ann a? £2 


Aus naheliegenden Gründen darf man das Integrationsintervall auf die 
Hälfte (9 = 0 bis 9—= $r) redueiren, wenn man gleichzeitig den Factor 
4 verdoppelt; substituirt man nachher cos $ = u, so wird 











Vr— = 2 cz „ — 
a BO en len 
a? b? a? & a? b? a? ce 
Um eine elegantere Form zu erhalten, bezeichnen wir mit «&, ß, y die 
numerischen Excentrieitäten der Ellipsen aus den Halbachsen b und ec, e 


und «a, a und b, nehmen also 
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2) RO a, u ee 


a 
dies giebt 
1— PP? 1? du 
3) Vr=dnab fl ER ns a 
ER IFA) 
Unter einer sie ähnlichen Form kann aber auch die Oberfläche eines 
dreiachsigen Ellipsoides dargestellt werden. Sind nämlich «', b’, €" dessen 


Halbachsen und «, ß', y seine numerischen Excentricitäten, so ist, unter 
der Voraussetzung «a > b’>c‘, seine Fläche *) 


‚ff 1-e* 1—P? du 
4) S—=2ma + . | ——— 
1—a Pe "YVAa—a?ı) (1—B Bey 
® | ’ ’ ac ’ . ER . “,es I. v 
Nun wird aber für ad —=a, b’ = tree die Excentricität ß identisch 


mit ß und gleichzeitig « —=y, mithin 


2 Baur BT 1 
5 I + ne N = .- 
1—y’u ee u Vua—P)(ı — Brı%)’ 


0 
die Vergleichung von Vr und S führt zu der Relation 











Va 4 DS: 
die nach Substitution des Werthes von V übergeht in 
6) nacer—=sbS8. 


Die Bestimmung des mittleren Radius eines aus den Halbachsen a, b, 
c construirten Ellipsoides redueirt sich hiernach auf die Complanation eines 


; . $ c : 
Ellipsoides mit den Halbachsen «, — b, auch kann man die Formel 6) 


leicht geometrisch interpretiren z. B. mittelst der Froportion 
ae ee 
Für b==c wird das erste Ellipsoid-zu einem gestreckten, das zweite zu 
einem abgeplatteten Sphäroid aus denselben Achsen; für b=a ist das erste 
ein abgeplattetes, das zweite ein gestrecktes; man kommt dann auf die an- 


fangs erwähnten Sätze zurück. 
(Zuerst mitgetheilt der K. S. Gesellschaft der Wissenschaften in der Sitzung vom 


12. Februar 1859.) SCHLÖMILCH 


*) S. Jahrg. I. d. Zeitschrift, 8. 376. 


XIV. Ueber eine Aufgabe der Elementargeometrie. Bei der Tracir- 
ung von Eisenbahnlinien kommt nicht selten folgende Aufgabe vor (Fig. 20, 
Tat. ID; 
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Zwei Punkte 4 und B sind gegeben als Anfangspunkte zweier ge- 
radlinigen Strecken von bestimmten Richtungen; man soll 4 und 
B durch eine aus höchstens zwei Kreisbögen zusammengesetzte 
Curve verbinden, welche 44’ in 4 und BB’ in B berührt. 

Errichtet man in 4 und B auf den gegebenen Strecken Normalen, die 
sich in © schneiden, so müssen die Mittelpunkte M und N der gesuchten 
Kreisbögen in AC und BC oder deren Verlängerungen liegen; den Halb- 
messer AM des ersten Kreises kann man willkührlich wählen und findet 
nachher den Radius des zweiten, wenn man auf RC die Strecke BO=AM 
abschneidet und den Durchschnitt N der verlängerten ZC mit derjenigen 
Geraden SN aufsucht, welche MO normal halbirt. Die beiden aus M und N 
mit den Radien MA und N beschriebenen Kreisbögen stossen dann in 
einem Punkte 7' der verlängerten NM aneinander.*) Umgekehrt kann auch 
BN willkührlich gewählt werden; man nimmt dann 4? = BN, zieht die 
Gerade RM, welche NP normal halbirt, und bestimmt ihren Durchschnitt 
M mit 4C. | 

So einfach die Sache an sich ist, so bietet sie doch Gelegenheit zu 
einigen Bemerkungen von geometrischem Interesse. Die Geraden NR und 
NS schneiden sich nämlich in einem Punkte 0, welcher aus sehr nahelie- 
genden Gründen der Mittelpunkt des in das Dreieck CMN beschriebenen 
Kreises sein muss. Dieser Punkt ist aber auch, wie man aus congruenten 
Dreiecken leicht ersieht, von 4, Tund B gleichweit entfernt, mithin kann 
O0 als der Durchschnitt zweier Geraden betrachtet werden, deren eine den 
Winkel ACN, und deren andere die Gerade 4.B normal halbirt; auch findet 
man leicht, dass O0 auf dem um das Dreieck ABC beschriebenen Kreise 
liest. Man mag daher den ersten Radius 4M wählen wie man will, so geht 
doch die Gerade SN immer durch den festen Punkt O, und der Punkt 7 
liegt jederzeit auf dem Kreise, welcher aus dem Oentrum O mit dem Halb- 
messer 0OA=0OB beschrieben ist; endlich berührt die Gerade TMN immer 
den unveränderlichen concentrischen Kreis, welcher die grössere Gerade 
AC und die Verlängerung der kleineren BC berührt. 

Lässt man die Tangente NT sich um den festen Kreis herumdrehen, 
so erhält man der Reihe nach alle Lösungen der Aufgabe. Für NT// BC 
fällt N in’s Unendliche, und der eine Kreis degenerirt in eine Gerade; die- 
sen Grenzfall, der nicht mehr im Sinne der ursprünglichen Aufgabe ist, 
kann man auch auf kürzerem Wege finden. Setzt man die Drehung (rechts 
herum) weiter fort, so kommt N auf die Verlängerung von CB zu liegen, 
und die Curve erhält dann die Gestalt w mit einem Wendepunkte bei 7. 
Lässt man bei weiterer Drehung N zwischen ( und 2 fallen, so geräth 7 
aus dem Winkelraume ACB heraus, und die Curve bildet dann einen 


*) Für den speciellen Fall, dass L AC B=900 ist, hat bereits Herr Prof. Kunze 
dieselbe Construction zu einem etwas anderen Zwecke angegeben im Anhange, zu 
Cap. V. seines rühmlichst bekannten Lehrbuchs der Geometrie. 
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Schnabel mit dem Rückkehrpunkte 7 u.s. w. Unter der Bedingung, dass 
die Kreisbögen AT und ZT ihre concaven Seiten dem Scheitel € zukehren 
und dass T zwischen AC und BCliegt, ist übrigens die Aufgabe nicht im- 
mer lösbar, sondern nur dann, wenn die Projection von 4 auf BC in die 
Gerade von B nach N hin fällt. Zei einem stumpfen Winkel ACB versteht 
sich diess von selbst; bei spitzen 4C.B muss jene Projection zwischen B 
und C liegen (AC>BOD>ALC.cos(). 

Da die Aufgabe unbestimmt ist, so kann noch eine Bedingung hinzu- 
gesetzt werden, um sie zu einer bestimmten zu machen; so liesse sich z.B. 
verlangen, dass die Curve durch einen gegebenen Punkt 7 des aus O0 mit 
dem Radius 04A= OB beschriebenen Kreises ginge. Von grösserem Inter- 
esse ist die Forderung, den Unterschied der Radien BN und AM zu einem 
Minimum zu machen; da die Radiendifferenz durch die Gerade MN dar- 
gestellt wird, so genügt man jener Forderung, indem man die Kreistahgente 
MN senkrecht zu der winkelhalbirenden Geraden CO legt. 

Diese flüchtigen Andeutungen schliessen wir mit der Bemerkung, dass 
sich die vorstehende Aufgabe wohl recht gut zu einem kleinen Excurse 
beim Elementarunterrichte eignen dürfte und zwar hauptsächlich, weil sie zur 
sraphischen Ausführung verschiedener Constructionen Gelegenheit bietet. 

SCHLÖMILCH. 


XV. Ueber das Problem der Diamantbildung nach Theodor Simmler.*) 
Im Jahre 1826 lenkte Brewster die Aufmerksamkeit auf die bisweilen in 
mineralischen Krystallen eingeschlossenen, sehr expansiblen Flüssigkeiten, 
welche zwar meist im Topas, Quarz, Amethyst, aber auch in vielen anderen 
Mineralien wie Kalkspath, Cölestin, Schwerspath, Flussspath ete. sowie auch 
im Diamant vorgefunden worden sind. (Pogg. Annal. Bd.7, 8.469.) Die Un- 
tersuchung der Höhlungen und ihres Inhaltes beim Diamant führt Brewster 
auf die Ansicht, dass dieser Edelstein ein erstarrtes gummiartiges Secretions- 
product einer Pflanze sein sollte (vergl. Pogg. Annal. Bd. 36. 8. 564, Bd. 91, 
S. 605). Ueber die Natur der in den Höhlungen genannter Mineralien ange- 
troffenen Flüssigkeiten hat Brewster, obgleich mehrere physikalische Eigen- 
schaften derselben zum Theil auf sehr sinnreiche Weise von ihm beobachtet 
worden sind, keine bestimmte Ansicht ausgesprochen.. Herr Simmler stellt 
eine, gestützt auf mehrere der durch Brewster und andere Beobachter be- 
merkten Eigenschaften dieser Flüssigkeiten die Vermuthung auf, dass in den 
meisten Fällen diese Flüssigkeit liquide Kohlensäuse gewesen sei. Zunächst 
wird diese Annahme bestätigt durch das übereinstimmende Ausdehnungsver- 
mögen der liquiden Kohlensäure und der fraglichen Flüssigkeit, das inner- 
halb der Grenzen 10° bis 27°C. nahe gleichmässig zu 0,015 für 1° C. sich erge- 
ben hat. Brewster hat diese Uebereinstimmung zur angegebenen Zeit nicht 


*) Pogg. Annal. Bd. 105, 8. 460 u. folg. 
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- bemerken können, weil erst kurz vor seinen Untersuchungen der liquide Zu- 
stand der Kohlensäure von Faraday entdeckt worden ist. Ausserdem hat 
Brewster beobachtet, dass die Flüssigkeit in den Höhlen der genannten Mi- 
neralien ein viel geringeres Breehungsvermögen als Wasser besitze; ebenso 
bemerken Davy und Faraday im Allgemeinen, dass auch die liquide 
Kohlensäure das Licht schwächer als Wasser breche. Ferner beschreiben 
Thilorier und Mitchel die liquide Kohlensäure als nicht mischbar mit 
Wasser und gleiche Eigenschaft hat Brewster an denjenigen eingeschlos- 
senen Flüssigkeiten der Krystalle beobachtet, welche sich in besonderem 
Grade expansibel zeigten, während die minder expansiblen Flüssigkeiten 
sich als Wasser oder als wässrige Lösungen von festen und glasförmigen 
Körpern herausstellten. Diese verschiedentliche Uebereinstimmung der 
genannten physikalischen Eigenschaften führten nun zunächst Herrn 8. 
zu der Annahme, dass in den meisten Fällen die eingeschlossenen Flüs- 
sigkeiten, namentlich wenn sie mit bedeutender Spannung sich in den 
Höhlungen befanden, liquide Kohlensäure gewesen sei, die übrigens ein 
nicht geringes Auflösungsvermögen für mancherlei andere feste Substanzen 
haben mag, so dass hieraus noch die bisweilen beobachtete Thatsche zu er- 
klären ist, wenn nach Oeffnen der Höhle und Verdunsten der Flüssigkeit 
mineralische Niederschläge zum Vorschein gekommen sind. 

Im Zusammenhange damit steht ferner die Vermuthung des Herrn 8., 
dass insbesondere auch der Diamant ein Condensations- und Krystallisa- 
tionsproduet von in liquider Kohlensäure aufgelöstem Kohlenstoff sei. Be- 
kanntlich zeigt der Diamant nicht selten Höhlungen, in deren Innern allem 
Anscheine nach ein nicht unbedeutender Druck vorhanden ist. Diese Höhl- 
ungen, auch wenn sie mit einer Luftart erfüllt sind, können doch gerade 
gasförmige Kohlensäure unter hohem Drucke enthalten, eine Annahme, 
welche eine recht ungezwungene Erklärung der von Brewster beobachteten 
Farbenringe mit dem schwarzen Kreuz im Diamanten rings um die bemerk- 
ten Höhlungen zulässig macht. Der starke Druck der von dem eingeschlos- 
senen Gase auf die nächsten Wandungen der Höhle ausgeübt wird, setzt 
nämlich diesen Theil des Krystalles in einen ähnlichen Zustand und in ein 
ähnliches Verhalten zum Licht, wie das ungleich gepresste Gas zeigt. Die 
Kohlensäure wäre dann in ähnlicher Weise im Diamanten eingeschlossen, 
wie die Flüssigkeiten oder Mutterlaugen in manchen andern natürlichen 
und künstlichen Krystallen. Die ausgesprochene Hypothese würde nun 
sehr wesentliche Stützen dadurch erhalten, wenn erstlich das Vorkommen 
grösserer Massen liquider Kohlensäure in dem Erdinnern und sodann die 
Auflösbarkeit des Kohlenstoffs in der tropfbaren Kohlensäure nachweisen 
konnte. Das erstere ist aber nicht unwahrscheinlich, wenn man den starken 
Druck und die ungemeinen Quantitäten der vielen Säuerlingen entweichen- 
den Kohlensäure erwägt. So führen nach Bunsen die Nauheimer 
Sauerquellen jährlich 10,000 Centner, nach Bischoff eine einzige Gas- 
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quelle bei Burgbrohl 2617 Centner der Atmosphäre zu. Was die Auf- 
löslichkeit des Kohlenstoffs in liquider Kohlensäure betrifft, so hat Herr 8. 
in Ermangelung eines Natterer’schen Oondensationsapparats keine direeten 
Versuche machen können und fordert daher diejenigen Physiker, die besser 
ausgerüstet sind, zu den erforderlichen Versuchen auf. Die Kohlensäure 
in einer mit etwas Kohlenstoff gefüllten, stumpf umgebogenen, beiderseits 
geschlossenen starken Glasröhre nach dem Vorgange von Faraday zu ent- 
wickeln, ist Herrn Simmler nach mehrfachen vergeblichen Versuchen nicht 
gelungen, indem die Röhren jedesmal zersprangen. 

So vielfach seit der Entdeckung der Allotropie des Kohlenstoffs auch 
Versuche über künstliche Diamantenbildung angestellt sein mögen, so wenig 
ist doch ein Verhältniss davon bekannt geworden, wahrscheinlich, wie Hr. S. 
bemerkt, aus der Scheu, einen vergeblichen Versuch zu publieiren, der mit 
der berüchtigten Goldmacherei leicht in eine Classe geworfen werden 
könnte. Herr S. bedauert dieses mit Recht aus dem Grunde, weil die Be- 
kanntmachung negativer Resultate insofern grossen Nutzen habe, als 
dadurch andere von ähnlichen fruchtlosen Bemühungen abgehalten: werden. 
Man muss es mit Dank anerkennen, wenn Herr S. auf.der gegentheiligen 
Bahn in muthiger Weise mit gutem Beispiele vorangeht. 


XVI. Versuche über die Festigkeit des Aluminiums und der Aluminium- 
bronze (Legirung von 90 Proc. Kupfer und 10 Proc. Aluminium). Von A. 
Ritter von Burc. Es wurden Prismen aus reinem Aluminium (blos eine 
Spur Eisen enthaltend) bei einem Querschnitte vom 4 bis & Quadratzoll 
den Versuchen unterworfen, und der Versucher erhielt für absolute Festig- 
keit dieses Metalles folgende Resultate. 

Für gegossene Stangen ergab sich die Festigkeit per Quadratzoll Quer- 
schnitt beim ersten Versuch zu 13570 und beim zweiten Versuch zu 13,610 
Pfund, also im Mittel zu 13590 Pfund (10,96 Kilogr. pro Quadratmillimeter). 

Für ein kalt gehämmertes Prisma betrug die absolute Festigkeit 25120 
Pfund (20,26 Kilogr.) und auf den zusammen gezogenen Querschnitt, wel- 
cher sich durch die Dehnung von 0,166 auf 0,117 reducirte, 35550 Pfund 
(28,67 Kilogr.). 

Nachdem die abgerissenen Stücke abermals umgegossen und kalt gehäm- 
mert worden, bildete sich ein Gefüge, welches ungefähr in der Mitte zwischen 
dem blos gegossenen und stark gehämmerten Prisma lag. Der Versuch mit 
diesem letzteren Prisma gab in der That auch eine Festigkeit zwischen den 
beiden vorher genannten, nämlich in runder Zahl zu 16900 Pfund (13,62 
Kilogr.). Auch zeigt der Querschnitt beinahe gar keine Zusammenziehung. 

Was ferner jene Legirung aus 90 Proc. Kupfer und 10 Proc. Aluminium 
betrifft, welche ausser der schönen goldgelben Farbe noch so viele andere 
schätzenswerthe Eigenschaften, namentlich den geringeren Preis‘, besitzt, 
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dass der Verfasser diesem Metalle vor Allem die grösste Zukunft prophe- 
zeien zu können glaubt, so wurde ein heiss gehämmertes Prisma von 0,108 
Quadratzoll Querschnitt bei einer Belastung von 8650 abgerissen, was, auf 
den Quadratzoll bezogen, eine absolute Festigkeit von 80,000 Pfund (64,59 
Kilogr. pro Quadratmillimeter) giebt. 

Ein zweites Prisma aus derselben Legirung, jedoch blos gegossen, er- 
gab eine Festigkeit von 61530 Pfund (49,62 Kilogr.). 

Da nun die absolute Festigkeit der Metalle folgende ist: 


Stahl 2. 2..2.20.20.%2.90000 bis 120000 Pfund, 
Weiches Eisen . . . 40000 - 60000  - 
Stahlartiges Eisen . . 80000 - 88500 - 
Kupfer (gehämmert) . 25000 - 34000 - 
Kupfer (gegossen) . . 14000 - 18000  - 
Messing 9. 00321 .0014000. = 16000. =.” 
Zinka aoıloia. u id % 7000 - 8000 - 
Zink (gegossen). . . x 3500 - 4000. - 


so fällt die Festigkeit des gegossenen Aluminiums zwischen Zink und ge- 
gossenes Kupfer; jene des gut gehämmerten Aluminiums zwischen gegosse- 
nes und gehämmertes Kupfer; die Festigkeit der gegossenen Bronce von 
der genannten Legirung zwischen jene des Eisens und Stahls; sowie end- 
lich jene der gehämmerten Legirung nahe mit der Festigkeit von stahl- 
artigem Eisen zusammen. (Oestr. Ingen.-Ver.) 


XVL. Ueber die Ursachen der Ueberschwemmungen in den Gegenden 
des Harzes, des Erzgebirges und Riesengebirges am Ende des Juli und 
zu Anfang des August 1858. Die heftigen Regengüsse, welche im Sommer 
1858 die verheerenden Ueberschwemmungen am Harz, in Sachsen und 
Schlesien zur Folge hatten, sind von Dove unter Benutzung gleichzeitiger 
Beobachtungen und  Vergleiehung. derselben mit den mittleren Werthen, 
welche demselben Zeitraume in einer längeren Jahresreihe entsprechen, auf 
ihre Ursachen zurückgeführt werden. Diese Arbeit von Dove (Pogg. Annal. 
Bd. 105, 8. 490) zeigt wieder, wie wichtig die Bestimmung der mittleren 
Werthe ist, da sie allein entscheiden können, ob das jetzt Beobachtete eine 
besondere Beobachtung verdient oder in den Kreis des Gewöhnlichen fällt. 
Gestützt auf die Beobachtungen des Berliner meteorologischen Instituts, 
welche das ganze nördliche Deutschland — Sachsen ausgenommen — um- 
fassen, hat Dove schon früher nachzuweisen gesucht, dass die in Deutsch- 
land Ende Juni beginnende Regenzeit ihren Grund darin hat, dass im 
Sommer sich die Temperatur im Innern des Continents unverhältnissmässig 
steigert, während dagegen die des atlantischen Oceans auffallend zurück- 
bleibt, die Luft über dem Meere daher in die erwärmte aufgelockerte des 
Jontinents eindringt und durch die Vermittelung beider mächtige Nieder- 
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schläge entstehen. Steigert sich in einem bestimmten Jahre durch anomale 
Temperaturvertheilung dieser Gegensatz in dem angegebenen Sinne, so 
ist die nothwendige Folge eine Steigerung der durch diese Temperatur- 
Differenz hervorgerufener Niederschläge. Dies war nun im Sommer 1858 
in ungewöhnlichem Grade der Fall. Dove stellt zunächst, um die Verbrei- 
tung der mächtigen Niederschläge zu beurtheilen, die im Juli und August 
an 61 verschiedenen Orten im nördlichen Deutschland gemessenen Regen- 
höhen mit den mittleren Werthen derselben für diese Monate zusammen. 
Aus dieser Zusammenstellung ersieht man, dass während von Trier bis 
Frankfurt am Main die gewöhnliche Wassermenge gefallen ist, diese am 
untern Rhein und in Westphalen entschieden grösser wird und am nord- 
westlichen Abhange der norddeutschen Gebirge eine ungewöhnliche Höhe 
erhält. Der überall gleichzeitig beobachtete Nordwestwind deutet, sowie 
das frühere Eintreten der Erscheinung in den westlichen Gegenden, darauf 
hin, dass die Ursache nach Nordwesten hin zu suchen sei. Dove hat nun 
für 30 Stationen in Norddeutschland aus zehnjährigen gleichzeitigen Beob- 
achtungen die mittleren Werthe der Temperatur der sechs fünftägigen Zeit- 
räume vom 5. Juli bis 3. August berechnet und damit die im Jahre 1558 für 
denselben Zeitabschnitt erhaltenen Werthe verglichen. Aus dieser Ver- 
gleichung ergiebt sich, dass schon zu Anfang des Zeitraums vom 5. bis zum 
9. Juli in Preussen, Pommern und Schlesien bis nach Sachsen hin eine 
Temperaturerhöhung, d. i. ein Ueberschuss über die normale mittlere 
Wärme, am Rhein eine Abkühlung, d. i. ein Herabsinken unter den mittle- 
ren Werth des zehnjährigen Zeitraums, stattgefunden hat, die sich in dem 
darauf folgenden Abschnitt vom 10. bis 14. Juli etwas weiter östlich aus- 
breitet; im nächsten Aschnitt (15. bis 19. Juli) tritt eine neue starke Tem- 
peratur-Erhöhung hervor, die in Östpreussen viel stärker ist als weiter 
westlich, denn in Memel ist sie 51°, in Trier nur 214°. Vom 20. bis 24. Juli 
wird das Extrem noch grösser; Cöln zeigt schon eine 'Temperaturerniedrig- 
ung von fast einem Grade, während der Ueberschuss in Memel noch 5 Grad 
beträgt. Die schon in gewöhnlichen Verhältnissen das Einströmen der Luft 
vom atlantischen Ocean bedingende Temperatur-Differenz steigert sich also 
hier noch von der russischen bis zur holländischen Gränze hin um volle 6 
Grade. Wird man sich nun wundern, sagt Dove, dass die kalte feuchte 
Luft des Oceans hereinbricht und in der Wärmeabnahme, die sie erzeugt, 
den Wasserdampf niederschlägt, der in einer vorher so ungewöhnlich ge- 
steigerten Verdunstung sich in dem Luftkreise verbreitet hatte? Diese Ab- 
kühlung tritt nun auch deutlich in den folgenden Abschnitten (25. bis 29. 
Juli und 30. Juli bis 3. August) hervor und zwar ist sie in der Mitte des Ge- 
bietes am stärksten, nur unbedeutend an der östlichen Grenze, da ein 
Nordwestwind es war, der sie hervorrief. 


ER: 
Studien über Differentialgleichungen von der Form 
(mtnza+py +(we+tr)y +sy=0. 


Von Professor SIMON SPITZER. 


Die Differentialgleichungen der eben angeführten Form waren schon, 
namentlich in vielen speciellen Fällen, Gegenstand der Untersuchung von 
bedeutenden Mathematikern; ich erwähne nur die merkwürdige Art, wie 
Liouville im XIII. Band des Journal de Tecole polyt. diese Gleichung auf- 
löst, ferner die schöne Arbeit von Serret in Liouville’s Journal tome IX. 
pag. 211, und im Cours d’algebre sup. sec. edit. pag. 190, dann Raabe’s Arbeit 
im 3. Bande seiner Integralrechnung pag. 250, Wantzel in den Compte 
rendu tome XVII. pag. 1191, Jacobi in Crelle’s Journal Band 56, Seite 149, 
Weiler im selben Journal Band 51 ete.. Dennoch hoffe ich, dass auch 
meine Arbeit, die ich mir hier mitzutheilen erlaube, von einigem Werthe 
sein dürfte. 

Ich nahm mir zum Vorbilde Euler (Institutiones cale. integr. Vol. II. 
Sect. I. Cap. X.), der particuläre Integrale von bestimmter Form voraus- 
setzte, und Differentialgleichungen bildete, die durch diese vorausgesetzten 
Formen erfüllt wurden, und setze demnach voraus 


ß 
1) v= fü at w—BE-! ut a)" au 


Um nun die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung zu finden, 
welche durch den in 1) hingestellten Ausdruck befriedigt wird, bilde ich 
y und y’ und finde 

ß 
Y=mnI(u— AI (u — PB)Frlu+a)"—du, 


& 


. . 
y mb ZUR — a) A-1(u — BP! (u+ a)” du. 
& 
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Wenn daher 

2) KyYtKhythy=0 
die Differentialgleichung ist, welche 1) zum particulären Integrale hat, so 
muss dieser Werth 1) der Gleichung 2) genügen. Nun ist: 


ß 
Kt Rd + Ky= [u ) 4-2! (u + Rt m (mn), 
& 
+m(u+ae)X +(u+ x) X,]| du 
und wählt man nun 
Az, Ä,, A, 
dermassen, dass 
3) f« — a) (u— PP l(u+ a)m—2 Im (m — 1) A; +m(u+x)X, 
+ (u + ©) X] du = (u — a)? (u — PB)? (u + ayr! 
wird, so ist alsdann gewiss dieses zwischen den bestimmten Grenzen @ und 
£ genommene Integrale gleich Null, falls nur A und 2 positiv sind. 
Durch Differenziren der Gleichung 3) bezüglich u erhält man: 
(u— 0)4-1(u—B)B(u+ ©)” [m (m— 1) X, + m(u+z) X, + (u+x)X,) = 
(u— o)2-1(u— BF lu + a)” 2? [Au— PB) (utR)+Blu—o) (utz)+ 
(m —ı) (u—e) (u— Pß)] 
und wenn man beiderseits durch (u— a)2=1(u— pß)? (u + x)” 2 dividirt 
m(m—1) X, + m (u+x) X, + (u+z) X, —=4A(u—P) (u+x) + 
+B (u—e) (u+x)+ (m—1) (u—e) (u—P). 
Ördnet man beiderseits nach vu, so hat man: 
Im m — 1) BR +mceX ta X) tulmX, +22X%)+WX, = 
[eß (m—1)—& (AB + Be) +u[e (A+B) — (4B+ Be) — (m—1) (a+P)] 
+W#(A+B+m—1), 
folglich ist die Gleichung 3) eine identische, wenn 
X,=4+B+m-—1ı 
4) mA, +22, —=2(4+B)—(AP+ Be) — (m-1) («+ ß) 
m (m—ı) X, +meX, + X=eß(lm—1)—x(Aß+ Be) 
ist. Hieraus folgen: 
n=A+B+m—ı 


= ——[(e+0) (B+m—1)+(@+ß)(4+m-1)] 


= (e+0)(e+Bß) 


und die ae welcher genügt wird durch 


fi az 


ist somit folgende: 
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Be ae ER Br ea 
tm(4+B+m—1)y= 
Ich setze, um ein zweites particuläres Integral der Gleichung 5) zu er- 
halten, in die Gleichung 5) 
y=(@+o)'@+Bp)"z 


unter z eine neue Variable und unter A und u constante Zahlen verstanden; 





alsdann ist 
Saat er ee par 

—IA— 1) (e+a)!=?(e+P)"z+2ıIu (a + a)i-! (ce + P)e-1z 

+ u (u—1) (+ a)* (ce + Pu ?z +24 (a to)! (2x + PB) z 
+ 2u (a to)! (a + P)a I + (+ 0)R (e+P)*z 

und somit hat man 
(+ Ara + BF Her) lc + PB) (Bu — B—mt1)(et+te)+ 
(23 —- A—m+1) (ce + PB)! ++) ta + BY TI fa (u — B—m)(x-+ 0)? 
+ }2 2a —A(B+m—1)— u (A+m—1)+m(4+B-+m—1)} (+0) (c-+ eo) 
+4(1 — A— m) («+ B)’|z =0. 

Diese Gleichung vereinfacht sich wesentlich durch verschiedene An- 
nahmen für A und w, so z. B. ist, wenn man A und u so wählt, dass 

A=A+m 
u= —=B-+rn 

wrid, obige Gleichung durch (e + a)! (ce + ß)" abkürzbar, a wird 

6a )c+th. tl B+m ti) (te) + A+m+1)(c+P)]z 

+ (m +1) (A+B-+m)z=0, 
und da diese Gleichung aus der Gleichung 5) dadurch hervorgeht, dass man 
in 5) statt m, d und 2 respective setzt: 
— m —1,1—Aundl-3, 

so hat man für das Integral der Gleichung 6) in dem Falle, als 1— 4 und 
1 — B positiv sind 


P 
— fu — ae) 1(u— pB)-P(u+ er)" du, 


somit ist das complete Integral der Gleichung 5) in dem speciellen Falle, 
wo 4 und B positive echte Brüche sind: 


7) vs ‚Saw Br uta)" du 
ß- 
+6, (e+o)it” (a Hp) tn (ua) u 4 BB (u + zy—m—1 du 


unter C, und (, willkührliche Constante verstanden. 
Es ist mir also gelungen, das eomplete Integrale der Caeichure 5) in 
dem Falle anzugeben, wo A und B positive Zahlen sind, von kleinerem 
177 
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Werthe als 1; ja es gilt das Integral 7) auch dann, wenn 4 und B imagin. 
sind, wenn nur die reellen Bestandtheile dieser Zahlen positiv und kleiner 
als 1 sind. 

Der specielle Fall, wo 

A=4. B=4 nm=—}% 

ist, verdient Beachtung. Denn a ist nicht mehr in der a 7) das 
complete Integral vorhanden, sondern man hat dann für die Gleichung 

) +) a+By +Rata+My+4y—0 
das Integrale 

ß 





du Hafı (u—e) (u—P, (u) du 
Yard 47 are Verde 


wie ich eeisich nachweisen werde. 


Y)y=6, 


Ich nehme zunächst das erste particeuläre Integrale 


du 
10) Yy KrreTeRea 
V(u—ea) (u—P) (u +2) 
vor; dies giebt dhkeranzirt 


du 
Yan (u—P)(u+x (u+ a)? 


vl — @) E ß) (u + +2); 
und folglich hat man: 


(+ )(e+P)y +@Rete+ß)y+4y= 


> 


du 
3 (+0) (c+B) -L(ut+2) (28 +a+ß)+ 4u+2)] ————— 
Ja‘ Et B) baute) @rtatf)t Hut), era 


oder redueirt: 2 


(+0) (e+P)y’+@ete+AM)yt4y9— 


ß 
ya 2: —2u(e tP+3ePß 
y V(u— «) (u— ß) (u+x) 
Nun ist aber 
a —2u(et Pf) Ht3aß ,, __ Y(u— a) (u—Bß) 
V (u—e) (n—P) (u+ x) 2y(u+z)° 


wie man sich durch wirkliches Differenziren überzeugen kann, folglich ist 


ß 
‚(rar zanehhg 


YV (u— a) (u—B)(u+ &)° du =—=0 


und die Gleichung 
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te) at y+t@rte+dyt4y—0 
wird durch den in 10) stehenden Ausdruck erfüllt, wie bewiesen werden 
sollte. | 
Ich wende mich nun zum zweiten particulären Integrale und werde 





nachweisen, dass a 
„u (u— ß) du 
11 mn Da Sr a ug 1 ep mn m ne ee ann 
Si: u+2 "Yu-e)(w—p)(ute) 


der Gleichung 8) genügt. 
Aus 11) folgt: 


ß 
Erf (u—a) (u—ß) i du 
if wp)(ure)" % urz  Ylu-a)(u—P) (u+2)° 





lt Hafı Wed a _ 
a )(u+x Data at: "Yu-a) (u—B)(u+x)? 
und somit ist: 
(+0) (&+My’+@eta+By+4y— 
ee er t 


mn me ne du 
te VQu—a) ap) (ut): 5 


& 


(+0) («+ — (u+®) @ztetP) ,, 
reine Na BEAT N KT SETS En 
R Y (u— a) (u—P) (u + x)? 


Der zweite a dieser Gleichung lässt sich aber auch so schreiben: 


REDE) a Vu] „+ 
urx "au| V(u+ x) We 


2 — u) (a+P) +2 (aß — ur) E+ 
V ua) u—P) (u+2)° 
und wenn man das erste Integral nach der Methode des theilweisen Inte- 


grirens behandelt 


(+0) (a +My+@rta+Pytiy 
ß 


VYu—e)u—p)( 1 ad hs 
V(u+ x) (at —;) 2 








+ 








ß 
(c— u) (a+Pß) +2(eaß—ux) A 


+ a 
+ Vla—a)(u—P)(ut)' 


oder redueirt: 
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te) +N)ytRata+P)y+4y= 


} an + W—2u(a+P) +30ß ,, 
ke YV(w—eo)(u—B)(u+x)’ 
was, dem frühern zu Folge, Null ist; somit ist wirklich der in 9) stehende 
Ausdruck das complete Integral der Gleichung 8). 
Unterwirft man die Gleichung 8) einer nfachen Differentiation,, so er- 
hält man: 
(ta) (+ Byatd + n+1) @a+a+B)yatd+ nt yo 
und setzt man hierein 
y9=z, 
so kömmt man zu der Gleichung: 
12) (+) (e +): + an + dB tet tn+h’z=0, 


von welcher ich behaupte, dass ihr genügt wird durch 


. 


du 


EV Mer 


Mn af SEP RESP) 2 2 ESS Fe 
ur YVa— 0) (u— P)(u+ ayr+i 
unter n eine ganz beliebige, aber constande Zahl verstanden. 
Um diese Behauptung zu rechtfertigen, werde ich wirklich die einzel- 
nen particulären Integrale in die Gleichung 12) substituiren, und habe so- 
mit unter Annahme 


2 = 


du 
Vu—e)u—p)(utajrt 


für 2’ und z” die nachfolgenden Werthe: 


= Hill du 
Veen 


ß 
4 A Ylu— e) (u—B)(u+ ayen+5 


daher ist: 


Mar )a+AyYtRrtı)LztarP)!+ (+ yre— 


= @n+N@n+3) 
er | N HER 
BR een (u+x) + öhraef 


oder redueirt: 
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} 








(+0) (c+ 2" + mt UV @xtat+ BFH tz 





ß j 5 
E du Ach, N n 
BEER REN 


—2 (a +P)(n + )u+ eBen+3)]. 
Nun ist 


p 
2n+1 du 


4 I Ye) a—B) (u—a)r [« 








+Pß—2u)c+ RE 


ent (u— a) (u— P) 
—2(e+ß)(n +1) utoß(n+ = Erz 
was sowohl für u=« als auch für u=ß Null wird, somit ist 
a re 
e VY(u—e) (u—B)(u+a)?"t! 


ein Integral der Gleichung 12). 
Ebenso ig ich unter Annahme von 





A Ef We) w—B) du 
für 2’ und z” u Ausdrücke: 
Bor mr fu: we) du 
>) Tr Vaart 
du 





Yr WB) lu + art’ 


4 & E ut+z Ve) (u—Bp) (u+ «)?"+3 


du 
ran a 
, ( Fi (u— PB) (u + x)2”+> 
somit ist: > ’ 
(c+ «) (x ARE + 1) 22 -+a+P) + (n+4)z2—=' 
FR) a RD] au 


ut. (u + &)2”+3 





hy co) (2 + BP) —(u+zx)(22+a-+ P) 
a nern URS 
2 V (u—e) (u—ß) (uf+x)?”+> 
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oder reducirt: 


VE ea a Hatl)eate+Dr+a+ 2. 
(u— = B 1 l ve 
VER Gr at) 


een 
YV (u— 0) (u —P)(u+x)?”t° 
und diess giebt weiter behandelt: 


(+o)(ce +) HR +) AL Hte+p)T+ ln + 4)zr— 


P 
Ye +ß—2u) + W(1+2n)—2u(a+Pß)(n+1)+aPß(3+ 27) z 
was dem früheren zu Folge gleich Null ist. 

Die Gleichung 

12) (ca +e) (ce + PP)" + Rn +)REe+a+P)T+ (n+t)z=0, 


deren completes Integral 


„p 
du 


FT 


0 fi Sue c a nn GT 
ist, und welche aus der Gleichung 5) hervorgeht, wenn man in selber 
4=4, Beh, n=— (tl) 
setzt, gestattet eine "Transformation, die ich noch durchzuführen beabsich- 
tige. Setzt man in 12) 














13) 


te) e+P)=8; 


so Ist 
> dı 
Yy m RT 


„ 


ARE 


as 


ee pe ee 
und da alsdann | € 
@r+e+B?—454+ (a —P)} 
ist, so hat man: 
14) &[(a6+(0—P) et [2 Ent) Hure] ey 


welche Gleichung also ebenfalls ein Integral mit einem TE Be- 
standtheil versehen hat, ferner erhält man die Gleichung 14) beliebig oft 
differenzirend, Differentialgleichungen von ähnlicher Art. 
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Ich habe bis jetzt von der Gleichung 5) in mehreren speciellen Fällen 
ein logarithmisches Integrale angegeben, und ich will nun die Gleichung 5) 
in dem, die früheren Fälle umfassenden allgemeinen Falle betrachten, wo 
A+B=1 
ist, Aund B aber beliebige positive Zahlen bedeuten. Die Gleichung 5) 
ist alsdann 
15) (z er rn En IEhn +m’y—0, 


und hat zum Be, 


= cf — a)t (u — BF (u+x)” du 
& 


+ fo): (u— B)PAlu+ x)” N du, 
ut% 
| En ‘ 
unter C, und C, willkührliche Constante verstanden. 
Dass das erste particuläre Integrale genügt, ist wohl von selber klar, 
ich habe daher nur darzuthun, dass auch 


ß 


— (ua) 118: (u+ x)” log zeeZB du 


& 


der Gleichung 15) Genüge leistet. Es ist: 


y= n u aA Uu—PB)PA(u+rx)"rT1log ee) m 8) du 


& 


y —= m (m — fun !(u—g)B-1 (tag 2 Mi 


ii er; — 0)4-1 (u— p)?- 1 (u+a)”®—? du, 


und folglich hat man: 
(z+0)(c+ BP)" —[Btm—1)(c +) +(A+m—1) (c+B)]y + m’y= 
fr 


—e)(u—ß) d 


l 
09 — u+rx ze 





(ua) 4 (u—P)? (u+ 2)” —] du 


“2 a) AI (u— PB) (u+a)”=?[(1— 2m) (c+e) (2 + ß) 


+ (B+m—1)(& +) (a t+W)+(Atm—Y(&+P) (+ u)]| du, 
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oder nach vorgenommener Reduction, unter steter Berücksichtigung, dass 
| A+B=1 
ist, 


(2-2) n By’ —[Btm—N)(e+e)+ (A+m—1)(c+P)]y+ m’y= 


| us ld Au Blut m 10H 
m Piog Bere u a) ( ß) ( + ) la 


+ fü B)E1(u-B)B=! (u+2)” [2 (AP+ Bat2mu -u—am— pm) 


& 
+ (aß—2aßm+Aßu+ Bau+aum+ßum— Pu— au)|du. 
Da nun An positive Werthe von A und B folgende Gleichung stattfindet: 


. „ea a Zu. P) 1 = o)Alu — BE u Fear 


£ 
— „| (u— a)t1 (u — PP (u+ art la — PB) (ut+z)+ (u—e)(u+%) 
— (u— e) (u— ß)] du, 


‚so hat man, diess gehörig benützend und redueirend, 


(= + ” (+) y"— |(B+m—1)(@+e)+ (A+m—1) («+ P)]y+ my = 


fa (u — B)P (u + ©)" [A(u— PB) (ute)+ B(u— eo) (u+ 2) 


+ (m —1) (u— ae) (u— ß)] ar 
Der zweite Theil dieser Gleichung ist Null, weil das unbestimmte In- 
tegrale den Werth 
— (u— ce)? (u— B)# (u+a)r—1 
hat, der sowohl für u==« als auch für u=Pß verschwindet. 
Bevor ich weiter gehe, bemerke ich noch, dass Differentialgleichungen 
von der Form 
16) (matna)y +par+g)yY-+raey —0 
sich durch Substitution von 
Bere 
in Gleichungen der eben untersuchten Form verwandeln, und dass die zwei 
Gleichungen, welche in der Theorie der elliptischen Functionen vorkommen: 
2 (1— 2°)y’+ (1—32°) y —ay 0, 
21 —aM)y"+A1—ad)y+ey=0 
specielle Fälle der Gleichung 16) sind. 
Ich wende mich nun an die Untersuchung des speeiellen, bisher noch 
nicht besprochenen Falles, wo der erste Coefficient der Gleichung ein voll- 
kommenes Quadrat ist, wo man also die Gleichung 
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17) te’ yt@getr)Y+sy=0 


zur Integration vorliegen hat. 


un 











Für 2 -+«@=E geht dieselbe über in 

18) Ey’ + (at+b)y+ey=o 
und ist jetzt ein specieller Fall folgender, vom Herrn Petzval integrirten 
Gleichung: 

=2y+&(4+B ar) y+(A+ Bar + arm)y—=o 
(siehe dessen Werk 1. Band, Seite 105). Setzt man in dieser 
Bir ee 

so hat man 

1y) ey +Ar+B)yt+AYy—0, 
welche vollkommen mit der Gleichung 18) übereinstimmt. 

Durch Einführung einer neuen, unabhängig Variablen  mittelst der 
Substitution 


1 
i——, 
5: 
kommt man zu der Gleichung: 
: 029 2 — t—Bt? ay AY=—0 
; di? 6) ı*] di r4y { 
welche für 
we 1s2 


unter k eine Wurzel der Gleichung: 
*’+-k1— 4)+ 40 
verstanden, folgende Form annimmt: 
dr7 
ar 
somit eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ist, mit Coefficienten, die 
bezüglich der unabhängig Variablen der ersten Potenz angehören. Ich 
habe mich mit solchen Gleichungen vielfach beschäftigt, und Integrale der- 
selben unter verschiedenen Bedingungen aufgestellt. So ist z. B. in dem 


Falle, wo i 
k>0 und k+2>A4, | 


dz 
t +ßk+2— 4 — Bi), —%KBı2=0, 


ist 
Bı 
2 for Bu Hering gu, 
0 
somit 
Bı 
L K 
Yy =/® uk—1 (w—B)*F+1-4: du 
0 


ein Integral der Gleichung 19). 
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Wenn man umgekehrt y in folgende Form voraussetzt: 
m 


1 ee 
20) ya ent (u—m)?!du 
0 


und die Differentialgleichung zweiter Ordnung sucht, die durch diesen 
Werth befriedigt wird, so hat man: 


m 








’ A ——_ 
Year Br rl (u— m)®-1du 
0 
Mm i 
1 ’ 
ne mer ud (u— m)?! du 
& 
0 
m, 
7 AZ" ee 
= 4 fe du 
r a 
0 
m 3 
2(A+1 Ma 
Fu Sa erte uAlu— m)P—1du 
0 
m 
1 De 
A a fer FE url (u — m)F!du 
0 


und somit: n 
%y+Xhy+hy= 


mM 


ae ud! (u— m)P-1 [X +2A+D(ete)d,u+ 


0 
+ AA), (a to)’ — (a te)” X, u—Alato)”’ X, +(2+ 0)! X] du. 
Setzt man 
%—=(r+e)), 
so gestattet obige Gleichung eine Reduction in folgender Weise: 
Kytkhythy= 
m 
1 eds 
ES st+0a,,A—1 her, B—1[,2 
nal u (u — m) W+2(A+1)(e+e)u 
ö | 
+A4(A+) (le +0)’ — X, u— Alcto)X,+ (+0)? X] du 
und lässt man einstweilen die Integrationsgrenzen ausser Acht, so kann 
man den zweiten Theil dieser Gleichung gleich 


21) er +8 yA(u— m)B 


1 
(£ +0)! 
annehmen, und X, X, dermassen bestimmen, dass wirklich identisch diese 
vorausgesetzte Gleichheit besteht. Denn man hat die Gleichung 
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a (u-m)P1[ +2(A+1) (a-+a)u+AlA+ 1) (+0)? — 


— X u— A(z+o)X,+(2-+ 0)’ A, du = erta@44 (u— m)B 


1 
+ 
nach u differenzirend und alsdann redueirend: 

W+2(A+1)(eto)u+AAtV)(ete)’ — LK u—Alato)X, + (a to) N, — 
u(u—m) +A(u—m) (c+e)+Bu(z-+o), 
woraus nach weiterer Reduction folgen: 
2A+1)@+ )— K=—m+(d4+B)(e+ 0) 
A(A+1) (2 +0) — AX, +(z +0) X, =— Am. 
Es gehen hieraus hervor: 
A =m+(4A—B-+2)(c-+ e«) 
X—=4All—B), 
somit genügt der Differentialgleichung: 
22) (+ y’+m+(A— B+2)(e+ )]y+4l— By=o 


das Integrale: 


m 
1 3 u 
y=—— [erta@ud!(u—m)B-1 du, 
Feen 


nur müssen A und B positiv sein, weil sonst der Ausdruck 21) für u —= 0 
und x = m nicht Null würde. Sollte zugleich 

A+B=1l 
sein, so hat man für die Gleichung 22) folgendes complete Integrale: 


am 
C Be A—1 B 
y= er N En AU 
era 


FR ut-1(u— m)#—=1 log 
Fer El 


Man kann nun auch be leicht für die Gleichung 22) in andern Fällen 
das complete Integrale aufstellen, denn die Gleichung 22) geht durch die 
beiden Substitutionen 


u -_— m) En 


j 
= — —t4z 
z-+ a’ Y s 
über in: ’ 
d 
(at u+ Bm, —Amz—0, 


deren completes Integrale sich angeben lässt, und ist dasselbe 


= )+%pM, 
so hat man für das complete Integrale der Gleichung 22) 


en 1 C, 1 
rl re 


0 


Vorläufige Mittheilungen 
über die 
Ergebnisse vergleichender Versuche über den Ausfluss der 
Luft und des Wassers unter hohem Drucke. 


Angestellt im Sommer 1856 


von 


Bergrath Professor JuLIUs WEISBACH. 


(Aus der Zeitschrift „„Der Civilingenieur,‘“‘ Neue Folge, V. Band, I. Heft.) 


Ueber den Ausfluss des Wassers, sowie über das Ausströmen der 
Luft unter hohem Drucke sind bis in die neueste Zeit umfassende Versuche 
nicht angestellt oder wenigstens nicht veröffentlicht worden. _Gleich- 
wohl ist es für die praktische Anwendung sehr wichtig, zu wissen, ob 
die durch Versuche bei kleinem Drucke erprobten Ausflussgesetze bei 
höheren Drücken ihre Giltigkeit behalten, ob namentlich hier noch die 
Contractionserscheinungen und Reibungsverhältnisse dieselben sind, wie 
beim Ausflusse unter kleinem Drucke. Insbesondere ist die Ausführung 
von Versuchen über den Ausfluss der Luft unter höherem Drucke deshalb 
besonders wichtig, weil nur durch dieselben darzuthun ist, welches Gesetz. 
bei diesem Ausflusse obwaltet. Haben wir doch über den Ausfluss der Luft 
aus Gefässen dreierlei Formeln (siehe meine Ingenieur- und Maschinen- 
mechanik Band I, Seite 881 u. flg), wovon doch gewiss nur eine richtig ist 
und den Erfahrungen entsprechen kann! Auch weichen die von verschie- 
denen Experimentatoren gefundenen Ausflusscoefficienten der Luft so sehr 
von einander ab (siehe Hülsse’s allgemeine Eneyclopädie Band I, den von 
mir bearbeiteten Artikel ‚„Ausfluss,‘“ Seite 622, 626 u. flg.), dass man in 
Zweifel geräth, welche von diesen Erfahrungszahlen in vorkommenden 
Fällen der Praxis anzuwenden sind. 

Es war nun schon längst meine Absicht, diese Unsicherheit durch Aus- 
führung von neuen und umfassenden Versuchen zu beseitigen und dadurch 
dem Praktiker ein sicheres Mittel zur Bestimmung der Ausflussmengen der 
Luft unter gegebenem Drucke zu verschaffen, und ich hoffe, dass mir diess 
endlich durch die im Sommer 1856 angestellten und nun berechneten Ver- 
suche gelungen sei. Dieselben sind mit den verschiedenartigsten Mund- 
stücken und Röhten, sowie bei sehr verschiedenen Drücken von 1,4, bis zu 
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23 Atmosphären angestellt worden. Um die Ausflussverhältnisse der Luft 
mit denen des Wassers direct vergleichen zu können, habe ich mit densel- 
ben Mundstücken und Röhren und unter fast gleichen Drücken auch Ver- 
suche über den Ausfluss des Wassers angestellt. Die meisten älteren 
Versuche sind bei viel kleinerem Wasserdrucke angestellt worden, da selbst 
bei den Versuchen der Michelgttis die grösste Druckhöhe nur 21 Pariser 
Fuss betrug, und nur meine in Band I des Ingenieurs (Seite 558) veröffent- 
lichten Versuche bei 12 Atmosphären Druck machen hiervon eine Aus- 
nahme. Da die letzteren Versuche nicht umfassend genug ausgeführt wor- 
den sind, so möchten daher die 1856 ausgeführten Versuche über den Aus- 
fluss des Wassers unter 1 bis 2 Atmosphären Ueberdruck nicht ohne Werth 
und Interesse sein. Nebst diesen Versuchen habe ich auch noch mehrere 
vergleichende Versuche über den Luft- und Wasserstoss, sowie auch 
solche über die Höhe springender Strahlen angestellt. Sämmtliche 
vergleichende Versuche über den Ausfluss der Luft und des Wassers werde 
ich ausführlich im dritten Hefte des schon im Jahre 1842 begonnenen Wer- 
kes ‚Untersuchungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulik‘ beschrei- - 
ben und hiervon im Folgenden nur die Hauptergebnisse mittheilen. 


A. Versuche über den Ausfluss des Wassers. 


Die hierher gehörigen Versuche über den Ausfluss des Wassers sind an 
einer eisernen Wasserleitungsröhre von 184 Zoll (sächs.) Weite mit circa 
60 Fuss Druckhöhe angestellt worden. Diese Röhre (siehe den Kalender 
für den Sächsischen Berg- und Hüttenmann, Jahrgang 1849, Seite 20) führt 
in der Nähe der sogenannten Altväterwasserleitung pro Minute 200 Cubik- 
fuss Wasser aus dem rothen Graben quer über das Münzbachthal, und den 
Gehängen desselben folgend, in den oberen Aufschlaggraben der Grube 
Churprinz Friedrich August Erbstolln. Der Theil dieser Röhre, welcher 
in der Thalsohle liegt, enthält ein Seitenrohr, und an dasselbe habe ich ein 
sich allmälig erweiterndes Ausflussrohr angeschraubt. Das weite Ende 
dieser Röhre wurde durch eine eiserne Platte verschlossen, welche in der 
Mitte ein Loch enthielt, worin sich, genau wie bei dem hydraulischen Ver- 
suchsapparat (siehe meine Experimentalhydraulik, Seite 5), die verschiede- 
nen Mundstücke und Röhren einsetzen liessen, während seitwärts in das- 
selbe ein bleiernes Rohr einmündete, welches nach einem als Piezometer 
dienenden Gefässmanometer mit Quecksilberfüllung führte. Dieses Instru- 
ment gab den Druck des Wassers unmittelbar vor seinem Ausflusse durch 
die Höhe einer Quecksilbersäule an, und es war daher nicht nöthig, die 
Tiefe der Ausflussmündung unter dem Wasserspiegel auszumessen und die 
in Abzug zu bringenden Widerstände in der Leitungsröhre auszumitteln. 

Zum Schlusse habe ich endlich auch noch mit denselben Mundstücken 
Versuche über den Aussfluss des Wassers unter kleinem Drucke in der Aıt, 
wie in der „Experimentalhydraulik‘‘ angegeben wird, ausgeführt. 
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Die Hauptergebnisse dieser Versuche über den Austluss des Wassers 
unter hohem Drucke (bei circa 17 Meter Druckhöhe) sind folgende: 


Bei Kreismündungen in der ebenendünnen Wand von 1 bis 
2,5 Centimeter Durchmesser ist der Ausflusscoefficient 
u = 0,632 bis 0,604; 
bei einer Kreismündungin derconis&h convergenten Wand mit 
dem Convergenzwinkel von 100 Grad, von 1 Centimeter Durchmesser, fiel 
u == 0,716 aus, 
und bei einer solehen in der conisch divergenten Wand mit dem 
Divergenzwinkel von 100 Grad stellt sich 
—: 0,564 heraus. 
Diese Ergebnisse sind ganz conform mit den Resultaten der Ausfluss- 
versuche unter kleinem Drucke und weichen von diesen auch nur wenig ab. 


Mittelst einer kurzen eylindrischen Ansatzröhre von 1 Centi- 
meter Weite und 3 Oentimeter Länge war ein Ausfluss mit gefülltem Quer- 
schnitte nicht zu erlangen, eben so wenig dann, als man durch eine gleiche 
Ansatzröhre die Länge dieser Röhre verdoppelt hatte. 


” 


Nachdem man endlich diese zusammengesetzte Röhre mittelst eines 
dritten eylindrischen Ansatzstückes von 1 Centimeter Weite und 3 Centi- 
meter Länge neun Mal so lang als weit gemacht hatte, erhielt man zwar« 
einen scheinbar vollen, jedoch mit starken Pulsationen verbundenen Aus- 
fluss, es fiel aber der Ausflusscoefficient u nur 0,732 aus. 


Um einen Ausfluss mit gefülltem Querschnitte und ohne bemerkbare 
Pulsationen und in,parallelen Fäden zu erlangen, musste die den Druck 
vor der Ausmündungsebene messende Druckhöhe durch Stellung des Hah- 
nes in der Zuflussröhre von 17 auf 5 Meter vermindert werden. Es stellte 
sich dann ' 


u == 0,1772, | 
und, nach Abzug der Reibungen in den beiden Ansatzstücken, 
M u — 0,818 


heraus, wie auch ungefähr bei Versuchen unter kleinem Drucke, bei circa 
1 Meter Druckhöhe, gefunden wird. 

‘ Eine einfache eylindrische Röhre von 1 Centimeter Weite und 3 
Centimeter Länge mit inwendig abgerundetem Rande (siehe Experimental- 
hydraulik Figur 46, Seite 83) gab, bei 17 Meter Druckhöhe, den Ausfluss- 
coefficienten 

u = 0,970. 

Ganz ähnlich verhielt sich der Ausfluss des Wassers durch eine kurze 
eylindrische Ansatzröhre von 1,41 Centimeter Durchmesser und der 
dreifachen Länge. Auch hier war bei 17 Druckhöhe ein voller Ausfluss 
nicht zu erlangen. Erst nachdem man diere Röhre durch ein gleiches ey- 
lindrisches Ansatzstück doppelt so lang gemacht hatte, erhielt man bei 


Von Bergrath Professor JuLıus WEISBACH. 267 


nannten rrrrIr III ILL INN AR rNnNnnNDnn 








er 





nnrnrrennnrnnrnrnrrnnAarntnnrN IT nn N nn NM 


Druckhöhen unter 13,3 Meter einen Ausfluss mit gefülltem Querschnitt, und 
es ergab sich: für 

h==11 Meter, u = 0,813, 
sowie für 

h==8 Meter, u = 0,822. 

Eine eylindrische Ansatzröhre von 2,44 Centimeter Weite und 
7,32 Centimeter Länge gab, nachdem man sie ebenfalls durch Ansatzstücke 
auf das Dreifache verlängert hatte, unter 17 Meter Druckhöhe vollen Aus- 
fluss und 

a = 0,815. 

Auffallend gross sind die Ausflusscoefficienten für conoidische und 
conische Röhren ausgefallen; es ist diesem zufolge anzunehmen, dass 
hier bei hohen Drücken das Wasser fast ganz mit der theoretischen Ge- 
schwindigkeit ausfliesse, also die Erfahrung der Theorie entspreche. 

Ein conoidisches Mundstück von 1 Centimeter Ausmündungs- 
weite (Experimentalhydraulik, Figur 22, Seite 41) gab einen schönen kry- 
stallähnlichen Wasserstrahl und führte auf den Ausflusscoefficienten 

u = 0,994; | 
ferner eine kurze conische Röhre von derselben Mündungsweite und 
7 Grad 9 Min. Oonvergenz, wies 

u = 0,981 
nach, und eine ähnliche Röhre mit innerer Abrundung (siehe Experimen- 
talhydraulik, Figur 50, Seite 88) gab 

u — 0,989. 

Eine längere eonische Röhre, inwendig abgerundet, 10,5 Centimeter 
lang, in der Ausmündung 1,4 und in der Einmündung 3,8 Centimeter weit, 
führte auf den Werth 

| u = 0,987 
für den Ausflusscoefficienten. 

An dieselbe Röhre ein conisches Ausmündungsstück von I Centimeter 
äusserer Weite und 5 Grad 44 Min. Convergenz angesetzt, gab den Aus- 
tHusscoeffieienten ra 

u = 0,994. 

Um den Reibungswiderstand des Wassers bei grossen Ge- 
schwindigkeiten zu erproben, sind Versuche über den Ausfluss durch Glas-, 
Messing- und Zinkröhren, von verschiedenen Weiten und Längen angestellt 
worden. Durch dieselben wird die Richtigkeit oder Zulänglichkeit der in 
$. 396 meiner Ingenieur- und Maschinenmechanik aufgestellten Erfahrungs- 
formel und der hiernach berechneten Tabelle ($. 397), sowie auch das all- 
mälige Abnehmen der Coefficienten der Wasserreibung bei wachsender Ge- 
schwindigkeit des Wassers nachgewiesen. 

Für eine Glasröhre von I Centimeter Weite und 2 Meter Länge ergab 
sich, nach Abzug des Widerstandes beim Eintritte, der Widerstandscoefficient 

Zeilschrift f. Mathematik u. ‚Physik IV, 18 
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€ 0,01815, 
wobei die mittlere Geschwindigkeit v» — 8,514 Meter betrug; sowie für eine 
solche Röhre von 1,43 Centimeter Weite und 1,706 Meter Länge, 
& — 0,01865 
sefunden wurde, wobei die mittlere Geschwindigkeit den Werth » = 10,178 
Meter hatte. 
Eine glatte Messingröhre von 1 Oentimeter Weite und 2 Meter Länge 
gab bei 
v = 8,637 Meter, & == 0,01869, 
und dieselbe abgekürzt bis 0,685 Meter Länge, führte bei 
v == 12,320 Meter, auf £ = 0,01784. 
Die Hauptergebnisse der Versuche an den übrigen Röhren sind mit 
den vorstehenden Resultaten in folgender Tabelle zusammengestellt: 








Geschwindig- | 
Weite keit des |. Reibungs- 
der Röhre. |Wassers in der| coeffieient &. 


Bezeichnung der Röhren. 











Röhre. 

Engere Glasröhre . . . 1,03 Cent.-M.| 8,51 Meter. 0,01815 
Weitere Glasröhre . . 1,43 eh 10;518.14 44 0,01865 
Engere Messingröhre . . 1,04 es 8,64, u; 0,01869 
Desgl.’kürzereinn 24... 1,04 6 12.33: 4, 0,01784 
Weitere Messingröhre . 1,43 3 6 0,01719 
Desgl. kürzere .. ... 1,43. : 12,401: - 0,01736 
Weitere Zinkröhren . . 247 z 319: yı 0,01962 
Desgl. kürzere . . . . 2,47 ® Ta, 0,01838 

nönDehikürzerar. 9: 2,47 2 Aust 0,01790 

„. noch kürzere . . 2,47 6 IS ur 0,01670 


Es ist wohl kaum nöthig, zu bemerken, dass diese Coefficienten der 
Formel 
A Pe dab 
d 29 
entsprechen, worin 
h die Druckhöhe, 
I! die Röhrenlänge, 
d die Röhrenweite und 
v die mittlere Geschwindigkeit des Wassers in der Röhre be- 
zeichnet. 
Die Tabelle der Reibungscoefficienten auf Seite 749 meiner Ingenieur- 


und Maschinenmechanik, dritte Auflage, giebt für 
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v== 1 Meter $ == 0,0239, 


v2 „ to, 
are 1, Ca, 
BE 
u. a ei 01T 


Es ist also die Uebereinstimmung eine ziemlich grosse. 

Endlich sind auch über die Wider stände inKnie- und Kropf- 
röhren einige Versuche unter hohem Drucke, oder vielmehr bei grossen 
Ausflussgeschwindigkeiten, angestellt worden. 

Eine rechtwinkelige Knieröhre von 90° Ablenkung und 1 Centimeter 
Weite (siehe. Figur 84, Seite 151 der Experimentalhydraulik) gab, nach 
Abzug der übrigen Widerstände, den Coefficienten des Kniewiederstandes, 
en, 1,9597, wogegen er an jener Stelle der Experimentalhydraulik für 

h = 0,899 Meter == 1,902 
gefunden wird. 

Für eine Kropfröhre von 90 Grad Ablenkung und 1 Öentimeter 
Weite (siehe Figur 92, Seite 158 der Experimentalhydraulik) ergab sich bei 
h = 17 Meter &— 0,29, 
während die Experimentalhydraulik, Seite 158, für 

h = 0,899 Meter & = 0,378 
angiebt. 

Ueber mehrere andere derartige Versuche wird erst die angekündigte 
Monographie Bericht erstatten. | 


B. Versuche über den Ausfluss der Luft. 


Zu den Versuchen über das Ausströmen der Luft wurde ein Dampf- 
kessel von eirca 14 Meter Weite und 5 Meter Länge angewendet, welchen 
ich zu diesem Zwecke auf den Hof des Königl. Amalgamirwerkes zu Hals- 
brücke schaffen und vor dem dasigen Druckwerke aufstellen liess. Dieses 
Druckwerk diente dazu, den Kessel vor jedem Versuche mit comprimirter 
Luft anzufüllen. Nach jedesmaliger Füllung wurde der Kessel durch ein 
luftdicht abschliessendes Ventil ganz von. dem Druckwerke abgesperrt, der 
Manometerstand abgelesen, ferner die Ausflussmündung eine Zeit 1, z.B. 
1 Minute lang, eröffnet, und, nachdem man diese Mündung wieder verschlos- 
sen hatte, der Manometerstand von Neuem beobachtet. Zu gleicher Zeit 
mass man auch noch durch ein in den Kessel hineinreichendes Thermome- 
ter die Temperatur der Luft im Kessel, sowie an einem in der Nähe des 
Kessels aufgehangenen Barometer den äusseren Luftdruck. Mit. Hilfe der 
Manometerstände A und A, und des Barometerstandes b liess sich aus dem 
Fassungsraume F des Kessels das in der Zeit / ausgeflossene Luftquantum, 
gemessen unter dem äusseren Drucke, 


: hl 
n(" b Baer 


18* 


270 Vorläufige Mittheilungen über die Versuche über den Ausfluss ete. 


nunnnrnnnmsytnmnnennnnn 





nnnRnnnn 





numunnneennnnnnnnen 





sowie das Ausflussguantum pro Seeunde 
u a a a ah 
Fig: —( b ) r 
berechnen. 


Bezeichnet noch u den Ausflusscoefficienten, d. i. das Verhältniss der 
effectiven Ausflussmenge O0, zum theoretischen Ausflussguantum O, welches 
sich nach der zu Grunde zu legenden Ausflussformel berechnen lässt, so 
kann man durch den Ausdruck 

4 _(Z4) V 

ED RE 
den dem ausgeführten Versuche entsprechenden Werth des Ausflusscoeffi- 
cienten berechnen. 


Der Fassungsraum Y des Kessels wurde durch Anfüllen mit Wasser 
und Aichung des Füllwassers in einem besonderen Aichgefässe bestimmt. 


Die in diese Formel einzuführenden Werthe der Manometerstände 
liessen sich aber nicht ohne Weiteres beobachten; da die Luft beim Ein- 
pressen in den Kessel eine namhafte Temperaturerhöhung, und dagegen die 
im Kessel zurückgebliebene Luft bei ihrer Ausdehnung während der Aus- 
strömung eine ansehnliche Teemperaturverminderung erlitt, so blieb der 
Manometerstand sowohl nach dem Einpressen der Luft, als auch nach dem 
Austlusse nicht auf einerlei Höhe, sondern es sank der erstere durch Ab- 
kühlung an der Kesselwand so weit herab, und es stieg der letztere durch 
Zuführung von Wärme an der Kesselwand so hoch, bis sich die Tempera- 
tur im Kessel mit der der Kesselwand, oder vielmehr der der äusseren Luft 
ins Gleichgewicht gesetzt hatte. Jenes Sinken und dieses Steigen des 
Manometerstandes der Luft im Kessel dauerte 20 Minuten und länger und 
betrug 2 bis 5 Centimeter. Es konnte natürlich der Ausflussversuch nicht 
eher beginnen, und ebenso jeder Versuch nicht eher als beendigt angesehen 
werden, als bis der Manometerstand ein constanter geworden war, und sich 
folglich das Gleichgewicht zwischen der inneren und äusseren Lufttenipe- 
ratur hergestellt hatte. In der angegebenen Formel ist natürlich für A die 
Grösse des constant gewordenen Manometerstandes vor, und für A, die 
Grösse h, des constant gewordenen Manometerstandes nach dem Ausflusse 
einzuführen. Zur Berechnung der Versuche war es aber auch nöthig, den 
Manometerstand %, unmittelbar nach dem Verstopfen der Ausflussmündung 
zu beobachten. 


Während des Ausströmens geht die Pressung der ausströmenden Luft 
aus der inneren Pressung 
| p=(b+hy 
in die äussere Fressung 
p=(b+h)y 


über, und hierbei kann man nun voraussetzen, 
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1) dass die Dichtigkeit des Luftstromes constant, oder 

2) dass die Temperatur-desselben unverändert bleibt, oder 

3) dass sich Dichtigkeit und Temperatur desselben zugleich ver- 
ändern. 

Sind r, und r die Temperaturen der Luft vor und nach dem Ausströ- 
men, und bezeichnet ö den bekannten Ausdehnungscoeffhicient, == 0,00367 
der Luft, so hat man unter der ersten Voraussetzung (siehe meine Ingenieur- 
und Maschinenmechanik, Seite 676, dritte Auflage) 

TE + 1+ 067, SR 
a 1467 m’ 
und daher 


i+ör=(1+ o2) 
Wäre nun z. B. die Pressung der Luft vor Be Ausströmen doppelt so 


si Pı + 
gross als nach dem Kurse also — == 2, so hätte man 


1+d7=% (1467), 
daher oo 
du —1 7 j 
= I —- 0 136,3, 
20 2 / 
und für , = % Grad: 
= — 126,25 Grad. 2 
Es würde also in diesem Falle die ausströmende Luft eine ansseror- 
dentliche Kälte entwickeln, bei welcher das Quecksilber zum Gefrieren 
käme. Durch Thermometer lässt sich die Temperatur einer bewegten 
Flüssigkeit nicht messen, weil dieselbe durch die Wärmeentwickelung bei 
dem Stosse und der Reibung der Flüssigkeit an dem Thermometer sogleich 
wieder erhöht wird. Die Kälte der unter hohem Drucke ausströmenden 
Luft war jedoch bei unserer Luftausströmungsversuchen daran zu erkennen, 
dass sich bei einer äusseren Lufttemperatur-von 20 Grad, das Wasser so- 
gleich in Eis verwandelte, wenn es während des Ausflusses mit der äusse- 
ren Wand der Ausflussröhre in Berührung gebracht wurde. Dieser erste- 
ren Voraussetzung zu Folge ist die Ausflussgeschwindigkeit der Luft: 


2) = 2(&E) AR )=Y »2l-2 2), 


wobei y, die Dichtigkeit der inneren 1 bezeichnet. 


Nun ist noch 2! — 7954 (1 + ör,), daher hat man auch 
Yı 


FOREN: V 290 +39 (1-2) — 305 Vorm(ı=2) 


Meter (siehe meine Ingenieur- und Maschinenmechanik, Seite 895). 
Bezeichnet nun noch F die Grösse des Querschnittes der Ausfluss- 
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wu 


mündung, so erhält man für die unter dem Drucke p und mit der Dichtig- 
keit y, ausströmenden Windmenge pro Secunde: 


= r—mry (I +07) (1-2), 
1 


und, auf den äusseren Luftdruck p redueirt, 


02 1.206 rya + ör) = Ar 
p p p 


3) o-mwry a+an(ı+L)i 


Cubikmeter, wobei % den Manometer- und 5 den äusseren, also b + h den 
inneren Barometerstand bezeichnet. 


oder 


Diese Ausdrücke gelten natürlich nur für den Ausfluss der Luft unter 
constantem Drucke; nimmt aber, wie bei unseren Versuchen, der Druck all- 
mälig ab, ist also auch die Ausflussgeschwindigkeit » variabel, so muss man 
nach der Methode der Quadraturen einen mittleren Werth von O bestim- 
‚men, und ‚tenselben in die Formel: 


‘ Er hehe -(=%) V 
3. en EINE Eye 


«? ‘ “.ı« r 


einsetzen, um, mit,lLilfe, derselben den Ausflusscoefficienten u berechnen 
zu können.,, | 


o a 


.» Yuter Ger zweiten Voraussetzung ergiebt sich für die Ausflussgesch win- 


digkeit der Ausdruck 
v— V» z Log. nat. Ban 
Y p 


und daher die theoretische Ausflussmenge, gemessen unter dem äusseren 
Drucke, 
he ur P; 
09=Fv=3%XH (1+6r)Zn. 5 


| b+n 
=e39H „Ya + ödr)ZLn. (2) 
Cubikmeter. 


Für unsere Versuche, wo wir es mit einem variablen Manometerstande 
zu thun haben, ist natürlich ebenfalls erst ein Mittelwerth von v oder O zu 
ermitteln, um hiernach den Ausflusscoefficienten u berechnen zu können. 

Da beobachtet wurde, dass sich die Luft bei ihrem Ausströmen bedeu- 
tend abkühlt, so ist zu erwarten, dass die Rechnungsergebnisse nach dieser 
Formel bedeutend von der Erfahrung abweichen, wie auch durch meine 








Versuche nachgewiesen worden ist. 

Der Wärmelehre zufolge, ist mit einer plötzlichen Dichtigkeitsverän- 
derung einer gewissen Luftmenge auch eine momentane Veränderung der 
Temperatur derselben verbunden, und zwar nach dem Gesetze, 
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‘ 1 +67, -(#)" 
1+ör TER 
worin r die der Dichtigkeit y, sowie 
t, die der Dichtigkeit y, entsprechende 'T’emperatur 
und n eine Erfahrungszahl bezeichnet. 
Da 


- 


m __ tr Yı 
p 1+6ör'y 


2 (2) bei) rl)! 
p / 7 bel ud k 
wenn man noch n + 1==x setzt. 
Die Zahl » ist das Verhältniss 1,42 der specifischen Wärme der 


Luft bei gleichem Drucke zu der bei gleichem Volumen. 
Endlich folgt auch 


ist, so hat man auch 


»„—i4 0,42 21 


1+ör aM (2) % 2 (ey (A) BB 
I or, e- Pı 7 Pı Pı Pı F 


Nimmt man beispielsweise, wie oben und wie auch bei unseren Ver- 
suchen oft vorgekommen ist, p, =2p an, so erhält man 














1+ör ört 
1 +06r eg 4 EAeen ; 

Pa ag 1,2275, 

und für die anfängliche Temperatur z, = 20°, 
__1,0734 
I+6r mE — 8,744 
daher die Treinperatur nach der plötzlichen Ausdehnung: 
0 „8744 — 25 . 
E 44 BO 0,12557 lad _ — 34,2 Grad, 
0,00367 0,00367 367 


wogegen oben unter der ersten Voraussetzung, für denselben Fall, der sehr 
unwahrscheinliche Werth 

| T— — 126,25 Grad 
gefunden worden ist. 

Aus diesen dritten Prineipe folgert sich für die Ausflussgeschwindig- 
keit der Luft: 


RS 
% 
6) a ag. - IE ) 
vw m—1 Pı 


(siehe meine Ingenieur- und Maschinenmechanik, Band I, Seite 821, dritte 
Auflage). 
Ist wieder # der Inhalt der Ausflussmündung, so hat man das unter 


dem äusseren Drucke p, unter der Dichtigkeit 
1 


(2 
1% Pı 





274 Vorläufige Mittheilungen über die Versuche über den Ausfluss etc. 


wurinnnrrnnnnnnnnnnnnnnnnnn 








un 





wmunnnn 


und mit der Temperatur ‘ 


nl 


(1 + 61,) a 1 


ö 


ausströmende theoretische Windquantum pro Secunde: 


" n— 1 
Pı % p e 
x > Br | Pı 


folglich das unter dem inneren Luftdrucke p, bei der Dichtigkeit y, und 


Temperatur r, gemessene Luftquantum: 
1 


| sah i 
he ln ®, 
Yı Pı Ze 


a %—IN 
I \H 
(Ve) 
Pı 11 a2) Pı 


und endlich das unter dem äusseren Drucke » bei der gegebenen 'Tempe- 


Tr = 





ratur 7, und der Dichtigkeit .7ı gemessefe Luftquantum: 
1 


»—1 r 


ze —1 
5 
pP ae Pı i 


worin für er ae. 
Pı ur 
Va 395 Yyı-+ dr, 


Wenn man nach dem letzten Prineipe beim Ausfluss mit variablem 
Druck, wie z. B. für unsere Versuche, die Ausflussmenge bestimmen will, 
so muss man durch wiederholte Anwendung der letztern Formel einen Mit- 
telwerth von O0 berechnen, sowie auch noch wegen der beim Ausströmen 
der Luft statthabenden Abkühlung im Kessel eine besondere Correction 
anbringen. 

Führt man die Manometerstände und den Birameterstandt in die Formel 
für O ein so erhält man den Ausdruck 


“—1 are 
wre) 5 >= are 


Bei einem variablen A gilt diese Formel nur für ein Zeitelement di, 
und es ist das entsprechende Ausflussquantum 


dO = 395 eV 











zu setzen ist. 





| A | 


% h b+h re ü ( b yon 
ton z ) 1— ar ‚di, 
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sowie umgekehrt, das zum Ausfluss von d O nöthige Zeittheilchen: 
%—1 n—1 


di= ae 
+h\ % b % 
395 De (1+ ale ie (55) 
Setzt man nun noch in der Formel I) zur Bestimmung des Ausfluss- 
coefficienten: ; 
StR. 
y -( h I 


statt A — h, das Element dA, und statt Qi das Element 40 ein, so erhält 
man den Ausdruck ubdO = ah, und daher für unsere Versuche folgende 
Differenzialformel zur Beiieiinie der Ausflusszeit t: 


























f r—1 “— 
% b » (b+A\N # 
35 u Fb ih f —L ) war rar 
u en + dr) V: BAER : ) di=Vdh, 
oder 
V dh 
di= . = 5 
b N -% b % 
wenn ee) 
so dass nun 
V dh 
ung a a 








335 uFb 
ro; 


en lee 


und daher der gesuchte Ausflusscoefficient 


V dh 
me Mi 


„—1 %“ —1i 
wor 


% He a b ir 
ae ( b N 
folgt. 


Die hier vorgeschriebene Integration ist bei Berechnung unserer Ver- 
suche dadurch zu Stande gebracht ih dass man Ah als Abscisse x und 


(4 Be er 


als Ordinate y einer Curve angesehen und deren Quadratur [y dx durch 





Anwendung der Simpson’schen Regel bestimmt hat. Da die Anzahl der 
Versuche eine sehr grosse war, so liess ich hiernach eine Tabelle anfertigen, 


. 


und man hatte dann zur Bestimmung des Werthes fr dx nur eine ein- 
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fache Interpolation zwischen den von der Tabelle gegebenen Werthen 
nöthig. 
E 21, BD 

Die Luftausströmungsversuche selbst sind unter Pressungen von = bis = 
Atmosphäre angestellt worden, und man hat hierzu das bei den Versuchen 
über den Ausfluss des Wassers gebrauchte Gefässmanometer angewendet, 
jedoch dasselbe bei den Versuchen mit kleinen Pressungen mit Wasser ge- 
füllt, um dadurch eine längere Flüssigkeitssäule und daher auch ein ge- 
naueres Ablesen an der Scala zu erlangen. 

Um vor Allem das Ausflussgesetz der Luft zu prüfen, war es nöthig, 
Ausflussversuche an gut abgerundeten conoidischen und conischen 
Mundstücken anzustellen, wobei die Confraction der Luftstrahlen weg- 
- fällt und daher auch nicht in Betracht zu ziehen ist. Wenn diese Versuche 
auf Ausflusscoefficienten führen, welche der Einheit sehr nahe kommen, 
dieselbe aber auch nicht überschreiten, so ist auch dadurch die Richtigkeit 
der Ausflussformel, wonach diese Versuche berechnet worden sind, nach- 
gewiesen. | 

Die Versuche mit dem conoidischen Mundstück von 1 Centimeter 
Weite (siehe Figur 22, Seite 48 der Experimentalhydraulik) gaben, nach der 
ersten Ausflussformel 3) berechnet, bei Quecksilbermanometerständen von 

0,18 Meter bis 0,85 Meter 
den Ausflusscoefficienten 
u = 0,653 bis 0,952. 

Aus dieser grossen Verschiedenheit der Werthe von u bei verschiede- 
nen Druckhöhen ist die Unrichtigtigkeit oder die Unzulänglichkeit der zu 
Grunde gelegten Formel 3) ohne Weiteres zu folgern. 

In noch höherem Grade gilt dasselbe auch von der zweiten Ausfluss- 
formel 5), weil dieselbe auf Ausflusscoeffieienten führt, welche die Einheit 
überschreiten. Die dritte Ausflussformel 7) giebt dagegen für die angege- 
benen Druckhöhen den Ausflusscoefficienten 

F u — 0,965 bis 0,985, 
und es ist sowohl aus der Annäherung dieser Werthe zur Einheit, als auch 
aus der unbedeutenden Verschiedenheit derselben unter einander auf die 
Richtigkeit dieser Formel zu schliessen. 

Innen abgerundete kurze conische und längere conische 
düsenformige Mundstücke von verschiedenen Weiten gaben nur 
wenig kleinere Werthe für den Ausflusscoeffieienten, nämlich 

u = 0,95 bis 0,97. 

Für das Ausströmen der Luft durch Mündungen in der dünn en 
Wand hat aber auch die letztere Formel bei verschiedener Druckhöhe sehr 
verschiedene Ausflusscoeffieienten geliefert. Es ist daraus zu schliessen, 
dass die Contraetion der Luftstrahlen ‚beim Durchgange durch Mündungen 
in der dünnen Wand weit mehr veränderlich ist, als die der Wasserstrah- 
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len, dass namentlich beim Ausflusse unter kleinem Drucke der Contractions- 
coefficient am kleinsten ist, und dass dagegen derselbe um so grösser, als 
die Contraction selbst um so kleiner ausfällt, je grösser die Druckhöhe oder 
Ausflussgeschwindigkeit wird. 

Durch die mittelst der Formel 7) berechneten Versuche ist gefunden, 
dass bei den Druckhöhen von 0,05 bis 0,85 Meter in Quecksilber, für Kreis- 
mündungen von 1 bis 2,4 Centimeter Durchmesser in der dünnen ebenen 
Wand, der dem Ausflusscoefficienten nahe gleichzusetzende Contractions- 
coeffieient von | 

u = 0,555 allmählig bis 0,787 
wächst. 

Bei Quecksilbermanometerständen von 0,25 bis 0,50 ergab sich ferner 
für eine Kreismündung von 1 Centimeter Durchmesser in der dünnen 
conischen convergenten Wand mit 100 Grad Convergenz: 

u = 0,752 bis 0,793, 
dagegen für eine solche in der conisch divergenten Wand von 100 
Grad Divergenz: . 
| u = 0,509 bis 0,663, 
und dagegen unter gleichen Umständen für eine solehe Mündung in der 
ebenen Wand: 
u — 0,666 bis 0,723. 

Es hängt also hier, wie beim Ausfluss des Wassers, der Contractions- 
coefficient von dem Convergenzwinkel der Wand ab, worin die Mündung 
ausgeschnitten ist. 

Die Versuche über den Ausfluss der Luft durch kurze cylindrische 
Ansatzröhren gaben mit den durch Mündungen in der dünnen Wand con- 
forme Resultate; die Ausflusscoeffieienten sind auch hier bei kleineren 
Drücken kleiner und bei grösseren grösser, ganz der Theorie entsprechend 
(siehe meine Ingenieur- und Maschinenmechanik, Band I, Seite 764, neue 
Auflage). 

Kurze eylindrische Ansatzröhren von 1 bis 2,4 Centimeter 
Weite und der dreifachen Länge gaben bei den angegebenen Druckhöhen 
den Ausflusscoefficienten 

u = 0,730 bis 0,833. 

Eine kurze eylindrische Röhre von 1 Oentimeter Weite und 3 

Centimeter Länge, inwendig mässig abgerundet, gab dagegen 
uw == 0,927. 

Es wird also nicht blos beim Wasser, sondern auch bei der Luft der 
Eintritt in Röhren durch Abrundung der Einmündung sehr erleichtert. 

Eine conisch convergente Röhre ohne Abrundung, deren Con- 
vergenzwinkel 2 Grad 7 Minuten betrug, und deren Durchmesser an der 
Ausmündung 1 Oentimeter mass, gab 

| u == 0,910 bis 0,964. 
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Die Versuche über die Bewegung der Luft durch lange Röh- 
ren weisen nach, dass der Coefficient & des Reibungswiderstandes der 
Luft in Röhren dem des Wassers nahe kommt, dass also derselbe nicht 
constant bleibt, sondern um so kleiner ausfällt, je grösser die mittlere Ge- 
schwindigkeit der Luft in der Röhre ist. | 

Eine Messingröhre von 1 Centimeter Weite und 2 Meter 
Länge gab für Geschwindigkeiten von 25 Meter bis 105 Meter den Reibungs- 
coefficienten 

& von 0,027258 allmälig abnehmend bis 0,014821. 
Ebenso eine Glasröhre von derselben Weite und Länge, 
& = 0,027378 bis 0,013898. 
Ferner eine Messingröhre von 1,41 Centimeter Weite 
& = 0,025777 bis 0,012137, 
und eine dergleichen Glasröhre: 
& = 0,026626 bis 0,009408. . 

Endlich eine Zinkröhre von 2,4 Centimeter Weite und 10 Meter 

Länge für Geschwindigkeiten von 25 bis 80 Meter 
£ = 0,02302 bis 0,012956. 

Auch wurden noch mehrere Versuche über den Widerstand der Luft 
bei ihrem Durchgange durch Knie- und Kropfröhren angestellt. 

-Für eine Knieröhre von 1 Centimeter Weite (siehe Figur 84, Seite 
151 der Experimentalhydraulik) ist hiernach 


g=1,61, 
und für eine solehe von 1,41 Centimeter Weite 
Gil; 
Ferner für eine 1 Centimeter weiteKropfröhre von90 Grad Ablenkung 
&== 0,485 
und für eine solche von 1,4 Centimeter Weite 
62 0,471: 


Es sind hiernach diese Widerstandscoefficienten bei der Luft theils 
kleiner, theils grösser als beim Wasser. 


XI. 
Ueber .die Berechnung der Steighöhe der Raketen, 


Von Emiın Kant, Leutnant. 


Eine Rakete ohne Versetzung besteht, wie bekannt ist, gewöhnlich aus 
einer Hülse von Eisenblech oder Pappe, welche an dem einen Ende ganz 
geschlossen, am andern Ende wenigstens vor dem Einbringen des Treib- 
satzes ganz offen ist. Der 'Treibsatz, mit welchem die Hülse ausgeschla- 
gen wird, ist immer ein feingepulvertes Gemenge von Salpeter, Schwefel 
und Holzkohle, entweder in den Verhältnissen, welche dem Schiesspulver 
entsprechen oder in davon abweichenden Verhältnissen. Die Hülse wird 
mit dem 'T'reibsatz so ausgeschlagen, dass concentrisch um die Axe der 
Hülse eine conische oder eylindrische Oeffnung ungefüllt bleibt, welche vom 
offenen Ende an nicht bis an das geschlossene Ende reicht, so dass dem- 
nach vom geschlossenen Ende herein ein Theil der Hülse ganz mit Treib- 
satz gefüllt ist, von dessen Ende an nach der Vorderöffnung hin jedoch nur 
die Wände der Hülse dick mit Treibsatz bekleidet erscheinen. Der Stab, 
welcher die Stabilität der Lage der Rakete beim Aufsteigen‘ sichern 
soll, ist ein eylindrischer oder prismatischer Holzstab, welcher gewöhn- 
lich so an die Hülse befestigt wird, dass seine Längeaxe derjenigen der 
Hülse parallel ist, dass er über ihr geschlossenes Ende nicht hervor- 
steht, während er umgekehrt das offene Ende um Bedeutendes überragt. 
Behufs des senkrechten Aufsteigens wird die Rakete in ein Gestell ge- 
bracht, wobei der Stab in eine mehr oder minder einfach eonstruirte Füh- 
rung eingelegt wird, welche dem Stabe beim Aufsteigen die erforderliche 
Richtung aufwärts ertheilt. Die treibende Kraft, durch welche die Rakete 
zum Steigen kommt, verdankt sie bekanntlich der Reaction, welche mit 
dem aus der untern Oeffnung nach der Entzündung des Treibsatzes aus- 
strömenden Pulvergase in Verbindung steht und in eineın der Hülsenaxe 
parallelen nach oben gerichteten Drucke besteht. Der angegebenen Con- 
struction zufolge verbrennt anfänglich eine grössere Treibsatzmenge, als in 
den späteren Momenten der Verbrennung, so dass die treibende Kraft vom 
Anfange der Verbrennung an bis gegen das Ende derselben hin im Allge- 
meinen im Abnehmen sein muss. Die treibende Kraft einer Rakete wird 
demnach eine Function der Zeit sein, deren Natur von der Construction 
der Rakete und von der Art des angewendeten 'Treibsatzes abhängig sein 
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muss. Welche Function.der Zeit die treibende Kraft der Rakete, sowie 
die Menge des nach einer gewissen Zeit verbrannten Treibsatzes in einzel- 
nen Fällen sei, ist durch genaue Versuche bis jetzt noch nicht ermittelt 
worden, sollte dies jedoch für einzelne Raketenconstructionen geschehen, 
so würde man hierauf im Stande sein, die Steighöhe der Rakete beim senk- 
rechten Aufsteigen im lufterfüllten Raume zu berechnen, vorausgesetzt, 
dass die Rakete eine solche Construction erhalten habe, dass: die Aender- 
ung der Lage ihres Schwerpunktes, welche beim Aufsteigen der Rakete in 
Folge der Satzverbrennung stattfindet, keinen Einfluss auf die Steigricht- 
ung ausübt. Dies könnte vielleicht auf ähnliche Art wie bei den englischen 
Kriegsraketen geschehen, bei denen die Axe des Stabes mit der Axe der 
Hülse -zusammenfällt. Die angedeutete Berechnung hängt von der Auf- 
lösung folgender Aufgabe ab: 

Es ist das Gewicht p der senkrecht aufsteigenden Rakete gegeben, 
ferner ist durch Versuche die treibende Kraft o ({) als Funktion der Zeit, 
sowie die Menge (1) des nach der Zeit { verbrannten Treibsatzes be- 
stimmt worden (s. Anm. 1). Es wird angenommen, dass der Luftwiderstand 
a+bv-+ cv? sei, wobei v die Geschwindigkeit am Ende der Zeit t bedeu- 
tet (s. Anm. 2). Es soll hieraus die senkrechte Erhebung y berechnet wer- 
den, welche ein beliebiger Punkt der Rakete am Ende der Zeit f über dem 
Fussboden erreicht hat. 

Da am Ende der Zeit i die Masse der Rakete 

P—YÜ) 
9 
ist, sowie die Kraft, welche dieselbe aufwärts treibt: 
pl) — p—a— bv—cv, 
so ist die Differentialgleichung der Bewegung: 
2 2 

A) ERBEN EEE er) 

Anmerkung Il. Die Auffindung der Functionen @ und »» durch den 
Versuch ist wegen der kurzen Brennzeit einer Rakete sehr schwierig, aber 
jedenfalls nicht unmöglich. Man könnte sich von der Bestimmung der ge- 
nannten Funktionen folgende Vorstellung machen, über welche ich jedoch 
ganz besonders bemerke, dass es eben nur eine Vorstellung ist, welche kei- 
neswegs durch irgend einen Versuch geprüft, noch irgendwie für practische 
Ausführung bestimmt ist. 

Die Hülse der Rakete wird central in einem Blocke befestigt, welcher 
sich auf vollkommen horizontaler Ebene in einer Führung bewegen kann. 
Die Hülse wird den Block nach ihrer Entzündung fortbewegen, wobei die 
Bewegung wegen der Masse des Blockes und des geringen Restes von 
Reibung, welcher vermittelst Schnuren und Rollen durch Gegenwichte 
nicht ganz ausgeglichen ist, weit langsamer, als beim Aufsteigen vor sich 
gehen wird. Hierbei könnte die Curve s— #(t), welche den Abstand s 
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des Blockes von der Anfangslage angiebt, vielleicht durch den Apparat 
selbst aufgezeichnet werden. Ist nun das Gewicht der zu bewegenden 
Masse P, die Reibung R, so ist die Beschleunigung der von der Rakete 
bewegten Masse: 
gW)—R 
P—yW)” 
Die Grösse dieser Beschleunigung würde man aus der vom Apparat 
aufgezeichneten Bewegungseurve s —= #£t) finden, denn es ist: 
N) ’ Wu I ds 
——y’ ar 


. . ” u . RB . . 
Ist bei einem zweiten Versuche die zu bewegende Masse —, die Reib- 
9 


—=pN. 


ung R,, wobei der Apparat die Curve s, — #,” (t) zeichnen möge, so er- 


hält man: 
3) 2 —R, ut d?s 
— 9)" a 
Aus den Gleichungen 1) und 2), in denen ?P, P,, R, R,, völlig bekannte 
Grössen, EP" (l), P,”(l) aus der Zeichnung des Apparates hervorgegangene 
Funectionen sind, lassen sich um pt) und » (t) bestimmen... — Die Bestim- 
mung von ı(l) und g(£) dürfte wohl auf dem Versuchswege am Besten ge- 
lingen, sobald man einen rotirenden Apparat durch die Raketenhülse in 


ms) 


Bewegung setzt. 

Anmerkung 2. Es ist hier das Luftwiderstandsgesetz «+ bv + cv? 
seiner Allgemeinheit wegen gewählt worden, in den nachfolgenden Rech- 
nungen kann es doch immer auf das quadratische zurückgeführt werden, 
indem man a=0, b=0 setzt. Es wäre übrigens wohl möglich, dass im 
vorliegenden Falle Versuche dahin entscheiden könnten, dass man das Ge- 
setz «+bv-+ cv? auch hier acceptirte, da es z. B. die Hutton’schen 
Versuchsresultate an zweizölligen Kugeln von 500° bis 2000° Geschwindig- 
keit sehr gut repräsentirte. Das vorliegende Gesetz kann übrigens für 
kleine Geschwindigkeiten nicht ganz richtige Resultate geben, da nach 
demselben z. B. für »==0 der Luftwiderstand «a ist. Dies dürfte übrigens 
hier um so weniger schaden, als doch anfänglich die Führung der Rakete 
einen geringen Reibungswiderstand veranlasst. 

Die Gleichung A) lässt sich zunächst in die Form bringen: 


P—%(l) Mey, bdy  (dy\® _ 
cg "di? Ft F +(G nn 


Setzt man zur Abkürzung: 
— vl 
4) u N _ lt HW= N, 


eg 
so erscheint die Bewegungsgleichung in folgender Gestalt: 


d’y, bdy +2) 
T — an re 
ae tz tn 
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a 
oder: 
I) | 7 > /4f+n=0. 
dt C f 
Die vorstehende Gleichung kann durch .die Substitution: 
dz 
5) y _- T— — Tr 


z 
in eine lineare re zweiter Ordnung umgewandelt werden. 
Die Differentiation von 5), in welcher z eine neue abhängige Variable be- 

, sis 


deutet, ergiebt: 


ANTZ 


| nn 
— —— — T — T+ - r. 
“ di rn % 
Führt man 5) und 6) in j8 ein, so reicht sieh hieraus: 
2 +7 
Be Hl 
II) 2 + T ar = 2, 


Das Integral von II) hat bekanntlich a Form z=Mu-+ Nv, wobei 
M und N willkührliche Constante, u und » die particulären Dit der 
der Gleichung II) sind, demnach ist die Form von y': 





, N, 

’ ’ u —H 

a a ET try 

MEET TER eh 
Mu+XNv u+n 
oder, wenn man HmrI setzt: 
z WEHT 

2 Dis rg 
u+r0v 


Man erkennt sofort, dass y' das allgemeine Integral der Gleichung I) 
ist, denn sein Ausdruck enthält eine willkührliche Constante O0, man würde 
dies übrigens auch finden, indem man 7) in I) einsetzt, welche dadurch zu 
Null gemacht wird, indem, wie vorausgesetzt wurde, v und » der Gleichung 
-II) Genüge leisten. Der Ausdruck für die Ordinate y ist nun hiernach: 

N we 


Ir Ihe Ir 
III) I Eee je u Tist, 


wobei / eine zweite willkührliche Oonstante und « und» die partieulären 
Integrale der Gleichung II) sind. 

Durch die Gleichung III) ist nun allerdings der Function von der Zeit 
i die allgemeine Form vorgezeichnet, welche die Erhebung y vom Fuss- 
boden angiebt, etwas Weiteres lässt sich aber auch überhaupt nicht thun, 
so lange die treibende Kraft p(t) und die Menge des verbrannten Treib- 
satzes y(?l) nicht durch den Versuch ausgemittelt ist und die Constanten 
a,b, c, p, 9, wie sie sich für irgend einen speciellen Fall ergeben haben, 
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numerisch in die erste Differentialgleichung eingeführt worden sind. Ist 
. “ . l 

dies aber geschehen, so ist in Gleichung I) 7, 7, und 7 vollkommen be- 
c 


stimmt und die Integrationen, welche auf Gleichung III) führen, lassen sich 
wegen der linearen Form von II) jederzeit für eine etwaige numerische 
Berechnung ausführen. 

Beispiel. 

Eine Rakete lässt sich auch dann noch zum Steigen bringen, wenn 
ihre Hülse vollständig mit einem Satze ausgeschlagen wird, welcher 
hinlängliche treibende Kraft besitzt. In diesem Falle verbrennen, wie der 
Versuch lehrt, in gleichen Zeiten Satzeylinder von gleicher Länge, oder, 
anders ausgedrückt, die Längen der verbrannten Satzceylinder verhalten 
sich, wie die zur Verbrennung erforderlich gewesenen Zeiten. Man hat in 
diesem so eben in Betrachtung gezogenen Falle hinreichenden Grund, an- 
zunehmen, dass die treibende Kraft der Rakete constant sei, sie ist im 
Nachfolgenden mit % bezeichnet worden. Nennt man die Satzmenge, welche 
in der Zeiteinheit verbrennt, 9, so ist die am Ende der Zeit ? verbrannte Satz- 
menge gt, oder der früheren Bezeichnung gemäss: py({) =gf. Führt man 
diesen Werth und den Ausdruck o(t)=% in die Gleichung 3) ein, so er- 
hält man als Differentialgleichung n SAN: 


p — gid’y a+p — b dy > 
a ee 
) eg di? Be c eat = di 
Vergleicht man diese Gleichung mit der allgemeinen Gleichung I), so 


findet man, dass im vorliegenden speciellen Falle 











er a ee a 
cg e 
ist. Macht man nun der Gleichung 5) entsprechend die Substitution : 
zup— gi 
Ar m e cg ’ 
so erhält man folgende No. Il) entsprechende lineare Gleichung : 
„,b9— 1, eg’ (a+p — k) a 
10) z Tr GemeBarer Fer + WERT 0 


Die eigenthümliche Form dieser Gleichung führt leicht auf die Fibe, 
die Substitution: 
:=(p —q* 
zu versuchen, wodurch man erhält: 
1) (ee — 1)? — (byg— NogtePla+p—k)=0. 
Dieser Gleichung wird durch die beiden Werthe von « 


b egla 9 — A 
fee MR - eg (atpr—h) 
Lz Fr 
| te RE eg(atp--Ä) 

ag 4q° q 


Genüge leistet. 
Zeitschrift f, Mathematik u. Physik. IV, 19 
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Diese Ausdrücke sind stets reell, da in dem Ausdrucke des Luftwider- 
standes a eine sehr kleine Grösse ist, da ferner k beträchtlich grösser, als 


p sein muss, folglich das Glied: — Sue ne a positiv ist. Der der 
Gleichung 7) entsprechende Ausdruck giebt demnach für y: 
13) y—=— 0 pr — da 140 (kp — gar pi 


OR 

man erhält sonach für y: ’ 

14) ben) P— dA +9 (pP — qY% | 

eg BEROFFON PEN 

in welchem Ausdrucke P und O die willkührlichen Constanten sind, wäh- 
rend «, und a, an die Gleichungen 12) gebunden sind. Die Integration in 
Gleichung 14) lässt sich bei numerischen Rechnungen jederzeit durch Reihen 
ausführen, zumal, da man die Constante 0 bereits aus Gleichung 13) be- 
stimmen und somit bei der Integration von 14) über ihren Werth nicht in 
Zweifel sein kann. : 
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XVII. Zur Axonometrie Von FrırprıcHn Mann, Professor an der 
Thurg. Kantonsschule. 1) Die Axonometrie umfasst bekanntlich zwei 
Hauptaufgaben: 

a) Die Winkel, welche eine vom Ursprung des rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems auf die Bildebene gefällte Senkrechte mit den 
Coordinatenaxen bildet, so zu bestimmen, dass die Sinus (Verkür- 
zungsverhältnisse) sich zu einander verhalten wie drei gegebene 
Zahlen m, n und p (Reductionscoefficienten. 

b) Das Coordinatensystem auf diese Bildebene zu projieiren. 

Weissbach und Schlömilch lieferten zuerst auf analytisch trigo- 
nometrischem Wege das Material, das zur allgemeinen Lösung dieser 
beiden Aufgaben verwendet werden konnte; und ersterer hat in jüngster 
Zeit im Anhang I. seines Werkes auch eine algebraisch geometrische Be- 
gründung gegeben. Largiader stützt sich in seiner soeben erschienenen 
Schrift auf den Satz: „dass in demjenigen rechtwinkligen Parallelepiped, 
dessen im Ursprung 0 zusammenstossende Kanten der Richtung nach in 
die Coordinatenaxen fallen und dessen Hauptdiagonale die von O auf die 
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Bildebene gefällte Senkrechte ist, — dass in diesem Parallelepiped sich 
-die Seitendiagonalen zu einander verhalten müssen wie die Reducfionsco- 
effieienten m, n und p.“ 

In nachstehender Entwickelung soll nur gezeigt werden, wie die 
Lösung der axonometrischen Probleme auch noch aus ganz anderen Eigen- 
schaften des rechtwinkeligen Parallelepipeds hervorgeholt werden kann. 

2) In Fig. 1, Taf. III sei 00, irgend ein rechtwinkeliges Parallelepiped, 
dessen Hauptdiagonale wir in Bezug auf Länge durch d bezeichnen wollen. 
Die Seitendiagonalen können wir dann offenbar so herstellen, dass alle drei 
vom einen Endpunkt O0, der Hauptdiagonale ausgehen. Verbinden wir die 
Endpunkte der so erhaltenen Linien 0,4, 0, Bund 0,C paarweise durch 
Gerade, so erhalten wir ein spitzwinkeliges Dreieck 4BC, dessen Seiten der 
Länge nach wieder die Seitendiagonalen unseres Parallelepipeds sind. Be- 
zeichnen wir die Längen dieser Seitendiagonalen durch d, d, und d,, so 
können wir den Satz aufstellen: 

I)d, d, und d, müssen stets mögliche Seiten eines spitz- 
winkeligen Dreiecks sein. 

Nennen wir die Winkel, welche die Hauptdiagonale 00, mit den Kan- 
ten 04, OB und OC bildet, beziehungsweise «, ß und y, so ist in den recht- 
winkeligen Dreiecken 00,4, 00,B und 00,C offenbar: 

aedsine, dad, asın Bd, dsiny, 
II) (also 
d, :d,:d,=sina: sin B: siny. 

Errichten wir in O0, eine Ebene Z senkrecht auf 00, und legen wir 
durch 90, und 0,4 eine Ebene M, so steht M offenbar senkrecht auf #. 
Die von A auf E senkrecht gefällte Gerade 4A, muss daher vollständig in 
M bleiben; und durch das Verbinden des Fusspunktes A, mit 0, gewinnt 
man ein rechtwinkeliges Dreieck 4A, 0,. Jeder der Winkel 40, A, und 
0,0 A ergänzt nun den einen Winkel 0 0, A zu einem rechten, und es ist 
somit: 

| Winkel 40, A, = Winkel a. 

Bezeichnen wir daher den Abstand AA, des Punktes A von der Ebene 
E durch a,, so ist: a, =d, sma. Durch ganz ähnliche Betrachtungen er- 
halten wir, wenn wir die Abstände der Punkte Z und € von E beziehungs- 
weise a, und a, nennen: 

a,—=d, sin ß und a, —=d, sin. 
Substitutionen wie die für d, d, und d, in II) gefundenen Werthe, so 
gewinnen wir: 
ae ei. siny, 
III) also 
a2 ay:a, = sin? a: sin? B : sin? y. 
Beachten wir die Relationen II) und III), so erkennen wir augenblick- 


lieh, dass 
19* 
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IV) dd eh ei RER 
dass *mithin jede von O0, ausgehende Seitendiagonale die 
mittlere geometrische Proportionale zwischen der Haupt- 
diagonale und dem Abstande des Endpunktes jener Seiten- 
diagonale von der Ebene Z# vorstellt. 

Durch Addition der drei ersten Gleichungen in III) erhalten wir: 

a+0%+ a, —=d(sin’a + sin? ß + sin? y). 

Nun ist bekanntlich 

coat co ß-+F coty=1, 
mithin 

V) | sin? a + sin? P+sny=2, 
also 

a + u, + a, = 2d. 

Wenn man daher die Abstände, welche die Endpunkte 
der drei von O0, ausgehenden Seitendiagonalen in Bezugauf 
die Ebene E darbieten, zusammenaddirt, so erhält man das 
Doppelte der Hauptdiagonale. 

Diese Sätze bilden nun den stereometrischen Hülfsapparat, der zu 
einer höchst einfachen Lösung der Aufgabe « verwendet werden kann. 

3) Nehmen wir die Ebene Zals Bildebene und lassen wir die Coor- 
dinatenaxen längs 0C, OB und 0A fallen, so kommt alles darauf an, die 
Winkel «a, ß und y so zu bestimmen, dass 

sina:snm ß:sny=m:n:p 
stattfindet. 

Halten wir aber diese Bedingung zusammen mit den Relationen in II) 
und III), so gewinnen wir augenblicklich: 

And, sc end) 
und 
41:0 U FERER 

Soll die Aufgabe möglich sein, so dürfen die Zahlen m, n und p nicht 
beliebig gewählt werden, sie müssen vielmehr (nach I) als Zahlenwerthe 
von Dreiecksseiten aufgefasst, stets zu einem spitzwinkeligen Dreieck 
führen. _ Hat man sich, innerhalb dieser Bedingung, für die Reductions- 
coeffieienten entschieden und stellt man drei Längen her, welche eine be- 
liebig gewählte Längeneinheit beziehungsweise m?, n? und p®mal enthalten, 
so können die so gewonnenen Linien als die Abstände a, a, und a, gelten. 
Man darf hierbei nur bedenken, dass es bei der Gewinnung der Winkel- 
grössen «, ß und y nicht darauf ankommt, die absoluten Längen der unsere 
stereometrische Figur bestimmenden Linien. festzuhalten, sondern dass es 
zu diesem Zwecke vollständig genügt, die Verhältnisse dieser Längen 


*) Hierin liegt offenbar eine zweite Begründung des von Largiader benützten 
Satzes, der indess bei unserer Construction gar nicht angewendet wird. 
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zu wahren. Stellt man sich die halbe Summe der Abstände a, @, und a, 
her, so hat man (nach V) das d. Aus a, und d gewinnt man aber d,, indem 
man (siehe IV) die mittlere geometrische Proportionale sucht. Ist diese 
gefunden, so hat man den Winkel « zweimal. Erstens tritt er.in dem durch 
d und d, bestimmten rechtwinkeligen Dreieck auf und zwar gegenüber der 
Kathete d,. Zweitens erscheint er aber auch schon in dem rechtwinkeligen 
Dreieck, das d, zur Hypotenuse und a, zur Kathete hat und zwar gegen- 
überstehend dieser letzteren. 

Setzt man beziehungsweise «a, und a, an die Stelle von a, und führt im 
Uebrigen die Construction in völlig gleicher Weise aus, so gelangt man zu 
den Winkeln ß und y. 

4) Der Figur, die bei Construction des Winkels & entstand, kann un- 
mittelbar auch eine Formel für sin « abgewonnen werden. Offenbar ist: 


. 1 
sna=—, 
d 





also 

ENAmeR a 4.d a 2 m? 

nid Ent + pP 
oder auch: 
sine =— pe 
E — Fr 

also 
: ET a er 2 m? 


a epldlsnds m: + +p 
was mit den Endresultaten der Weisbach’schen Entwickelung vollstän- 
dig übereinstimmt. x 

In den Sätzen, die wir unter 2) über das rechtwinkelige Parallelepiped 
entwickelten, liegen auch die Mittel, die Aufgabe b (die zweite Hauptauf- 
gabe der Axonometrie graphisch zu lösen. Um dies einzusehen, genügt 
ein Blick in die Figur. _ | 

5) Wir gehen nun an die Lösung der zweiten axonometrischen Haupt- 
aufgabe, nämlich an die Herstellung der Projection des Axensystems auf 
einer Bildebene, der als Verhältnisszahlen der Verkürzungsverhältnisse 
die ganzen Zahlen m, n und:g entsprechen. Nehmen wir die drei in O zu- 
sammenstossenden Kanten 0A, OB und OC des rechtwinkeligen Parallel- 
epipeds 00, als Coordinatenaxen, so ist, wenn das Parallelepiped gemäss 
der Bedingung 

sina:snß:sny=min:q 

hergestellt ist, die in O, auf 00, errichtete Ebene E die verlangte Bildebene. 
Es handelt sich lediglich darum, die Pyramide 4BCO auf E zu projieiren. 
Nun ist leicht einzusehen, dass 4, B, (nämlich die Projeetion der Dreiecks- 
seite AB auf E) der Länge nach Kathete eines rechtwinkeligen Dreiecks 
ist, das AB = 0, C==d; zur Hypotenuse und BB, — AA, =, — a, zur 
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anderen Kathete hat. Wie man aber a,, a, und d, aus m, n und g herstel- 
len kann, ist schon bei .der Construction der Winkel «, ß und y gezeigt 
worden. In ganz ähnlicher Weise gelangt man zu den Längen der Linien 
4, €, und B,C,, nämlich zu den Projectionen der Dreiecksseiten 4C und 
BC. Stellt man irgendwo in der Papierebene aus den Seiten 4, B,, 4, €, 
und B, (C, ein Dreieck her, so hat man schon die Projection der Pyramiden- 
basis ABC und es handelt sich dann nur noch um die Gewinnung von Q,, 
nämlich der Projection der Spitze. 0, könnte im Innern des Dreiecks 
A, B, €, mittelst einiger Kreisbögen gefunden werden, wenn man zwei von 
den Längen 4, O,, 5, 0,, C, 0, hätte. Ein Blick in die Figur überzeugt 
uns aber, dass wir diese drei Längen schon haben, und zwar in derjenigen 
Figur, die wir entwerfen mussten, um die erste axonometrische Grundauf- 
gabe zu lösen. Denn A, 0, z.B. ist nichts anderes, als die eine Kathete 
eines rechtwinkeligen Dreiecks, in welchem 0, 4=d, Hypotenuse und 
44A,=a, die andere Kathete ist. Hat man, gestützt auf obige Bemerkungen, 
die Punkte O,, A, BZ, in C, gefunden, so darf man nur den ersten derselben 
mit den drei letzten verbinden, um das projicirte Axensystem zu haben. 

6) Ein junger Fachgenosse (Herr Graberg in Zürich), der sich bei 
seinen Arbeiten der geschilderten Methode bediente, hatte die Güte, mir 
vom Standpunkte des Zeichners aus folgende Modificationen vorzuschlagen. 
| a) Wenn man vom Punkte O, ausgeht (d.h. denselben in der Papier- 
ebene beliebig annimmt) und dann erst die Punkte A, B, C, zu demselben 
bestimmt, so gewinnt man den zweifachen Vortheil, dass man von den Sei- 
ten des Dreiecks A, B,C, nur zwei durch Construction zu bestimmen 
braucht, (die drei Längen 0, 4,, 0, B, und 0, C, können ja unmittelbar 
einer schon früher entworfenen Figur entnommen werden) unddassman 
die eine der drei Axenprojectionen 9,4, 0,2, und 0,6, der 
Richtung nach beliebig wählen kann. Namentlich letzterer Vor- 
theil ist für den Zeichner gar nicht unerheblich, 

b) Es ist (A, B,)’—=d?— (a, — a)‘. DBezeichnen wir a —a, durch 
u, so können wir auch schreiben: (A, B})’ = (d, + u) (d, — u). Die Seite 
A, B, des Dreiecks A, B, C, ist mithin mittlere geometrische Proportionale 
zu den Längen d, + u und d,— u. Eine beträchtliche Vereinfachung der 
zur Auffindung der Seite A, B, erforderlichen Construction tritt nun ein, 
wenn ıman sich bei der Herstellung der mittleren Proportionalen einer vom 
gewöhnlichen Verfahren abweichenden Constructionsweise bedient, 
welche, wenn wir nicht irren, durch Professor Gautier in Lausanne vor- 
geschlagen worden ist.*) Dieses Verfahren, aus zwei Längen r und s die 
mittlere geometrische Proportionale zu finden, besteht in Folgendem (Fig. 2, 
Taf. III): Man trage die kleinere (s etwa) auf irgend einer Geraden auf, 


*) Dasselbe findet sich bereits in der ersten Auflage des bekannten und sehr 
schätzenswerthen Lehrbuchs der Geometrie von Professor Dr. Kunze (Jena 1812) 
854170) 3:102.7 > Anmerk. d. Red. 
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so dass MN = s wird, durchschneide dann diese Gerade mit einem Radius 
—rvon Maus nach N hin und von N aus nach M hin, wodurch etwa die 
Punkte P und O0 zum Vorschein kommen mögen. Sucht man dann die 
Spitze eines gleichschenkeligen Dreiecks, das PO zur Grundlinie und r 
zur Schenkellänge hat und verbindet diese Spitze 7 mit einem der Punkte 
M, N, so stellt die so gewonnene Verbindungslinie die mittlere geometrische 
Proportionale zwischen r und s dar. Der Beweis springt sofort in die 
Augen, wenn man von T aus eine Senkrechte auf 7 N fällt. 

7) Bevor wir das Verfahren in allen seinen Einzelheiten kurz vorfüh- 
ren, das bei der Lösung der beiden axonometrischen Hauptaufgaben ein- 
zuschlagen ist, wollen wir einige Bezeichnungen einführen, nämlich: 

Arc en, U B, ps; 
ferner: 
AerttdeerRatr BC —es; 
endlich: 
— a —=U,, — au, und a; — Q, =Uu;. 

Beschreibt man über der Hauptdiagonale d=4 (m? + n? + 9?) einen 
Halbkreis, trägt man auf derselben vom einen Endpunkte aus die Längen 
d,, a, und a, (nämlich m?, n? und 9°) auf, und errichtet in den so gewonne- 
nen Auftragungspunkten Senkrechte bis zum Kreisumfang hin, so sind die- 
selben nichts anderes, als k,, k, und k,. (Fig. 3, Taf. III.) Verbindet man 
die oberen Endpunkte dieser senkrechten mit dem vorhin erwähnten End- 
punkt der Hauptdiagonale, so hat man die Seitendiagonalen d,, d, und d,. 
Durch das Abtragen der Stücke «,, a, und a, sind ganz von selbst die Län- 
gen u,, u, und u, zum Vorschein gekommen und es ist nun leicht, die Län- 
gend, +u,, dh —Uz;, da + ug ,-d; — u, herzustellen und nach dem in 2.b 
geschilderten Verfahren zwischen den beiden ersten und dann auch zwi- 
schen den beiden letzten Längen die mittlere geometrische Proportionale 
aufzusuchen. Diese Proportionalen sind dann p,; und p,. Nun nehme man 
in der Papierebene den Punkt O,, sowie die Richtung 0, Z, der einen pro- 
jieirten Axe beliebig an, und schneide von O, wauf 0, Z, das Stück k, ab, 
so erhält man (,. Indem man dann von (, mit einem Radius —=p, und 
von O, mit einem Radius = k, Bögen beschreibt, gewinnt man 4,; und 2, 
kommt zum Vorschein, indem man in ganz gleicher Weise von den Punk- 
ten C,; und O0, aus mit’ den Längen p, und %k, operirt. In dem Umstande, 
dass dann 4, B, == p, werden muss, liegt eine Probe für die Richtigkeit der 
Zeichnung. 

8) Wir wollen nun noch, gestützt auf unsere Constructionsweise, die 
Formeln für die Axenwinkel entwickeln. ‘ 

Bezeichnen wir den Winkel 4,0, B, durch 9, so ist im Dreieck 


A:0, Bi: 





k?+k”—p° 


teil Dash hrlestr Tee 
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Da nun 
Kredit; 
e—=d’—a?—=a,d—a,; 
und 
rd — ww — a) = d—a% +2, + a), 
so erhalten wir: 
dla + 4 — d;,) — 2A, Ay 
ya ae fae) 
Beseitigen wir nun a,, indem wir für dasselbe 24 —a, — a, einsetzen, 
2 — (vv +a)d+aa,] 
2Ya%,(d— a) (d— «,) 
(d — a,) (d— a,) 
uU 


ur Reg 
Bedenken wir nun, dass: 


dem +), 


a za mtr de 





EIS. — 





coSp = — 





ist, so erhalten wir: 


RE N +2 — d) (m! + g —n?). 


2mn 





9) Legt man beim rechtwinkeligen Parallelepiped 00, durch © eine 
Ebene Z, senkrecht zur Hauptdiagonale, und setzt die Senkrechten 4 A,, 
BB, und C (, rückwärts fort, bis sie Ebene Z, in den Punkten 4,, 3, und 
C, treffen, so überzeugt man sich leicht; dass die Summe dieser 
neuen Abstände AA, BB, und (CC, gleich der einfachen 
Hauptdiagonale 00, sein muss. Denn: , 4 +3 BB +4, G = 
3.00, und AA + BB, +00, =2.00.. 

10) Das gleiche Resultat hätten wir auch noch auf folgende reise fin- 
den können: Denkt man sich 0A, O B und OC seien der Grösse und Richt- 
ung nach drei in O angreifende Kräfte, so ist O0, deren Resultirende. Zer- 
legt man jede der drei erstgenannten Kräfte in zwei Seitenkräfte, von de- 
nen die eine in 0 O, die andere in Ebene #, fällt, so muss einem bekannten 
Satze der Statik gemäss die Summe der drei längs 0°0, fallenden Seiten- 
kräfte gleich der Resultirenden 00, sein. Diese drei Seitenkräfte sind 
aber in Bezug auf Grösse auch durch die Abstände 4A,, BB, und 06, 
ausgedrückt. 

11) 04, 0 DB, und O (, stellen offenbar die bei jener Zerlegung in die 
Ebene E, fallenden Seitenkräfte vor, und diese müssen, wie die Mechanik 
lehrt, unter einander im Gleichgewichte stehen. Fassen wir daher die 
Kräfte 0A, und O 2, mittelst des Parallelogramms der Kräfte zusammen, 
so muss die zum Vorschein kommende Resultirende mit 0C, in eine und 
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dieselbe Gerade fallen, woraus hervorgeht, dass die Verlängerung von 0(, 
genau in der Mitte der Geraden 4, B, eintrifft. Ganz so lässt sich zeigen, 
dass auch die Verlängerungen von 0 4, und OB, beziehungsweise durch 
durch die Mitten der Geraden 2, C, und A, C, gehen. Der Punkt 9 ist 
mithin der Schwerpunkt des Dreiecks 4, B, (,. 

12) Die Pyramide ABCO muss sich auf E, genau so projiciren, wie 
auf der durch O, gehenden Bildebene Z, woraus hervorgeht, dass der 
Punkt 0, Schwerpunkt des Dreiecks A, B,C, sein müsse. O0,D 
"ist aber die halbe Diagonale des aus 0, A, 0, B, und Winkel 4,0, B, con- 
struirten Parallelogramms (da ja C,0, der Resultirenden aus 0,4, und 0,8, 
das Gleichgewicht halten muss); die ganze durch 0, gehende Diagonale 
dieses Parallelogramms ist somit — 0, (,. Die ganze Construction, durch 
welche man zu projiecirten Axen gelangt, läuft daher darauf hinaus, ein 
Parallelogramm zu construiren, das 0,4, und O,B, zu zwei in 
einen Punkt O0 zusammenstossenden Seiten und das ganze 
0,€, zu der durch O, gehenden Diagonale hat. 


XIX. Neue Restbestimmung der Taylor’schen Reihe. Die Restbe- 
stimmung der Taylor’schen Reihe, mit welcher sich zuerst d’Alembert 
beschäftigte und welche später Lagrange, Ampere und Cauchy auf 
verschiedenen Wegen, u. A. auch mit Hilfe der Integralrechnung durch- 
führten, soll sich aus der Entwickelung der Reihe selbst und zwar so un- 
mittelbar ergeben, dass dazu die Definition des Differentialquotienten aus- 
reicht. Denn nur alsdann lässt sich jene Reihe in den Elementen der höhe- 
ren Analyse frühzeitig genug begründen, damit aus ihrer Anwendung auf 
die zahlreichen Fragen, deren Lösung sie in anschaulichster und bequemster 
Weiße vermittelt, zugleich ihr wahrer Nutzen erkannt werden kann. 

Bei allen mir bekannten Methoden der Darstellung dieser Reihe fallen 
aber die Restbetrachtungen entweder sehr umständlich aus, oder sie werden 
(oft unter Voraussetzung der Form der Reihenglieder) in der Differential- 
gleichung erst sehr spät angestellt oder gar in die Integralrechnung ver- 
schoben, so dass mittelst anderer künstlicher Verfahrungsarten die Fälle 
bereits erledigt sind, auf welche sich die, mit Berücksichtigung des Rest- 
ausdruckes streng gerechtfertigte Anwendung der Reihe am fruchtbarsten 
erwiesen hätte. 

Die folgende Entwickelungsmethode scheint den oben bezeichneten 
Anforderungen genauer zu entsprechen, in dem sie auf kurzem, sich gleich- 
sam von selbst anbietendem Wege die Reihe und zugleich den Rest liefert, 
dabei aber nur der folgenden, unmittelbar aus der Definition des Differen- 
tialquotienten hervorgehenden Corollarien sich bedient. Nämlich: 

A. Eine Funktion ist mit zunehmenden Veränderlichen selbst im 
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Wachsen oder im Abnehmen begriffen, jenachdem ihr erster Differential- 
quotient an sich positiv oder negativ ist. 

B. Der Differentialquotient f” (x) kann innerhalb des Intervalls 
zweier Werthe x und «+y der Veränderlichen nicht endlich und stetig 
bleiben, wenn dies nicht bei den vorhergehenden IE A 
frrY) fr le) een file); f (e),deniHall ist; 

©. Die A 

ofle+y)__Ofla ty) 
x rd 
findet immer statt, wenn man voraussetzt, es bleibe f(x + y) für alle zwi- 
schen x und z + y liegenden Werthe des Arguments endlich und stetig. 


Re 


Die verlangte, bis zur n—1'°" Potenz des Zuwachses y der Veränderlichen 
x fortschreitenden Entwickelung der Funktion f(x + y) sei: 
fe+W=Lt+Kyt+KyH+.. + Loy + U, 
wo X, A. Aa, ... Än.ı näher zu bestimmende Funktionen der einzigen 
Veränderlichen x, und U, der ebenfalls näher anzugebende sogenannte 
Restausdruck der Reihe, eine Funktion von z und y bedeutet. 
Vorausgesetzt es bleibe f(« +y von y=0 bis y=y endlich und 
stetig, erhält man durch partielles Differentiiren nach z und y die Gleich- 
ung: | r 


' ;# , K oU 
X, an.) a, RE rt N ee N 


Zi 1 ke ya a +a-yy ln, 
” Dieser Gleichung geschieht identisch Genüge, wenn man A Es I 
A„-ı, U dergestalt verfügt, dass: 
VE FEN nr Re) 
und 
U, 
2) y” Kat, as 
Zunächst ist klar, dass 1) und 2) im Ganzen nur n-Bedingungen zwi- 
schen den zn + 1 zu bestimmenden Grössen ausdrücken, und erst die wei- 
tere Bedingung, dass,U für y= 0 verschwinde, zur vollständigen Bestim- 
mung jener Grössen führen werde. In der That erhält man von dem: 


X=/(e), u =f (e), = —f” [2 Kun —— — frile) 
.(n—1) 
1 
Be DR RT N 
al .(n—1) - 
Dies vorausgesetzt, a nun ir Gleichung 2) in die folgende über: 
n—1 
> At Aa pm 99 oU 0oU 


IB) dx 5m’ 
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oder, wenn man, um abzukürzen: 
y” 
U= —— .u 
1.2.20 
setzt, und bemerkt, dass: 
oU y” id yarı yr ou 
mm ———, —:ı 0 —20y = rn 
ae er eeteene2riurlme1) ae 
so ergiebt sich, wie leicht zu sehen, die Gleichung: 
vreoH 0 2) 
u— fd (x nn ce a 
ae uNdy dx 
Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung würde unmittel- 
bar zu der bekannten Integralform des Restes führen. Man kann aber die 


—— 


Frage nach vu von einem ganz verschiedenen Gesichtspunkte aus betrach- 
ten, indem man zwei Wertlie von x zu ermittelten sucht, zwischen welchen 
der Ausdruck: 
Ben a Dei a 
Fu) =u— f®(z) + E z = 
wenigstens einmal das Zeichen ändert, zwischen welchen also ein Wertlı 
von u liegen muss, wofür F (u) = 0 ist. 


2, 


In der soeben angeführten Gleichung setze ich für v einmal: 
u => 2 (2), 


so folgt: 
F(u)=— 2 fe+2(a) 
und dann: 
uU — f®) € + Y); 
so folgt: 


FW)=fM&@ +9) — f"(e). 

In Hinsicht der Zeichen dieser beiden Werthe von F(u) sind nun zwei, 
Fälle zu unterscheiden: es können nämlich die Ausdrücke 

"+ (2) und f"(2+Y) — f""(@) 
entweder gleiche oder entgegengesetzte Zeichen haben. 

Sind, im erstern Falle, die Zeichen jener Ausdrücke gleich, so sind 
die Zeichen von F(u,) und F(w,) einander entgegengesetzt: Wenn man 
daher die Annahme macht, es bleibe F®(x) von dem Werthe z bis zu je- 
nem 2+y der Veränderlichen endlich und stetig, so muss es nothwen- 
dig zwischen u, = f(x) und == f®)(z + y) einen Werth von u, und so- 
fort von z einer entsprechenden zwischen z und 2 + y geben, wofür F (u) 
verschwindet. 

Hiernach kann man den Werth einer zwischen O0 und +1 liegenden 


Zahl % so bestimmen, dass 
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u=F®W)(z+ky) und F(u) =0. 

wird. 
Sind, im zweiten Falle, die Zeichen der Ausdrücke: 

fe+D (2) und la +) la) 
einander entgegengesetzt, so muss f*+1) (z) zwischen den Werthen z und 
x + y der Veränderlichen wenigstens Einmal sein Zeichen wechseln, folg- 
lich /®(z) innerhalb jenes Intervalls wenigstens Einmal vom Wachsen in’s 
Abnehmen oder umgekehrt übergehen. (Satz A.) 


3. 


Dies vorausgesetzt, seien nun &,, 2,,... die zwischen x und @+y 
liegenden Werthe der Veränderlichen, für welche f*+V (x) = 0 wird, und 
zwar sel: 

EUREN 
Setzt man nun für u den Werth: 
uf) (ao), 
so folgt: 
FW) =") — fe), 
weil z, eine von x und y ganz unabhängige, constante Grösse ist. Da 
ausserdem &, der kleinste der auf x folgenden Werthe ist, wofür fr +1) (x) 
verschwindet, so haben nothwendig: 
fr+D (2) und (la) - fa) F (u) 
gleiche Zeichen. Der Voraussetzung nach sind aber die Zeichen von 
[e+0 (a) und fe + y) — fa) = F (u) 
einander entgegengesetzt: folglich müssen 
F(w,) und F(w,) 
entgegengesetzte Zeichen haben. Es muss also zwischen 
w=f" (x) und w—=f”(2 + Y) 
ein Werth von u, und sofort zwischen &, und & + y ein entsprechender 
Werth von z liegen, wofür F (u) =0 wird. Liegt aber dieser Werth zwi- 
schen x, und & + y, so ist es nicht minder gewiss, dass er auch in dem er- 
weiterten Intervall von & bis © + y enthalten ist, dass man ihn also wieder 
durch © + xy darstellen, und sofort 
u—=f" (+ xy) 
wie im vorigen Artikel setzen kann. Hierdurch sind die beiden früher un- 
terschiedenen Fälle erörtert und auf dasselbe Resultat zurückgeführt. Ohne 
die ausdrücklich gemachte Voraussetzung, dass /(x)..(8. C.).. und f® (=) 
innerhalb des Intervalls von x bis x + y der Veränderlichen stets endlich 
und stetig bleiben, wären die vorangehenden Betrachtungen durchaus nicht 
statthaft. Jene Voraussetzung aber fände (S. B.) nicht statt, wenn nicht 
auch fr U (x), fr9, ....f (x), f(x) innerhalb des bezeichneten Intervalls 
endlich und stetig bleiben würden. 
Fasst man Alles zusammen, so ergibt sich der Satz: 
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Wenn (a), f(&),...f®9(a) für alle zwischen z undx-+y 
liegenden Werthe der Veränderlichen endlich und stetig 
bleiben, und wenn x einen zwischen 0 und +1 liegenden 
Bruch von der Beschaffenheit bezeichnet, dass u=/f") (c-+xy) 
sesetzt, der Gleichung: 


u— f(x) + 


Genüge leistet, so ist: 





ns 


n 


0y 0& 


fk+yv)=fle) +yf(@) + — Ne u Fb = ea ke) 





ER ia) 
a @tay) 


Gratz, am 8. März 1859. Professor Dr. A. WINcKLERr, 


XX. Ueber eine Umgestaltung der Amp£re’schen Formel. Von Gustav 
RocH, Schüler des polytechnischen Institutes zu Dresden. Die Verein- 
fachungen, welche die Dynamik, sowie die Lehre von der Anziehung da- 
durch erleiden, dass man die wirksamen Oomponenten X, Y, Z als Differen- 
tialquotienten einer Funktion (des Potentiales) betrachtet, machen es wün- 
schenswerth, auch in die Lehre vom Elektromagnetismus eine ähnliche 
Kräftefunktion einzuführen. Die Bestimmung derselben für die Wirkung 
von elektrischen Strömen ist der Zweck dieser Arbeit. 

Die Ampere’schen Formeln für die Wirkung zweier Stromelemente 
geben die Werthe der drei Componenten X, Y, Z der Wirkung und durch 
Integration einer totalen Differentialgleichung mit drei unabhängig Variab- 
len kann aus ihnen die Potentialfunktion Y bestimmt werden. Im Allge- 
meinen aber existirt keine Lösung einer solehen Gleichung und diess ist 
auch der Fall für die Wirkung zweier Stromelemente. Es soll aber ge- 
zeigt werden, dass eine solche Funktion existirt für die Wirkung geschlos- 
sener Curven und es ist dies, streng genommen, auch der einzig mögliche 
Fall. . 

Als Grundlage für die folgende Rechnung diente der für viele beson- 
ders auf krummlinige Stromleiter bezügliche Entwicklungen sehr bequeme 
Ausdruck der gegenseitigen Anziehung zweier Stromelemente. 

0 (r 2) 
08, 


ds. 
Os a 


Es seien x, y, z und &,, Yı, 2; die Coordinaten des wirksamen und des 
affieirten Elementes. Dann sind die Componenten A, F, Z 
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1) Ati ds,.r 7! 


wenn 
ee 
Man hat nun: 
rl) drl) _OFC) HL) drdr _dfl) dpl) 
ae 20% or dr Dady 4 DET 


Diese Formel darf aber nicht sofort in 1) angewendet werden, da 








0 
r 42 noch andre von x, und s abhängige Grössen ausser r enthält. Es 
1 
ist @ (r) aber gleich r. Man muss daher schreiben: 
Or an)dr _Bef dr | DrfOn 
dx. 0y  Beidy Dry 
ofln,a,y)Oör__0,for |, &,for 


ne en 


day dm Oydz' dyox 








und hierin ist: 





und mithin allgemein: 
flo Or_dflnay)dr defOr _dyfor 


IE oYy oy 0x da0y Oyde 
Hiernach ist: 
or 
1 
Rn o(r- 1) 5r 
‘=iiüds EEE 
or vn 
ch 
2. (r oe du, (r7 "os, Drau 
5 Os or, 0% Ös 


In den letzten beiden Differentialquotienten ist r als constant anzu- 
sehen. Man kann sie daher schreiben: 


or 
= as 4 Ds, Oo musik ? (ru)? r 
SE re ee u Zr ee 


zT 08 de BEN 
or 
a age 
ld ee 
aa dd DEAL 


Es ist aber „ unabhängig von r. Man darf daher in den letzten 


beiden Differentialquotienten auch r als veränderlich ansehen, und hat so 
nicht mehr partielle Biflerentialanptionten von der vorigen störenden Be- 
schaffenheit. Es ist: 
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ee ee 
— 1 — 
NT "as/Or e 08 os, p 


X—iiüdsd ee en 2 3 
a ur x, 08 08 DENE LIEB x ei 


Die Glieder in der geschlungenen Klammer können noch weier ch. 





cirt werden zu 


or 1 or 
drdr ae (108 _ (r Nr 


Be or 10x 05.08 x 





05,08 Os 
Diesen Ausdruck konnte man auch sehr bald aus: 
3 cos © cos O° — cos € 


or 


Ss 


erhalten. Die Grösse 


ist unabhängig von x,, so dass man X schreiben kann: 


1 or 
2: ber a) 





as 0sda, da, lıw8 88 | 
Der zweite Theil der Klammer ist nunmehr ein Differentialquotient 
nach &,. Den ersten kann man schreiben: 


. > 
„or .G) | 


as ds om 


1oror or (r22 
+2 ©) ol) on i =)| 


1 N TH VEN ENTEARLSR 
O8 10. os 03 | 





—— 1 
2 


2 


2 


0%, r 
Man überzeugt sich, da 
Ar ER 
DE TRNDE + etc. 
or _0 or0xı eg 
os; 5 die, ös i 
leicht, dass 
Or 
fr 5) d& 
@2, > Dypgi os! 
und 
or 
(r = oz, 
Tr, 


so dass der erste T'heil von X zu 


a en) Pe at 
ı Sun 25, Als R riog, 1 OR: 
ar er Brcnatr HR A 
wird. 
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Es ist daher: 
1 
ot 
OA5 VOonBE 15.0 = Ar OR 
ee — — — r — —— — — — [ii dsds.. 
On ei roös\ os, 05, 08 0sos; 
Ebenso ist ein Ausdruck für Y zu entwickeln und für Z. Man sieht, dass 


eine Potentialfunktion nur existirt, wenn man eine Funktion auffinden kann, 


ee 


deren Differentialquotient nach &, der Ausdruck: 
F L 

02, r da r 

os ds 9sods 
ist, und wenn ähnlich die nach y und z geformt sind. Dann aber müsste, da: 

0? V eV 

2.0y ay.o® Di 

ist, auch sein 


\/ 28 pe 
ER Ks ea LESEN 3 A ee 
RE 0s 05/) __ 05, 08 08508, 


oyı vr EEE 
Man überzeugt sich leicht, dass dies nicht der Fall ist und es existirt 
demnach keine Potentialfunktion für die Wirkung zweier Stromelemente. 
Integrirt man den obigen Werth für X aber nach s und s, innerhalb zweier 
geschlossenen Curven, so fallen die Glieder 
1 
0— 92 — 
om OT 


0s,0s IT aDE os 


etc. 


weg, und es entsteht: 


Ss Ss 
Br 9 1, 10r0r v2 dsds 
Zu A ol ir 9059  0s = 
06 | 


X die Componente der Wirkung zweier geschlossener Curven. 

Die Bildung des Differentialquotienten nach x, aber wurde in einer 
Weise vorgenommen, die eine Aenderung der Schreibweise erlaubt. Denkt 
man sich innerhalb der geschlossenen Curven zwei feste Punkte x, y, z und 
%, Yı, 2, und misst von da ab die Coordinaten der Peripheriepunkte zu 
5,n,5, und 8,91, &, so wird: 

"=|[(c +5 — (+5) + etc. 
und man darf die nach den früheren &,, y,, zı genommenen Differential- 
quotienten identificiren mit den nach den jetzigen genommenen. Dann darf 
man auch die Differentiation nach der Integration ausführen und es wird: 


el oro a) 
r 1 
ll Se ds.ds,, 


ARMANI NIINRNRNDT v 
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Die Potentialfunktion V aber ist daher: 
4 2 dr" 
s | 0 (7 u) 
10r0ı 1 Ös 
2 zahf l_ — — __ : 
5 ern: ar: 
00 
3) er 08 AHGH 
Wa en RER 
Diese Form für Y kann aber bedeutend vereinfacht werden 
Man hat: 
or or 
SI 
1 N, Se n (2) 
rösos ruös es 
und durch die oe) fällt der letzte Theil weg, so dass entsteht 
sÄ ( 
a) or 
Fr [E EUR, wobei —r; — —=[x + E— (2, +8, je etc. 
N 
4) 


ven 
or 


s1 8 s 
5 db dE+dmdntdtat 
Ey Aeshemen Fendt 
0 0 


Dieser Werth genügt der Bedingung 


Oz 7 


Derselbe lässt sich noch era, vereinfachen, wenn &,n, &und $, 


n1, & Immer sehr klein sind. gegen r. 


1 
Man kann dann = nach Potenzen 


derselben entwickeln, wenn man die Entfernung der Punkte, von denen aus 


&,n, & 5 N, $ı gemessen werden, a 


Sr 
er 


1 
2 


mtr, 


5 


+ PELES + 


+7 = 





Oyöoa, 
1 


5 


a 
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15 + 


St 


07 
e r 
EAIZERNIGg: 


N 


Sie sei r’, so ist: 


0 
taz 
0 
HE öz, &, 
el zei 
a a 
ge 
N »Z 
+ ——nt 
ya, ayoz, m 
ud Pr 
73 
etz gr 
= 
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Die sieben ersten Glieder fallen in dem Ausdrucke 4) weg. Setzt man 


/ $ $ | Ss 
fnat=«; fra:=B; Sean=r 
) 0 : 0 


nun: 


5) S S 5 | 
fa au; fü 14 =B; fSan=n, 
“o V v0 
l- 1 
DE 
ß r r r 
6) re 
so wird: ; 
og 04 =) 
At Be 04 0 q EN 
7) ve riin(+l4r 


Ich habe diese Formeln zunächst auf die Ampere’sche Theorie des 
Magnetismus angewendet und besonders die Wirkung der dem affıcirten 
Molekül sehr nahen Theilchen bestimmt. 


XXI. Ueber die Bewegung eines schweren Punktes auf einer ver- 
tical stehenden Plancurve. Beim Unterrichte in der analytischen Mecha- 
nik kann man folgende nicht übele Aufgabe benutzen, die ich in keinem 
der mir bekannten Lehrbücher finde: 

Auf die Aussenseite einer gegebenen, vertical gestellten Plan- 
curve ist ein schwerer Punkt aufgelegt ohne Mittheilung einer 
Anfangsgeschwindigkeit; an welcher Stelle wird er, längs der 
Curve herabfallend, die letztere verlassen? (Fig. 4, Taf. III.) 

Die Achse 0 Z sei im Sinne der Schwere genommen, P, die Anfangs- 
lage des beweglichen Punktes und die zugehörige Abseisse ON = z,, fer- 
ner für eine andere Lage P die Abseisse ON=z, NP=y==f(z) und der 


a d 
Tangentenwinkel SP T== r mithin tan ı = = —=y. Von dem beweglichen 
| z 


Punkte, dessen Masse = 1, dessen Gewicht daher =g9== PS sein möge, 
erleidet die Curve in ? den normalen Druck 
9Y 

vı+y? 

jedoch nur dann, wenn LS PT<<90° also y’ positiv ist, weil im Gegenfalle 
der bewegliche Punkt ohnehin'nicht mehr auf der Curve wäre; da unter 
dieser Voraussetzung sin ı gleichfalls positiv ist, so hat man in der obigen 
Formel die Wurzel mit dem positiven Zeichen zu nehmen. Andererseits 


PU=gs17—— 
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wirkt die Oentrifugalkraft dem Drucke entgegen; sie ist, wenn » die Ge- 
schwindigkeit und o den Krümmungshalbmesser in ? bezeichnet, 


ea m 
o vı+y”?) 
y 


Die genannte Gegenwirkung findet übrigens nur in dem Falle statt, 
wo die Curve ihre concave Seite nach der Richtung negativer y hinkehrt, 
d. h. wenn y’ negativ ist; man muss daher, um den absoluten Betrag von 
PYV zu erhalten, der Wurzel das negative Vorzeichen geben. Die gesuchte 
Stelle findet sich nun dort, wo PU= PV wird, bestimmt sich also durch 
die Gleichung 


yyv _ 29g@—z)y WM 
yıty® Var 
oder: 
1) y(ity’) +2y:(2—2)=0; 


nach Substitution der Werthe „"==f’ (z) und y’=f” (z) ist hierin nur die 
eine Unbekannte z enthalten. 

Bei der Parabel überwiegt die Normalcomponente der Schwere im- 
mer die Centrifugalkraft, wenn die Parabelachse vertical steht; dagegen 
wird die Aufgabe möglich, wenn man die Parabelachse AC horizontal legt 
(Fig. 5, Taf. III). Nehmen wir den Ausgangspunkt ?, zum Ooordinaten- 
anfang und setzen OB==b, OC==c, und nennen «a den Halbparameter, so 
haben wir als Gleichung der Curve 


(e— 2)? 


= — 
9 2.4, 


‚ Ho, 


mithin nach No. 1) 
(le —)+le— DZ —2az—V0 


”, 


oder für e— z=u 
Wt3au—2 det. 
Diese Gleichung ist mittelst der Cardan’schen Formel auflösbar; man 


erhält: 


ya Veyaetet)-Veyere—e) 

Da ein negatives z eine Unmöglichkeit anzeigen würde, so muss noch 
untersucht werden, ob z positiv ausfällt. Es ist nun ohne Weiteres klar, 
dass der Ausdruck +3 a u— 2a?e mit u gleichzeitig wächst und über- 
haupt nur für einen einzigen positiven Werth von u verschwinden kann; 
für u=0 wird er negativ, für ve positiv, mithin liegt die gesuchte 
"Wurzel zwischen 0 und ec, folglich ist auch z zwischen 0 und e enthalten. 

Als zweites Beispiel diene eine Ellipse, deren grosse Achse vertical 
steht (Fig. 6, Taf. III); es ist dann, wenn der obere Scheitel zum Coordi- 
natenanfang genommen, AC==a und BC=b gesetzt wird, 


20 * 
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ber ala a 
ee Vlaz — 2 


und nach No. 1) 


de D% 


(a — z) [« Te (a — 3] — 2 a? (z — 2,) =0. 


Die Gleichung vereinfacht sich mittelst der Substitutionen 





2 2 
kin: Va—b__ 
Be en U) >: 
a 
und wird 
Reg 2 2 > 
3) ein; 
setzt man weiter 


=“ 
SQ 
nr 
Q 
ws 
© 





c—=—. ee 


nm 
an 


so wird noch besser 
8 —3E+28,=0. 

Die einfache trigonometrische Lösung hiervon besteht in den beiden 

Formeln 
sing =&, $==2sinyp, 
und dies kann mit Hülfe der Trisection des Winkels construirt werden. 
Zieht man nämlich vom Brennpunkte 7 nach P, und ? die Leitstrahlen r, 
und r, so ist 
An En, a — 


72 
Mel, = 
a ü a 





mithin nach dem Vorigen 


N 





4) sing = ‚„ r=a—2asinip. 


a 

Dem entsprechend schneidet man auf B F die Strecke #0,=FP, ab, 
beschreibt aus B mit Radius 30, einen Kreis und legt an diesen eine hori- 
zontale Tangente, welche den um die Ellipse beschriebenen Kreis 4D in 
- R schneidet; von dem Bogen DR bestimmt man den dritten Theil DS, zieht 
ST-+CD und nimmt B0=2ST, dann ist der Rest FQ der Leitstrahl des 
gesuchten Punktes P. 


| nn 
Diese Construction wird elementar, wenn p einen der Werthe 7 

7 B n ur 

— etc. erhält; für, —=a-— — ist z.B. 

16 V2 


Yet, r=a— 2a sin 15% 
doch setzt der für r, angenommene Werth voraus, dass a mehr als b Y3 
beträgt. | 
Giebt man der Ellipse die umgekehrte Lage, indem man die kleine 
Achse vertical stellt, so kommt man auf eine ähnliche ceubische Gleichung 


wie vorhin; doch lässt sich diese nur mittelst der Cardan’schen Formel auf- 
lösen. 
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Beim Kreise ist 5=a, e==0, mithin nach No. 3) 

z=%%: 

Dieser Werth hängt vom Radius a nicht ab; hat man also für mehrere 
concentrische Kreise dasselbe x,, so gilt auch für alle jene Kreise das- 
selbe x. 

Für eine Hyperbel mit verticaler Hauptachse erhält man eine 
Gleichung, die äusserlich mit No. 3) übereinstimmt, worin aber 

Pipe rt b? 
7 a 
ist. Da diese Gleichung keine positive Wurzel besitzt, so bleibt der be- 
wegliche Punkt immer auf der Curve, wie leicht vorauszusehen war. Bei 
einer gleichseitigen Hyperbel (Fig. 7, Taf. III), deren eine Asymptote BD 
vertical steht, sei € der Anfangspunkt der Bewegung, OU N//BD die 
z- Achse, OB=b, 0 C==c; die Gleichung der Curve lautet dann 
be==(b--y)z oder = (1 -) 
und hieraus ergiebt sich nach No. 1) 
RR +4c?—3:'T—=0 
oder einfacher 
& +4 —3a=0, 
wobei 


gesetzt worden ist. 
Legt man die Basis einer Cycloide horizontal und nimmt den da- 
rüber befindlichen Scheitel zum Coordinatenanfang, so hat man als Diffe- 


y ge 
worin a den Halbmesser des like Kreises bedeutet. Die Gleichung 
1) liefert-sehr einfach 


rentialgleichung der Ourve 


20—z 


z=a+ftz 
Für die Kettenlinie, deren Gleichung ist 
Y BET 
< zt VY—c 
— 2 (ee te *) oder y= ee reet), 
ergiebt sich 
z=223 
wie beim Kreise ist dieser Werth unabhängig von dem Parameter der Curve. 
SCHLÖMILCH. 
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XXII Allgemeinste Auflösung der Gleichung «’+ y’==? in relativen 
Primzahlen. Von R. Horrr in Berlin. Die Gleichung lässt sich zerle- 
gen in 

py=F, p=aty, 4=lety)(e—2y) Hay, 

woraus erhellt, dass p und g keinen Factor gemein haben können ausser 3. 
Demnach ist entweder 

pizza A Den 
oder 

Pp-— 3 wer are 
Erster Fall. Da hier 
4% —= (22 — y)+ 3y 
oder Ri 
37 —= Rv—2x2xH+y)2v +22 — y) 
ist, so giebt es stets zwei relative Primzahlen y, 6, welche die. Gleichung 
erfüllen : 
»@v— 2x H+y)=30y, dv +22 — y)=yy, 

woraus nach Elimination von ® 

ydamly—$)(yH+ 30) y. 

Die Ooefficienten von & und y können keinen Factor gemein haben 
ausser 3 und 4, nämlich 3, wenn er in y steckt; 4, wenn y und Öö ungerade 
‘sind. Daher hat man 

1) ex—=(y—6) (y+309),,,.2y=4yd, €==1,3,4, 12, 
woraus hervorgeht 

eu? —y°+6y06 — 30%. 

Hat nun y, mithin auch e den Factor 3, so ist y?+ 676 theilbar durch 

9, folglich 


€ 
6? zu >. 
das ist die Summe zweier Quadrate, theilf@r durch 3. Das ist unmöglich, 


weil d nicht durch 3 theilbar ist. So behält & nur die Werthe 1 und 4, und 
man hat u 
”+6y96-—30°’=u/’ 
. oder 
3 y—-NV=m—y)u+)). 
daher erfüllen zwei relative Primzahlen &@ und ß die Gleichungen 
3sPpp=au —Y), er — )=Pluwty) 
woraus nach Elimination von x, erhalten wird 
22 (a — P)y= (a +3ß?) . 

Die Coeffieienten von y und ö können keinen Factor gemein haben als 

3 und Potenzen von 2. Man hat 
meet -+3Bt, DE me ka Pt Der 

Führt man diese Werthe in die Gleichungen 1) ein, so ergiebt sich nach 
leichten Reductionen 
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a (at Ba + 8)" 
y=4(a—B)[(e+ + (a B). 
Setzt man @+Pß=a, e—Pß==b, so werden a und b alle Zahlen durch- 
laufen, die zugleich gerade oder zugleich ungerade sind. In den geraden 
Systemen sind aber alle Systeme enthalten, multiplieirt mit 2. Ohne 
Einschränknng ist daher 
90 —= ala — 80), Hym=ab(a+b?), 912%. oder =9. 2", 
Ist hier a gerade und man substituirt 
2b2— ar y.a@für a)d, a, Y, 
so erhält man nach Division durch 4 dieselben Ausdrücke wieder. Man 
kann demnach «a auf ungerade Werthe beschränken, ohne Systeme der x, y 
einzubüssen. Unter dieser Annahme behält 9 noch die Werthe 9 und 1, 
welche offenbar eintreten, jenachdem «+5 den Theiler 3 hat oder nicht. 
Zweiter Fall. Habenp und g den Factor 3, so ist | 
12” = (22 — y)’ + 3y, 
Fe — y’=3 —y)(2v+yY), 
rar )=3sfo+ty), dA —y)er&—y), 
2(? — 38%) =(P?+6y8— 38°) y. 
Theiler ist 4, wenn y und Öö ungerade sind; 3, wenn es in y steckt, daher 
ex —y+6yö— 30°, 2y=2(y—- 35%), el, 8,4, 12, 
woraus 
eu P 2906 — 30° au oder —= u, 
jenachdem y und e den Factor 3 haben oder nicht. Ist 3 nicht Thheiler, so 


kommt 
w—=(y—6)(y+3B), 
ey —d)—=Pu, Ply+3d)=eu, 
*(y—6)=P?(y+39), 
(2 — 8) y— (u + 38%) 8, 
ya +3P, Io? — PP, 
ec +6ß?—3PBt,-ey—=3ß! Hbf? — at. 
Ist 3 der T'heiler, so setze man 3y für y, dann erhält man dasselbe, nur 
mit Vertauschung von & und y. In den zwei letzten Gleichungen ist 3 
Theiler, wenn es in « steckt; 4, wenn « und ß ungerade sind. Da aber 
Euer y)—12ctß?, 
so kann & nicht den Factor 3 haben, da es den Factor 9 nicht hat, folglich 
behält der Coefficient von x und y nur die Werthe 1 und 4. 
Alle Auflösungen sind demnach in folgenden enthalten: 
Il. x —=a(® — 80), Hy—ab( +0), za +0’ — 80°, 
wo a ungerade, und $==3 oder —1 ist, jenachdem 3 Theiler von «+ b 
ist oder nicht. 
I. Pa—a! +6? —3bi, Py—3bt'+6al?—a, yPz—bab (at + 3b‘), 
wo a nicht theilbar durch 3, und „== 2 oder —=1 ist, jenachdem «a und b 


beide ungerade sind oder nicht. 
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XXIII. Das pythagoräische Dreieck. Im Octoberhefte 1858 der Nou- 
velles annales de mathematiques (T. XVII, p. 395) löste H.Ge&rono die Auf- 
gabe, ein Dreieck zu finden, dessen drei Seiten und Flächeninhalt eine 
arithmetische Reihe von der Differenz 1 bilden, dahin, dass nur das so- 
genannte pythagoräische Dreieck von den den Seiten 3, 4, 5 und dem 
Flächeninhalte 6 dieser Bedingung genüge. Im Januarheft 1859 derselben 
Zeitschrift (T. X VIII, p. 44) bemerkte H. Lebesgue, dieses Dreieck sei 
überhaupt das einzige inganzen und rationalen Zahlen, welches der 
Bedingung genüge, für die drei Seiten und den Flächeninhalt eine arith- 
metische Reihe mit irgend einer Differenz herzustellen. Wir wollen 
dies auf andere Weise zeigen. 

Es sei zunächst das Dreieck ABC (dessen Flächeninhalt 4) ein ganz 
beliebiges. Wie gewöhnlich bezeichnen a, b, ce die den Eckpunkten A, B, € 
gegenüberliegenden Seiten, oe den Halbmesser des eingeschriebenen Krei- 
ses und die Stücke, welche auf den Seiten zwischen den Berührungspunk- 
ten mit jenem Kreise und den Eckpunkten liegen, mögen durch die den zu- 
nächst liegenden Ecken entsprechenden griechischen Buchstaben «, ß, y 
benannt werden, so dass also 

a=ß+y b=aty, c=a+ß. 
Nun ist bekanntlich . 


A 
1) d=4letbreo)btre—e.47; 
wie auf die verschiedensten Weisen abgeleitet werden kann. 
Ferner ist 


a+c—25b=2ß—(e +7) 


4 
und wegen "= cotg — u.s. w. folgt daraus 
E 2 
— 2b B A C 
2) nn ==2colg 5 (cotg > + cotg -) 
| —25 
Ist daher b das arithmetische Mittel zwischen «a und c, d.h. ist a —1) 


B A C e B 
so muss auch 2 coig Shar cotg 2 + cotg E47 0 sein, es muss colg Zi das 


: e z ; A UM 
arithmetische Mittel zwischen cotg > und cotg z sein, oder 
bilden die Dreiecksseiten a, b, c eine arithmetische Reihe, so muss 
A B C 
dasselbe auch für cotg 2, colg = cotg Fr der Fall sein. 


Um die Differenz dieser letzteren Progression anzugeben, kann man 
füglich folgenden Weg einschlagen. Es si a = x —d, b=x, c=x+d, 
dann ist 

sin A 


ee 
sin B 





d sin C ; d 
& ; | 


rn 
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also 
sinA+ snC—=2sinB=2sin(4+C) 
und daraus 
3) rar BRIAN. un 
sin A sinC 
Nun ergiebt sich augenblicklich 


nz) + las) ler) rel) 

ıNn—— IE 

Iced; 2 ng “ : 
sind. ist 


=—=3— —Lcot 
4 A 2 30T 
2sın —.C0OS — 


2 2 
und so nimmt die Gleichung 3) die neue Gestalt an 
A © Ad C 
3 119 e + tg - --4 leotg ee + cotg - > 
d C 
cotg 5 + Our — 


Ba ee 





Pi. 1 f a C 
A C == 005 En 
an 
mithin 


A 

Calg -— IWW =: 

9 2 >u 2 

Aber in jedem Dreiecke ist 


lg = + ealg 
B ARE Da 
ed 3 Zn 


27 











A eu 1 


B 4 A 
cotg rare 3uz° 


Die drei Winkel sind demnach auf den Winkel 4 zurückgeführt und der 
oben ausgesprochene Satz lässt sich bestimmter so fassen: 


Seien a= x —d, b=ax,c=x-+.d die drei Seiten eines Dreiecks, 
so folgen dessen Winkel dem Gesetze, dass auch die Cotangenten 
ihrer Hälften in arithmetischer Progression stehen, indem cofig — 
B A A C A 
An 5 Cd = =3009 2 +347; ER ist 


5 Ist. 
Für dieses en. Dreieck folgt aus 1) auch eine einfachere For- 
mel für den Flächeninhalt, nämlich 


4) 


A 
4=ge(le t2d)g 


Dieses Dreieck ist in so weit noch allgemein, als für « und d jeder positive 


Werth gesetzt werden darf, welcher nur der Bedingung © > 2d entspricht 
indem «+b>c sein muss 


Der Winkel 4 hingegen hängt selbst von a 
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1 a 





und d nach der bekannten Formel ab, welche die Winkel des Dreiecks aus 
den drei Seiten finden lehrt und welche hier die Gestalt besitzt: 


> IV 2—2d 
AyTT 3 (2 +20) 


Es liegt nun nahe, noch eine dieser zwei wenigstens bedingungsweise 
willkürlichen Grössen x, d dadurch zu bestimmen, dass eine Eigenschaft 
des Dreiecks hinzutrete, welche bei einem Dreiecke von arithmetisch fort- 
schreitenden Seiten wirklich stattfindet. Bei dem pythagoräischen Drei-. 
ecke setzt die Maasszahl des Flächeninhaltes die arithmetische Reihe der 
Seiten fort. Soll also in unserer Bezeichnung 4—=x + 2d sein, so folgt 
durch Substitution dieses Werthes in 4), dass 


; d 4 
, 2.7, 0% 
sein muss, und dieser Werth in Verbindung mit 5) liefert die Grösse 
32° — 16 x 
er 
622 + 32 


Ein solches Dreieck, dessen Seiten und Flächeninhalt in arithmetischer 
Reihe folgen „entsteht daher durch die Annahme 


30° + 48% ir VERFIRE 
6) U Eon eG) b = x, Biss TEE EEE 
62° + 32 | 62° 32 
In der "That folgt aus diesen Seiten der Flächeninhalt 
a 6«° 
325-4 16 
und für die Winkel folgen die Werthe: 
A FBE B 3X 2 C 4 
— = —, og PR 
u: ne 95 Eee 95 a 


welche den früher angegebenen Zusammenhängen gehorchen. 


Die Werthe 6) sind aber keiner weiteren Bedingung unterworfen, als 


a? — 16x ie 
dass die Differenz d positiv sei, d.h. a E oder 3 > +28 also etwa 
u, 
225 291 __ 162 





2. D.. 2 — 3 giebt, a = >——,.b5- 3, e==.——, 
86 86 ER N 

Ganz anders verhält es sich, wenn man die Bedingung hinzugefügt 
wissen will, dass a, b, c, 4 nicht blos rationale, sondern auch ganze Zah- 
len seien. Dann muss ausser x auch d eine ganze Zahl sein; d.h. 
320° — 16% 
62°” + 32 
muss in ganzen Zahlen aufgelöst werden. 


ds 


Aus dieser Gleichung folgt aber 
2 
«alt Ta) RR 64d 


30° — 16 322 — 16 
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64d t 2 rn 
Es muss also 52° 7, elne, ganze Zahl sein, oder durch Substitution des 


Werthes von d, 
64% 

62° + 32 

muss eine ganze Zahl sein. Das ist nur dann möglich, wenn 
62° + 32 <648 . 

x < 10. 
Da wir ausserdem wissen, dass in ganzen Zahlen &=Z3 sein muss, so sind 
nur die Werthe <= 3 bis x == 10 zu probiren, und von diesen liefert nur 
2 4rdie Ganzen Wertbe 4 =—=3,.u.h==4; cs mi,.dm 6. 

Endlich ist das pythagoräische Dreieck das einzige rechtwinklige 


ö 5 1% 4 

von den verlangten Eigenschaften. Denn bei € — %° ist cotg RE v, 
| ä 
also x —=4. CANTOR. 


XXIV. Ueber eine Aufgabe aus der analytischen Mechanik. Diese 
schon bekannte Aufgabe lautet: Es wird eine Ourve von der Beschaffen- 
heit gesucht, dass die Zeit, welche ein materieller Punkt braucht, um den 
Bogen zu beschreiben, in einem constanten Verhältnisse % zu der Zeit stehe, 
die derselbe Punkt brauchen würde, um die entsprechende Sehne durch- 
zulaufen, vorausgesetzt, dass der Punkt 1) der Wirkung der Schwere, 2) der 
Wirkung einer Kraft unterworfen ist, welche von einem festen Punkte her- 
rührt und der Entfernung proportional ist (Fig. 8, Taf. IIND). 

Diese Aufgabe wurde successive von Saladini*), Fuss**), Ser- 
ret und Ossian Bonnet***) behandelt; allein es ist, so viel ich weiss, 
bis jetzt noch nicht bemerkt worden, dass man in beiden Fällen, nicht nur 
für k—=1, sondern auch für jedes k zu derselben Differentialgleichung 

1) k.(dg + otang ®.d®) — Ydg’-+ 040? 
gelangt, wenn eg, © die Polarcoordinaten der gesuchten Curve bezeichnen. 
Dies führt zu dem merkwürdigen Resultate, dass vorstehende Gleichung, 
wenigstens für diese beiden Fälle, unabhängig von der wirkenden Kraft 
sowohl, als auch von der Lage des Wirkungsmittelpunktes (centre d’action) 
ist, und mithin zu der Frage, ob diese Independenz nicht allgemein sei. 

Bezeichnen nun {,, % respeetive die Zeiten, welche der materielle 
Punkt braucht, um den Bogen und die ihm entsprechende Sehne durch- 


—— 
*) Memorie dell’ Instituto Nazionale Italiano. Bd.I, Th. II, S. 43. 1806. 


=#) Memoires de !’ Academie des sc. de St. Petersbourg 1324, Bd. IX, 8. 91. 
*##) Journal de Liowille, Bd. IX, S. 28, 116. 1844. 
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zulaufen; r und a die Entfernungen der Punkte M, 0 vom Wirkungs- 
mittelpunkte 4 (wenn O der Anfangspunkt der Bewegung ist), F(r) die wir- 
kende Kraft; setzt man F,(r)—= f’F(r) dr, so ergiebt sich 

Q 


S 





2) | = Ei I  < a pi ...2 (eo 
VayyEn—r,(a R/YVrO)—H() 

Es ist dabei zu bemerken, dass, wenn man zur Auffindung der Gleich- 
ung 1) zugleich e und © variiren lässt, (do) eine specielle Bedeutung hat. 
‚ Denkt man sich nämlich zwei unendlich nahe liegende Vectoren OM, ON, 
‚und auf ON die Strecke OM’ so abgeschnitten, dass derselbe materielle 
Punkt, unter der Wirkung der Kraft #(r), die Strecken OM, OM’ in glei- 
chen Zeiten zurücklegt, so ist das Stück M’'N = (do), und entspricht dem 
Zeitincremente dt,. Nun erhält man aus 2) die Werthe von ds und (de) 
als Function der Kraft F(r) und der Zeit: 

ds—=Y2YF(r)— F,(a).di, (d)=Y2YF(r)— F,(e).du, 
und durch Division x 

ds di, 
(de) di’ 

woraus die Kraft eliminirt worden und somit die fragliche Independenz der 
Gestalt der gesuchten Curve von der Kraft bewiesen ist. 

Zusatz. Aus der Vergleichung dieser letzten Gleichung mit 1) folgt 

(de)=de + 0d9.tan9= NM —=Nm+ mM, 
wenn Om = OM gemacht wird; daraus folgt aber 
mM’ —= gd09.tang 9, 


also 
LmM’M— = —- 0 —=SO0M,; 


und wenn man sich einen Kreis durch die Punkte O0, M’, M denkt, so er- 
giebt sich, dass OS die Berührende des Kreises bei O ist, dass also der 
Mittelpunkt desselben auf der Verbindungslinie von O mit dem Centrum A 
liegt. Nach der frühern Bestimmungsweise der Punkte M, M’ ist aber der 
geometrische Ort derselben nichts Anderes als die Synchrone (la courbe 
synchrone) aller bei OÖ zusammenlaufenden Geraden. Als End- 
resultat ergiebt sich also, dass diese letztere unabhängig von der wirken- 
den Kraft und der Lage des Wirkungsmittelpunktes, und zwar ein Kreis 
ist, dessen Mittelpunkt auf der Verbindungslinie O0 4 liegt, und dessen Halb- 
messer gleich der in dieser Richtung, unter den Umständen der jedesmali- 
gen Aufgabe, vom materiellen Punkte zurückgelegten Strecke ist, wie dies 
für die zwei einfacheren Fälle der Schwere und einer der Entfernung pro- 
portionalen Kraft direct bewiesen werden kann. . 
Leipzig. E. BAcALoGLo. 
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XXV. Zu der Quädratur der Epicycloide und der Hypocycloide. Von 
der Cyeloide ist folgender Satz bekannt (Schlömilch’s Compendium der 
höheren Analysis Cap. XIV, $. 64d): 

Die Scheiteltangente schliesst mit der Senkrechten, welche auf sie 
aus einem Endpunkte einer zu ihr parallelen Cycloiden-Sehne ge- 
fällt wird, ein Flächenstück ein, welches halb so gross ist als der 


zwischen der Scheiteltangente und jener Sehne liegende Abschnitt 
des Rollkreises. 


An Formeln für die Quadratur der Epieycloide und der Hypocyeloide 
fehlt es zwar nicht, aber keine, der mir bekannten wenigstens, bietet irgend 
eine Analogie zu dem obigen Satze dar, während doch zu vermuthen ist, 
dass ein allgemeinerer Satz von der Epieycloide giltig ist, welcher den- 
jenigen von der Oycloide als besonderen Fall in sich enthält. Die Ent- 
wickelung dieses allgemeineren Satzes bildet den Gegenstand der folgen- 
den Zeilen. 

Der Rollkreis. habe seinen Mittelpunkt in M,, wenn sich der beschrei- 
bende Punkt im Scheitel $, der Epieycloide als dem einen Endpunkt des- 
jenigen Rollkreisdurchmessers befindet, dessen anderer Endpunkt 7, auf 
den um den Mittelpunkt N beschriebenen Bahnkreis tritt. Der beschrei- 
bende Punkt habe die Epieycloide von S, bis P erzeugt, wenn der Mittel- 
punkt des Rollkreises die Lage M einnimmt und der Endpunkt T eines 
Durcehmessers ST auf den Bahnkreis tritt, so wird SM P den in der Folge 
mit © bezeichneten Rollungswinkel darstellen. Setzen wir ferner 

MT=a, NT=b, m, LT,NP=g, NP=r, 
so wird ZL ,NT=m®, und der doppelte Inhalt des Epieycloidenaus- 
p 


schnittes S, NP durch frag angegeben. Zum Zweck der Ausführung des 
0 
Integrals ziehen wir aus der Betrachtung des Dreiecks NM P die Gleich- 
ungen: 
1) r sin (9 —m®) == asin 6, 
| rcs(p—mO)=acos OO t+a+tb, 
differenziiren dieselben und erhalten: 


dr..sin(p—m®) + r cos (pP —mö®). (dp— md®) = acos0.dO, 

dr .cos (pP —m®) — r sin (g—m®). (dp —mdO) = —asin®.dO, 
durch Elimination von dr sodann: 

r (dp — md®) =a.cos Ip — (m+1) 0} .d® 
oder: | 
BamnoN mr’ -t ar.cos Ip — (m +1) 0}. 
do 
Die Gleichungen 1) aber wiederum geben: 
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= (+ b>’ + @®+2ala+b)cos® 
rcs[p — (m +1) 0]=a+t (a+b) cos 


somit, nach einigen Umwandlungen: 


» 


r 2 —«(m+ 1) ( + = (1 + cos ©) 


und der doppelte Inhalt des Epieycloiden- Ausschnitts $, N P: 


. 


3 l 
fr ne .d9O=«(m-+1) ( + S (9+sin®) = > (a+b) (2«+b) (®+sin®) 
0 ; 

Dieser Ausdruck kann zum Zweck der geometrischen Deutung in fol- 
sende Gestalt gebracht werden: 


2 2 | 
zear°.0-ZeatNo+z@a+b)einO taLa+b)sm® 


—(2a+b?.mOtala+b) sn — (2m+1).«a. (0 — sin O). 

Das erste Glied ist der doppelte Inhalt des Ausschnitts N $, 8 eines 
zum Bahnkreis concentrischen Kreises, das zweite Glied derjenige des 
Dreiecks NS P, und « (® — sin ©) derjenige des Abschnitts 8 P vom Roll-, 
kreis. Es bleibt also, wenn Gemeinschaftliches angenommen wird: 

Fläche 8, S P= (2m + 1). Abschnitt S P. 

In Worten, wenn bemerkt wird, dass $ P Tangente der Epieycloide 
2atb 
b 

det von der Fläche zwischen dem betreffenden Curven-Ast und dem sämmt- 
liche Aeste in ihren Scheiteln berührenden Kreise, und als Sehne ‚des Roll- 
kreises vor diesem, solche Stücke ab, welche im Verhältniss des grössten 
und kleinsten Abstands des Rollkreis-Umfangs vom Bahnkreis-Mittelpunkt 
stehen. 

Für die Hypocyeloide ist m negativ zu nehmen. 


ist, und 2m +1 = : Irgend eine Tangente der Epicycloide schnei- 


Für die Cycloide wird der besagte Berührungskreis Scheitel-Tangente, 
i a 
ferner b = X, somit m = yes, 0, also: 


Fläche $S,S P== Abschnitt SP. 
Addirt man zu beiden Flächen die congruenten rechtwinkligen Dreiecke, 
welche 5 P mit den aus ? auf ST und die Scheiteltangente gefällten Senk- 
rechten bestimmt, so ergiebt sich der am Anfang vor der Oyeloide ausge- 
sprochene Satz. 
Stuttgart, 27. April 1859. CO. W. Baur. 


t 
\ 


XXVI Ueber die Krümmung der Flächen. Von der Gauss’schen De- 
finition der Krümmung der Flächen ausgehend, werde ich im Folgenden, 
bei geringer Aenderung der Ableitungsweise, eine auf abwickelbare Flä- 
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chen gleichfalls anwendbare Formel zur Messung der Krümmung aufzu- 
stellen versuchen. 

Man betrachte einen Flächenpunkt und eine diesen Punkt in sich 
einschliessende, auf der Fläche so gezogene Linie, dass auf allen durch 
den betrachteten Punkt gelegten normalen Schnitten, von diesem Punkte 
aus, der constante Bogen ds abgeschnitten werde, und sei ®@ die von dieser 
Linie begrenzte Oberfläche; man denke sich ferner durch alle Peripherie- 
punkte der erwähnten Linie die Normalen zu der Fläche, und von dem 
Mittelpunkte einer Kugel mit dem Radius =1 Parallelen zu diesen Norma- 
len gezogen, welche auf der Kugel einen gewissen Flächenraum © begren- 
zen, und sei do der jedem ds entsprechende. veränderliche Kreisbogen auf 
der Kugel; es bezeichnen endlich R,, R, die den beiden Hauptschnitten der 
Fläche og den dem normalen Schnitte im Azimute p entsprechenden Krüm- 
mungshalbmesser; so ist, da man die Flächen ©, ® an der Grenze als eben 
ansehen kann und ds constant bleibt, die gesuchte Krümmung 


27 
do’.dy 
oO 0 fe fü + so? ?) 
1). im. li PERLE 
) lim. r U ee 5 dp 5, 
ds Fr 


0 


1 1 2 gi 1 E er 
Be E33 > en TE Er) ee 
a Ri RB, ERBEN IRB, 


wenn d den Halbmesser der mittleren Krümmung darstellt. Für ein nega- 


tives A, wird 


1 (4 2)= 1 ( 1 l ) 
By. Rn EIER DON 
Hama)tilatm)nttatn 
Ist überdies R, absolut genommen — A,, so redueirt sich der Aus- 


druck zu —— - ; und für A, =, zu —— i 
2R? SR, 2° 
Ein von 1) etwas RIORTARESE für den Fall, wo rt — ® <o0 aber 
nicht anwendbarer Ausdruck für die Krümmung ergiebt sich, wenn man 
vorstehende Voraussetzungen so umändert, dass do constant bleibt, indem 


ds varürt. Man findet alsdann 





1 
it Freut; Site ; Berg 
© a == R,+R are 
x (1+ lang? p) d.tang @ —— YVRiB, 
Ta - 
NT een 
R, 


Man darf sich nicht wundern, wenn sich für dieselbe Grösse verschie- 
dene Ausdrücke finden lassen. Da nämlich alle diese unter die gemein- 
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1 u 
schaftliche Form In gebracht werden können, so drückt M den Halbmesser 


derjenigen Kugel aus, welche in der Umgebung des betrachteten Punktes 
mit der Fläche zusammenfallen, also dieselbe Krümmung mit dieser haben, 
und mithin die oseulirende Kugel derselben sein würde. Da aber im All- 
gemeinen eine solche Kugel nieht vorhanden ist, so kann M weiter Nichts 
bedeuten, als den Halbmesser einer Kugel, welehe sich der ge- 
gebenen Fläche, im betrachteten Punkte, mehr oder weni- 
ger genau anschliesst, und es wird durch die verschiedenen Formeln, 
wenigstens bei der Gauss’schen Anschauungsweise, welche sonst die geeig- 
netste ist, eine leichte Uebersicht der Krümmung der Flächen zu geben, 
nur ein höherer oder niederer Grad von Annäherung erzielt. Wenn nun 


! 1 ; i 
aber die Gauss’sche Formel - für die abwickelbaren Flächen unbrauch- 


RR, 

bar wird, so sprechen dafür einerseits die von Cournot*) angeführten 
Gründe, andererseits ist aber zu bemerken, dass in diesem Falle die auf 
der Kugel begrenzte Fläche I die Form II annimmt, also nicht durch 
4ds,.ds, ausgedrückt werden kaun, wie dies im Falle I geschieht (siehe 
Fig. 9 u. 10, Taf. III). Es liegt also der Grund dieser scheinbaren Ano- 
malie in der Natur der Sache selbst, nieht aber darin, dass die Gauss’sche 
Methode, wie es von einem gewissen Dr. Renard vor Kurzem behauptet 
wurde, auf einer Formenanalogie eher, als auf einer inneren reellen beruht, 
und man wird gewiss nicht sehr geneigt sein, zur Unterstützung der von 





; 1 1 
Sophie Germain gegebenen Formel R + m die Krümmung der Flächen, 
1 2 


nach demselben Dr. Renard,**) als die Grenze des’ (offenbar nicht ho- 
mogenen) Verhältnisses 2 zu definiren, in welchem ds dieselbe Bedeut- 
s 


ung hat wie im Eingange dieses Aufsatzes, & aber den Flächenraum be- 
deutet, der auf der Kugel mit dem Radius —= 1 den körperlichen Winkel 
misst, welcher vor der Berührungsebene und den durch die Extremitäten 
von ds an die verschiedenen normalen Schnitte gezogenen Tangenten, 
unter der Voraussetzung, dass diese im betrachteten Punkte zusammen- 
laufen, gebildet wird. E. BACALOGLO. 


XXVI. Die Professur des Ramus. Zum Beweise der hohen Meinung, 
welche Ramus von deutscher Gelehrsamkeit hatte, führte ich Bd. II, S. 357 
die Stelle seiner Schol. math. an, in welcher er einen Gelehrten, vor Allen 


*) Theorie des fonctions, sec. edit. I vol. p. 403. 
**) These de doctorat soutenue devant la faculte des sciences de Paris, 1856. 
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einen deutschen Gelehrten auffordert, fern von Hypothesen die Astronomie 
rein auf Thatsachen und Berechnungen zu gründen. Ich bemerkte damals, 
wie komisch es erscheine, wenn ein Flüchtling über eine Stelle verfüge, die 
ihm selbst nicht mehr zu Gebote stehe, und zeigte die Alternative, dass 
man annehmen müsse, die bereits 1567 für sich erschienene Einleitung sei 
1569 trotz total veränderten Verhältnissen den Scholis mathematicis in wört- 
lichem Abdrucke angereiht worden, oder aber, dass man die wahrschein- 
lichere Auffassung Raum greifen lasse, es habe Ramus die testamentarisch 
von ihm aus eigenen Mitteln gegründete Professur im Auge gehabt. Da 
über diesen Gegenstand nicht viel bekannt ist, so dürfte es von Interesse 
sein, einen inzwischen von Frisch veröffentlichten Brief Keplers (Joannis 
Kepleri astronomi Opera omnia edidit Ch. Frisch. I. pag. 34) anzuführen,, wel- 
cher zwar auch jene Frage, welche Professur gemeint sei, nicht direct be- 
antwortet, aber doch die Vermuthung sehr unterstützt, dass eine wörtliche 
Auffassung die richtigere ist. Kepler schreibt nämlich im September 1597 
an seinen ehemaligen Lehrer Maestlin in Tübingen: 

.... Non possum te Clarissime Domine praeceptor non certiorem reddere, 
mihi pro edito libello hunc honorem a Gallis habere, ut Regius professor Lutetiae 
‚Parisiorum ex pacto constitultus ego sim, aut certe illum, qui haec ad me scripsit, 
stultum fuisse necesse sit. Qui avero is, qui mihi loco cedere vole- 
bat, interea morluus est ei procul dubio diversae senlenliae successorem 
Jam reliquit, ideo decrevi, quoad Deo placuerit, spreta regia professione in Styria 
manere. Exemplar epistolae ad me missae tibi transmitterem, nisi mihi constaret, 
te id pridem habere. Scripta est anno 1569 biennio ante me natum. Autor Ramus 
est in scholis suis (non Geometria) Goometricis folio 49 et 50. Quo loco Ramus 
praemium confirmate absque hypothesibus astrologiae spondet suae professionis 
cessionem. Si Ramus ilas exterminatas cupit hypotheses, quae ut credantur 
poslulantur, non probantur, et si hanc absque hypolhesibus astmonomiam laudat 
quae solius naturae apparatu orbium coelestium contenta est, quod quidem ante et 
post omnino innuere videlur: vicinus vel Ego vel Copernicus, vel uterque simul, 
nobisque professio debetur Ramea. Sin autem Ramus omnes omnino hypotheses 
rejieit seu veras el:naturales, seu falsas, lum id est, quod supra dixi, stultus 
nempe, idque ut opinor vel te judice. Verum ut utriusque honori cousulatur, malo 
me professorem regium quam Romum stultum appellare. Hoc unum est. 

Es ist fast überflüssig, zu bemerken, dass Kepler unter dem Werke, 
über welches er so siegestrunken scherzt, seine Erstlingsschrift, das Myste- 
rium cosmographicum, versteht. Die begeisterte Freude über seine Ent- 
deckungen, welche nur er selbst zu würdigen wusste, bildet einen treffen- 
den Zug seines Characters und spricht sich in den meisten seiner Werke 
aus, ganz besonders in der einigermassen mit mystischen Floskeln durch- 
webten Harmonica mundi (Lincü 1619). CANTOR. 


Zeilschrift f. Mathematik u, Physik IV, 21 
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XXVIII. Bewegungserscheinungen im Kreise der galvanischen Kette, 
welche nicht durch das Ampere’sche Gesetz erklärt werden. Bereits im 
104. Bd., S. 413 von Pogg. Annal. machte Paalzow Mittheilungen über der- 
gleichen Bewegungserscheinungen. Er legte auf eine Kupferplatte, welche 
mit dem einen Pole einer galvanischen Kette verbunden war, ein dünnes 
Platinblech, hierauf setzte er einen cylindrischen Halbring von gutleiten- 
der Kohle so auf das Platinblech, dass derselbe, das Blech in einer geraden 
Linie berührend, leicht in Schwankungen versetzt werden konnte. In der 
einen der ebenen Schnittflächen, welche durch die Halbirung des ganzen 
concentrischen Cylinderringes durch einen durch dessen Axe geführten 
Schnitt entstanden sind, befand sich eine kleine Grube und in dieser Queck- 
silber, in welehes ein dünner, mit dem andern Fol der Kette verbundener 
Platindraht eintauchte. Als nun durch das beschriebene Leitersystem ein 
elektrischer Strom von hinlänglicher Stärke geleitet wurde, gerieth die 
Kohle in eine andauernde wiegende Bewegung. Bei dem Versuche, diese 
Bewegung durch das Ampere’sche Gesetz zu erklären, bemerkt man so- 
gleich, dass die Einwirkung des Stromes im Zu- und Ableitungsdraht auf 
den Kohlenwieger nur sehr gering sein kann. Durch einige Versuche hat 
übrigens Paalzow bestimmt nachgewiesen, dass bei seinen Versuchen, 
wobei die Kohle in eine wiegende Bewegung gerieth, die eleetrodynamische 
Abstossung zwischen Platindraht und Kohle viel zu gering war, um letztere 
niederzudrücken, indem er nämlich die Kohle durch ein leicht bewegliches 
Messingstück, leichter als die Kohle ersetzte, bei welchem ein Strom von 
gleicher Stärke, als der zum Wiegen der Kohle angewendete, keine electro- 
dynamische Abstossung hervorbrachte. Zugleich zeigte Paalzow, dass 
die von der Pole zum Platinblech übergehenden Funken das Platinblech 
an der Uebergangsstelle plötzlich so stark erhitzen, dass man daselbst eine 
Ausbiegung desselben sehen kann. In Folge dessen giebt er von dieser 
Erscheinung die Erklärung, dass an der Uebergangsstelle der Funken zwi- 
schen Kohle und Blech das letztere ausgebogen und so die Unterstützungs- 
stelle der Kohle gehoben wird, die Kohle bewegt sich nun und berührt das 
Blech an einer andern Stelle, woselbst sie gehoben und wieder eine andre 
Stelle derselben zur Berührung mit dem Blech gebracht-wird. So kommt 
dann auf ähnliche Weise wie beim Trevelyaninstrument eine regelmässige 
wiegende Bewegung zu Stande. 

‘ Aehnliche Erscheinungen, wahrscheinlich ebenfalls auf thermischen 
Wirkungen des electrischen Stromes beruhend, sind von Gore (siehe Pogg. 
Annal. Bd. 107, 8. 455) mitgetheilt worden. Hierzu veranlasste denselben 
eine in einer Electro-Vergoldungsanstalt in Birmingham beobachtete Er- 
scheinung, nämlich die, dass eine Messingröhre (4° Durchmesser und 4° 
Länge), die quer über zwei parallelen Schienen lag, zu wanken begann, 
als ein elektrischer Strom durch die Schienen geleitet wurde, indem jede 
Schiene mit dem Pol einer starken Batterie verbunden wurde, wobei der 
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Strom durch die eine Schiene, hierauf durch die Röhre und dann durch die 
andere Schiene zurückging. Nachdem die Röhre einige Zeit gewankt hatte, 
war sie auf den Schienen fortgeroll. Gore hatte, um diese Erscheinung 
zu studiren, Schienen von verschiedenem Metall und verschiedenen Dimen- 
sionen angewendet, ebenso hatte derselbe Hohleylinder und Hohlkugeln 
von verschiedenen Dimensionen probirt und war hierbei zu folgenden Re- 
sultaten gelangt. Eine fortdauernd rollende Bewegung (auf einer kreis- 
förmig geschlossenen Schienenbahn) zu erreichen, erfolgt weder bei sehr 
geringem noch sehr grossem Gewicht von Kugeln oder Röhren. Wo sie 
eintritt, bemerkt man auch immer ein knackendes Geräusch und oft Fun- 
kenübergang auf der der Bewegungsriehtung abgewendeten Seite der Ku- 
seln oder Röhren, welche sich während des Rollens stark erhitzen. Bei- 
starken Röhren, die bei Versuchen in grösserem Massstabe angewendet 
wurden, war die Erscheinung mit starken Vibrationen und musikalischen 
Tönen ähnlich wie beim Trevelyaninstrument verknüpft. Die Erscheinung 
tritt bei Strömen nicht ein, die so stark sind, dass das Metall an den Con- 
tactst@llen zwischen Röhre und Schienen geschmolzen wird. Die Richtung, 
in weleher Kugeln oder Röhren sich zu bewegen anfangen, hängt nicht von 
der Stromrichtung ab, die genannten Gegenstände treten ihre Bewegung 
bald in der einen, bald in der andern Richtung an. 

Gore selbst scheint geneigt zu sein, das Rollen der Kugeln und Röh- 
ren auf dieselbe Weise zu erklären, als den Paalzow’schen Versuch, 
nämlich durch fortwährende Hebung der Unterstützungspunkte der Kugeln 
oder Röhren. Ob diese Erklärung ausreichend ist, müssen spätere Ver- 
suche zeigen; bis jetzt sind über den Gegenstand Mittheilungen von For- 
bes (s. Pogg. Annal. Bd. 107, S. 458) und von Lerouz (s. Pogg. Annal. Bd. 
107, S. 461) gemacht worden, welche jedoch wohl noch nicht zureichen, um 
ein entscheidendes Urtheil über die Zulässigkeit -oder Unzulässigkeit der 
Gore’schen Erklärung abzugeben, E. Kanu. 


XXIX. Beweis, dass die Combinationstöne objectiv sind. Dove 
(Monatsberichte der Berl. Acad. 1859. Mai, Poyg. Annal. Bd. 107, S. 652) führt 
folgenden, in dieser Beziehung entscheidenden Versuch an. Von zwei 
Stimmgabeln mit dem Toonunterschied einer reinen Quinte wurde die eine 
vor das rechte Ohr, die andere im tönenden Zustande vor das linke Ohr 
gehalten. Hierbei wurde die den beiden Tönen als Combinationston ent- 
sprechende tiefere Octave nicht gehört, dieselbe trat aber sehr deutlich 
hervor, sobald beide Stimmgabeln gleichzeitig vor einem und demselben 
Ohre tönten. In ersterem Falle vernahm man gleichzeitig beide Töne, 
woraus man erkennt, dass nicht wie beim Auge ein gemeinsamer Eindruck 
hervorgebracht wird, sobald beide Augen, wie beim Stereoscop, etwas ver- 
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schiedene perspectivische Ansichten desselben Gegenstandes oder verschie- 
dene Farbeneindrücke erhalten. 

Der Dove’sche Versuch steht keineswegs mit der Hypothese von 
Helmholtz über die Combinationstöne in Widerspruch, indem er zeigt, dass 
die Combinationstöne nicht durch Vermischung von Toneindrücken im Ge- 
hirn entstehen. Nach der Ansicht von Helmholtz (Pogg. Annal. Bd. 99, 
S. 497) entstehen Combinationstöne nur bei starken primären Tönen, bei 
denen die Elongationen der schwingenden Körpertheilchen so gross sind, 
dass die elastische Rückwirkung nicht nur vom Ausschlag selbst, sondern 
auch vom Quadrate desselben abhängig ist. Hierbei findet die einfache 
Uebereinanderlagerung der Wirkungen nicht mehr statt, wenn Luftwellen, 
von zwei Tonerregern herrührend, zugleich auf einen Körper einwirken, 
welcher unsymmetrisch befestigt ist; es tritt im Gegentheil anstatt der zwei 
ursprünglichen starken Töne allein von den Schwingungsmengen «a und b 
das Aggregat folgender schwächern Töne auf: 

a, b 
2a, a—b, a+tb, 2b 
3a, 2a—b, 2atb, a—2b, a+t2b, 3b 
etc. 

Helmholtz, der den mathematischen Beweis dieses Satzes nur für einen 
Massenpunkt mitgetheilt, nach seiner Angabe jedoch auch für ein System 
von Massen geführt hat, ist der Meinung, dass die Wahrnehmung von Com- 
binationstönen oft auf die Weise geschehe, dass die starken primären Töne 
das unsymmetrisch befestigte Trommelfell in Schwingungen versetzte, wel- 
ches statt derselben allein ein System von Combinationstönen (Summations- 
und Differenztönen) in das Innere entsende — und mit dieser Ansicht steht 
Dove’s Versuch vollkommen im Einklange. E. Kaur. 


XIH. 
Ueber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen, 


Von Franz WErzis, 


stud. math. in Leipzig. 


Unter der Fusspunktlinie einer gegebenen Curve, der Basis, in Bezug 
auf einen gegebenen Punkt, den Pol, versteht man bekanntlich den geo- 
metrischen Ort.der Fusspunkte der von dem Pol auf die Berührenden der 
Basis gefüllten Lothe. Die Basis wird hier als eine ebene Curve und der 
Pol in ihrer Ebene liegend vorausgesetzt. Construirt man zur Fusspunkt- 
linie von demselben Pol aus wieder die Fusspunktlinie, so soll diese in 
Bezug auf die ursprüngliche Basis Fusspunktlinie zweiter Ordnung, 
deren Fusspunktlinie eine solche dritter Ordnung u. s. f. heissen. In 
Bezug auf die Fusspunktlinie von der Ordnung + n als Basis soll die ur- 
sprüngliche Basis Fusspunktlinie — r genannt werden. Unter einer Fuss- 
punktlinie schlechthin ist die von der Ordnung + 1 gemeint. 


I. Von den Fusspunktlinien n'“ Ordnung im Allgemeinen. 


1. 


Die Grundformeln. 


In Bezug auf den Pol 0 als Coordinatenanfang sei r, der Vector eines 
Punktes ?, der Basis, dessen Anomalie @,; sei «, der Winkel der Berüh- 
renden in P, mit dem Vector, d.h. die kleinste Drehung um ?, in der positi- 
ven Richtung von 99, durch die eine mit dem Vector zusammenfallende 
Gerade zum Zusammenfallen mit der Berührenden gebracht wird, woraus 
hervorgeht, dass stets «u <r, also sin «, positiv ist. Der Krümmungshalb- 
messer der Basis im Punkte /, heisse g,;5 er werde positiv genommen bei 
coneaver Krümmung gegen den Fol, negativ bei convexer Krümmung. Der 
Fusspunkt ?, des vom Pol auf die Berührende gefällten Lothes OP, heisse 
in Bezug auf ?, als Punkt der Basis der zugehörige Punkt der Fusspunkt- 
linie. Sein Vector OP, sei r,, seine Anomalie @,, der Winkel der Berüh- 
renden der Fusspunktlinie in ?, mit r, sei &,, der Krümmungshalbmesser o.. 
Analog soll für den zugehörigen Punkt 7, der Fusspunktlinie r... Ordnung, 
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wo n eine positive oder negative ganze Zahl ist, der Vector r„, die Ano- 
malie p,, der Winkel der Berührenden mit dem Vector &„, der Krün- 
mungshalbmesser o„ heissen. 

Es sollen nun allgemeine Beziehungen zwischen 79, 99, &, @0 und 7m, 
Pn; &n; On aufgestellt werden. 

Nimmt man einstweilen OP, als Nulllinie, ist also 7,‘'r, = 9,, so ist 


1) für & > — a, der Aussenwinkel eines rechtwinkligen Dreiecks OP, P, 
> 


mit dem gegenüberstehenden spitzen Winkel p,, also 
70 
HZ 
2) für %<Z ist «9, der Ergänzungswinkel des negativen Winkels go, 
zu einem rechten, also 
TE 
Ol ; 


mithin ist in beiden Fällen 
A IC 
ER N ee 
e 
Für r, folgt unmittelbar 
r, =r, sin &y =TgC0S Qı- 
Nun ist bekanntlich 


10% 

ota—=—- —, 
r, do, 

wofür man aus der vorhergehenden Gleichung durch Differentiation nach g, 


den Werth erhält 
TC 
cöt a, = — tan po, = — lan (c = =’ = C0l&9. 


Mithin ist 
0, — 00; 
denn die Unbestimmtheit um ein Vielfaches von z bewirkt keinen Unter- 
schied in der Lage der Berührenden. 
Ebenso ist nun aber 


000 erciie 
dl —UA_1T- AI TE 200: J 
allgemein $ 
&o = 0n- e 


Es ist also in allen einem-gewissen Punkte der Basis 
zugehörigen Punkten der Fusspunktlinien der Winkel der 
Berührenden mit dem Vector nach Grösse und Richtung 
derselbe. Diese Gleichheit lässt sich auch geometrisch sehr leicht zei- 
gen. Seien P, und P, zwei benachbarte Punkte der Basis, ihre Veetoren 
r, und r,, ihre Berührenden %, und {,, so ist die Verbindungslinie 4, der 
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RE 
ihnen entsprechenden Punkte P, und P/’, deren Vectoren r, und r,’ seien, 
Berührende der Fusspunktlinie. Es liegen aber die Punkte 0, P), P,,P, 
auf einem Kreise vom Durchmesser OP, dessen Berührende £, ist, und 
folgt daraus einfach 
hr, 
oder, da man r, == ry‘, setzen kann, 
u ie 
Wird dieser Winkel daher schlechthin « bezeichnet, so hat man 
r==rg sine, 
TySErTsın u Er Sin? Q, 
T; an suRe = Nina, 
u.8.w. 


Yi 
o . 
er ro sın 1 Ü 


sin «& 





’ la. 1 





- SIFESHLZT RG 
sın & 


u.S.W. 


allgemein 
1 ) Yn=1r: sin® 0. 


Ebenso leicht ist nun die Bestimmung von @„. Man hat für positive n 


a 


A re —  — 
Ty 141 0 y 


a vw 


no) 


WW 


N TU 
Zt Ir 


2 
woraus durch Addition folgt: 


R It 


Für negative n ist: 


TC 
A 
ER E H 
2 
TE 
PESE 1 —Z DR 
TC 


r A _— 
a ARTEN Zr 


woraus durch Addition folgt: 


— 7 
ran ne) 


oder 
in 4 TL 
RC 


22° 


322 Ueber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen. 
so dass diese Gleichung aus der vorhergehenden durch Vertauschung von 
+ n mit —n hervorgeht. 

Bildet nun r, mit der beliebig anzunehmenden Nulllinie den Winkel 
Yo, so ist | ' 
9a — 9% rn 
also für positive und negative n die Gleichung gültig 








7 
2) mR=Artn («— a) 
Wegen der Constanz des Winkels & hat man dazu noch die Gleichung 
Indr: 1 dr 
3) Er a! n 


rd ri don 
Aus Gleichung 2) folgt die Differentialgleichung 
ddp Ttn:do. 
Die geometrische Bedeutung von d« ergiebt sich durch Differentiation der 
Gleichung : 





nach @,, wodurch man erhält 


( d >) Dir 
0 
do "dp, 


a 
“r (4 Po 


de 


Berücksichtigt man nun, dass 





RN dr 
De do "dp ” 
conca 
die Bedingung a Krümmung gegen den Pol ist, und daher die durch 
convexer 


Einsetzung der Werthe von g, und sin« in Polarcoordinaten sich erge- 
bende Gleichung 
| dr.\: urr 
Mon (>) — 7, —— 
dp, \dpy dp ver no 


+ ex Den g, sin a 
dp, 
auch hinsichtlich des Vorzeichens richtig ist, da sin « stets positiv ist, so 


erhält man 
r 
UR=> (ee — ı) do.- 
0, sin & Fo 


Diese Gleichung lässt sich auch geometrisch sehr einfach herleiten. Es ist 





BE ER: rd . k 4 
nämlich oe das Bogenelement, daher 78 der Contingenzwinkel zweier 
sin a ysina 


benachbarter Krümmungshalbmesser, und ergiebt sich für diesen sogleich 
aus der Figur 
% ”, d Po 


and —=de+ dog. 
r 0 
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wen 
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Setzt man diesen Werth in die Gleichung 








1 ddp tnda 
ein, so erhält män 

r 

1 dp, =d Ki > —) |. 

= 2 0, sin a 1 
. . . 7 e 
In dieser Gleichung ist eo das Verhältniss des Vectors zur Projeetion 
0, sin «& 


des Krümmungshalbmessers auf den Vector. 
Für n=1 folgt 
dos _@sina, 
dp, ER ENe } 
in gleicher Weise muss aber sein 
don __a"sin«a 


7 , 


dpn-+ 1 n "n 








; N d 
und folgt hieraus, wenn man das Verhältniss I 


A QOn+1 


r 4 
( — — ı) 4 
Onsina 0, Sin & 
ee an 
(n+1) ( — ı) +1 
5)$ welchem Ausdrucke man auch die Formen geben kann: 


sin 1 si 


aus Gleichung 4) ent- 


nimmt 








7 ro 





0, sin« 


Onsina _ Aa n ro 
Pu sin a 1 sin a 
eier ge I 

ro n ro 


Da nun r„=r,sin” « bekannt ist, so ist in diesem Ausdrucke durch 
Vector, Berührungswinkel und Krümmungshalbmesser der Basis des zuge- 
hörigen Punktes der Fusspunktlinie n!° Ordnung, und somit überhaupt 
durch ein Element der Basis das zugehörige irgend einer Fusspunktlinie 
vollständig bestimmt. 

Sei ferner d,—= %r, do, das von zwei benachbarten Vectoren einge- 
schlossene Flächenelement der Basis, df„—=4 rn’ do, das zugehörige der 
Fusspunktlinie n'° Ordnung, so erhält man unter Berücksichtigung der 


Gleichungen 1) und 4) 
— onm?n sr 
6) ak en I» (- En ı) + ı| ef: 


Endlich sei ds, das zum Bogenelement ds, der Basis gehörige Bogen- 
element der Fusspunktlinie n!® Ordnung, so hat man wegen des constanten 


Winkels «@ die Proportion 
ds:ds. =1r,dp:Tn don, 





woraus sich ergiebt 


r 3 
7) ds. sn In( en ı) + ı| ds. 
9, sin @ 
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Aus Gleichung 3) folgt noch die Relation zwischen den Differentialen der 
Vectoren : 
73 i 2 
. 0 
8) En es 1» m 2 ı) + | AT 
© sın & er “ 

Vermöge dieser Gleichungen sind nun, wenn die Basis gegeben ist, 
die Berührenden und Krümmungshalbmesser, die Quadratur und Rectifica- 
tion aller ihrer Fusspunktlinien bestimmt. 


2. 
Wir knüpfen zunächst an die Constanz des Winkels « und die daraus 
sich ergebenden Formeln 1) und 2) 
az Sn 0 
und 


nm t+n(a— 2) 


an. 

1) Die logarithmische Spirale ist die einzige Curve, bei welcher der 
Winkel « für alle ihre Punkte derselbe ist. Ihre Fusspunktlinien müssen 
daher gleiche, nur dufch Drehung verschiedene logarithmische Spiralen 
sein. Inder That erhält man, wenn man in Gleichung 1) r,—= a. eP-r® 
einsetzt und 9, statt 9, einführt 


n 
5 -n(&-5 )eor« y 
ru &.sın? 0 r Ener 


lg si 
ee . 


cola 2 


woraus eine Drehung um 


folgt. 

2) Ein bestimmter Winkel der Berührenden gegen den Vector kommt 
bei allen zusammengehörigen Fusspunktlinien gleich oft vor. Daher lassen 
sich auf alle vom Pol aus gleich viel Normalen fällen und an alle gleich 
viel Berührende legen. Die Fusspunkte dieser Normalen sind für alle 
Linien gemeinschaftliche Berührungspunkte. Jede Fusspunktlinie positiver 
Ordnung geht so oft durch den Pol und jede negativer Ordnung hat so 
viele unendliche Vectoren, als sich vom Fole Berührende an die Basis legen 


> ; u ;erader 
lassen (d. h. so oft «&=0 wird), und zwar berühren die positiver 5 


ungerader 


DE ungerader 
Ordnung sich im Pol und stehen auf denen : : Ordnung senkrecht, 


gerader 
gerader 


Ord- 


während die unendlichen Vectoren der Linien negativer 
| | ungerader 


ae ... . ungerader 
nung in eine Gerade fallen und auf denen der Linien 5 


ran 
ers Ordnung 


senkrecht stehen. 
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3) Die gegenseitige Lage der zusammengehörigen Elemente der Fuss- 
punktlinien verschiedener Ordnung lässt sich geometrisch veranschaulichen. 
Aus Gleichung 2) folgt nämlich _ 5 


und wenn man diesen Werth in 1) einsetzt, erhält ınan 


BEN 
7T 
& — 
\ Pe SUR) 2 : 
oder 
9  Igsina 
TRETEN 
TT 
— — 0d—— 
„=r,fsin o) 37 Burm, 
Ta rolsind) e ; 


Hieraus folgt: 
Alle zusammengehörigen Punkte liegemaufeiner und 
derselben logarithmischen Spirale, deren Mittel- 
punkt der Polist und deren constanter Winkely der 
Berührenden mit dem Vector gegeben ist durch 


la sin & 
coly rt i 
TC 

ee 

2 


Diesen Satz kann man umgekehrt als eine Eigenschaft der logarithmischen 
Spirale aussprechen, nämlich: 

Bewegt sich der Scheitel eines rechten Winkels auf einer logarithmi- 
schen Spirale, während der eine Schenkel sich um ihren Mittelpunkt dreht, 
so bildet der andere Schenkel, wo er die Spirale zum zweiten Male schnei- 
det, mit ihr einen constanten Winkel. 

Ist die Basis selbst eine logarithmische Spirale, so liegen, weil der 
Winkel « für alle Punkte der Basis derselbe ist, alle die Reihen zusammen- 
gehöriger Fusspunkte auf logarithmischen Spiralen, die sich nur durch 
Drehung um den Pol unterscheiden. 

3. 

An die Gleichungen 4), 5), 7), 8) schliessen sich zunächst folgende Be- 
trachtungen an: 

1) Ist A; —1,.d.h. oseulirt das Element der Basis die berührend 

0 
daran geleste logarithmische Spirale, deren Mittelpunkt der Pol ist,*) so 
erhält man 


e sin & 





—=1 führt nämlich auf die Differentialgleichung 


A a ')= 0 
dog? rXNdp/ 
welche durch die Gleichung der logarithmischen Spirale r—= a e?’-% integrirt wird, 


*) Die Bedingung 
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dp»— dp, 
dis, Es eiuds, 
& dr, = sin" ar, 
0, sin «a 


7 
Die logarithmische Spirale ist daher die einzige Curve, bei welcher 
als Basis für alle Punkte der Basis den zugehörigen Punkten der Fusspunkt- 


linien Gleichheit der Winkeldifferentiale, und ein constantes Verhältniss 


1 


== —— zweier in positiver Ordnung auf einander folgender Bogen- und 
sin « 


Veetorendifferentiale, sowie dasselbe Verhältniss 





zweier auf einander 





sin «& 
folgender Krümmungshalbmesser zukommt. 
ö F , ro e ü 
Es liegt in diesem Falle, -— =—=1, der Krümmungsmittelpunkt je- 


0, sin a 
des Punktes ?„ auf der im Pole O auf r„ errichteten Senkrechten, und lie- 
gen alle diese Krümmungsmittelpunkte auf un gleichen logarithmischen 
Spirale, als die Punkte P, selbst (vergl. $. 2, 3). Denn seit, der Vector 
des Krümmungsmittelpunktes von 2), in der von P,, so ist = r,cota und 
!„==r,„ cola, woraus folgt 
en sm.G 

und da auch 4%‘, = ry'r„, so folgt die Richtigkeit der Behauptung. 

2) In jedem andern Falle giebt es eine Grösse des absoluten Werthes 
von n, von welchen an die Anomalie der Fusspunktlinien mit wachsender 
Ordnung immer rascher wächst. Die Bogen- und Vectorendifferentiale 


nehmen dann, da fire 2 = lim ın sin" a—=0 wenn n = + X, =c0o wenn 


n —=— @ ist,”) mit wachsendem positiven n beständig ab, mit wachsendem 
negativen n beständig zu; "und zwar geschieht das Wachsthum von Ano- ° 
malie, Vector und Bogen der Fusspunktlinie mit denen der Basis in glei- 


— — ı) +1 posi- 
0, sin & 

tiv oder negativ ist. Das Verhältniss zweier auf einander folgender Werthe 
des Winkeldifferentials nähert sich mit wachsendem positiven oder negati- 
ven » immer mehr der Grenze 1, das zweier Bogen- und Vectorendiffe- 


chem oder entgegengesetztem Sinne, je nachdem .( 


s 1 ’ P sin & 
rentiale der Grenze —-, und das Verhältniss > ebenfalls der Grenze 1. 
sın & "n 


Dies kann man nach dem Vorhergehenden so aussprechen: 


*) Dies folgt einfach so: Für « Z = lässt sich stets eine Zahl »n so bestimmen, 


dass gn= — migsin «, und wird dann r. sin? «= sin»— ma. Nun wird aber n—ın 
Ign 
Ig sin & 





mit wachsendem positiven n über alle Grenzen gross, also lim sn —m «—0. 
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Die Fusspunktlinien nähern sich mit wachsender 
positiver oder negativer Ordnung in jedem Punkte 
immer mehr der Osculation mit der berührend an 
sie gelegten logarithmischen Spirale, deren Mittel- 
E punkt der Polist. Und: die Fusspunktlinien belie- 
bigersich berührender Curven nähern sich mit wach- 
sender Ordnung immer mehr der Osculation im Be- 


rührungspunkte. 


1 Au Er s 
8) Für'& = Ps geht diese logarithmische Spirale in den mit der Nor- 


male OP, als Halbmesser vom Pol aus beschriebenen Kreis über, und 
nähern sich die in ?, sich sämmtlich berührenden Fusspunktlinien mit 
wachsender Ordnung immer mehr der Osculation mit diesem Kreise. Da 


ferner dann 
# an (21)+1las, 
00 


also in diesem einzigen Falle von einem gewissen Werthe von n an das 
oseulirende Bogenelement mit wachsender positiver oder negativer Ord- 
nung beständig wächst: so kann man den genannten Kreis als die Grenz- 
curve ansehen, welcher sich die Fusspunktlinien mit wach- 
sender Ordnung beständig nähern. Dies lässt sich noch strenger 
durch folgende Betrachtung begründen: 

Giebt es überhaupt eine Grenzcurve, an die sich die Fusspunktlinien 
immer näher anschliessen, so muss sie eine solche Linie sein, die sich selbst 
als Fusspunktlinie erzeugt, d.i. ein Kreis, dessen Mittelpunkt der Pol ist, 
und zwar der mit der Normale als Halbmesser beschriebene, weil nur mit 
diesem alle Fusspunktlinien sich berührend treffen, Die Normale sei daher 
Nulllinie und es wird gefragt, welcher Werth kim.r, zu einem gewissen 
Werthe lim. gn gehört. Es gehört nun zu jedem Punkte der Basis, für 


den & — 7 einen endlichen Werth hat, im 92 = + % und lim. r„=0 für 
n—=+», limr„—= % für n — — 0. Soll dagegen lim p„ einen endlichen 
Werth haben, so muss man sich « m = umgekehrt proportional mit » ab- 


nehmend, den Punkt der Basis also immer näher an den Fusspunkt der 
Normale rückend denken. 
Sei also | 


so hat man 


wozu der Vector gehört 
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- 
= 


rm Nu 14008" —; 
® 0 0 n I 


Lässt man nun n über alle Grenzen wachsen, so bedeutet r, die Länge der 


Normale vom Pol und hat man 


him 1a ur AUNL05P = 
n 
2 n 2 
— pn 7 1 y Eee 7 BER. 
= ntim (1-34...) =ratim (1 ra 


also 

UmPa——Ty 
Es ist mithin lim r„ unabhängig von w, d.i. constant, womit ebenfalls ge- 
zeigt ist, dass der aus dem Pol mit der Normale beschriebene Kreis Grenz- 
kreis ist; und zwar ist derselbe als Fusspunktlinie unendlich 
hoher Ordnung des Elementes der Basis anzusehen, auf dem 
sein Vector senkrecht steht. 

Lassen sich vom Pole aus mehrere Normalen auf die Basis fällen, so 
giebt es eben so viele Grenzkreise, wenn keine, keinen. 

Der Lauf einer Fusspunktlinie sehr hoher positiver Ordnung, z. B. der 
Ellipse, deren Mittelpunkt der Pol ist, ist demnach folgender: In nahezu 
kreisförmiger Windung, deren Mittelpunkt der Pol, läuft sie vom Endpunkt 
der grossen Axe aus; die Windungen entfernen sich immer mehr von der 
Kreisform, indem sie sich immer näher an den Pol anschliessen und in je- 
dem Punkte nahe die an sie berührend gelegte logarithmische Spirale os- 
culiren, deren Winkel der Berührenden mit dem Vector wächst bis zum 
grössten Werthe, den er für die Ellipse hat. Von da an dehnen sich die 
Windungen wieder aus und nähern sich der Kreisform bis zum Anschluss 
an den mit der kleinen Halbachse beschriebenen Grenzkreis. Die Windun- 
gen der Fusspunktlinie sehr hoher negativer Ordnung entfernen sich, vom 
Endpunkt der grossen Axe ausgehend, immer mehr vom Pol und der Kreis- 
form, um dann zum Anschluss an den mit der kleinen Halbachse beschrie- 
benen Kreis zurückzukehren. 

4) Ist o, negativ, d.h. findet in P, wonvexe Krümmung gegen den Pol 
statt, so ist 0, stets positiv, die Krümmung in P„ also concav. Bei positi- 
vem @, wird 9, negativ, wenn Zähler und Nenner der Gleichung 5) entge- 
gengesetztes Vorzeichen haben, d.i. für denjenigen Werth von n, für wel- 
chen MDR zwischen den beiden ee und liegt. Da- 

0, Sin n n + a 
her giebt es unter der unendlichen Reihe zusammengehöri- 
ger Fusspunktelemente eines, aber auch nur eines, welches 
gegen den Polconvex gekrümmt ist. 


r Nn-—1 
5) Hat —  — eman Werth > nu Uon == —0 Ei 
) OF „so wird don 0,0% one 
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und bricht daher die Reihe nach der einen Seite mit einer Spitze ab. Hat 
a: re 
daher — — einen der Werthe 8,3, 2,3,....so bricht die Reihe nach der 
0, sin a 
positiven Seite zu mit einer Spitze ab, und zwar ist letzterer ein zugehöri- 


. .. 7 
ger Wendepunkt vorangegangen, weil für das vorhergehende n, — — den 





0 sin a 
n \ ro : 
Werth hatte, also 9, = & wurde. Hat dagegen — —- einen der 
n o, sin a 
für negative n sich ergebenden Werthe L, 2,3, #..., so bricht die Reihe 


nach der negativen Seite mit einer Spitze ab; ein Wendepunkt kann aber 
in dieser nicht und überhaupt nur in dem vorhin angegebenen Falle vor- 
kommen. 


6) Es ist vielleicht die Bemerkung von Interesse, dass die Abhängig- 
j sin a sin « 
. . . n . . 
keit, in der nach Gleichung Be oe steht, sich geometrisch 
"n ro 


), sın a On sin a 
u nd 


veranschaulichen lässt, wenn man n, ‚ oder einfacher, 


ro "n 
\ 2 E 0, sin a 
durch eine parallele Verschiebung des Coordinatensystems, n, 1 — —— 
7 
0 
sin a 
n . . . . ei 
tina ae 9, rechtwinklige Coordinaten einer Fläche betrachtet. 
"n 


Setzt man nämlich 


sin & sin & 
0) 7 
nee _yı-“ = 
ro "ya 
so erhält man 
Y 
nn 
1+xy' 
oder 
1 1 
I 
z Yy 


Diese Fläche kann man sich dadurch entstanden denken, dass eine gleich- 
seitige Hyperbel, deren Scheitel vom Mittelpunkt den Abstand 1 hat, also 
x.z==1, sich so bewegt, dass ihre Ebene der «z Ebene beständig parallel 
ist und ihr Mittelpunkt auf einer gleichen gleichseitigen Hyperbel bleibt, 
welche die Axen der & und y zu Asymptoten hat. Die Fläche besteht aus 
3 getrennten Theilen, die sich asymptotisch der über der gleichseitigen Hy- 
perbel in der 2y-Ebene auf dieser senkrecht stehenden Cylinderfläche 
nähern. Der mittlere Theil enthält die. Axe und hat noch die «y-Ebene 
als asymptotische Hßene. Alle Schnitte parallel der Coordinatenebene sind 
gleichseitige Hyperbeln. i 

Endlich werde noch bemerkt, dass die Gleichung 5) sich auch als der 
n gliedrige Kettenbruch schreiben lässt i 


330 Ueber Fusspunktlinien beliebiger Ordnungen. 


nrnnrnnnnnnnnnnnnnnnnnnnnn LAIANETIIANIANANAAIAATNINIANATINNININNIN IN N nn nn nenn nn nnnnnan 
= 





OQnsna _ 1 | 
21 — 1 
Dune — 


kn an 


ER 0, Sin « | 
00 

7) Die Gleichung 6) kann man mit Berücksichtigung von Gleichung 4) 

auch so schreiben: 
dn=nir? dp — (n— 1irdyp. 
was man so in Worten aussprechen kann: 

Trägt man auf jeden Vector der Basis und ihrer ersten Fusspunkt- 
linie den entsprechenden Vector der Fusspunktlinie n!° Ordnung auf und 
bezeichnet die so erhaltenen Sectoren F und F,, so ist der Inhalt des ent- 
sprechenden Sectors der Fusspunktlinie n'“ Ordnung 

mn=n.F, —(n—1)F. 


4. 
1) Aus den Gleichungen des $. 1 geht hervor, dass von besonderem 


2 
° ® . . .. 0 . 
Interesse diejenigen Curven sein werden, für welche ———, d. i. das Ver- 
0, sin 


hältniss des Vectors zur Projection des Krümmungshalbmessers auf den 
Vector eine constante Grösse ist. 
Aus der Bedingung 


r 





= TH 

erhält.man die Differentialgleichung 2 
es F\? 

Te () Hard, 

welche vollständig integrirt wird durch 


(2) sin(kp -+b), 


wo a und 5b die willkürlichen Constanten sind. 


o sin 


d’r 
do 


Für «==0 genügt obiger Differentialgleichung, wie schon oben er- 
wähnt, die Gleichung der logarithmischen Spirale 
Bart. 
welche Integralgleichung jedoch auch in der allgemeinen enthalten ist. 
Man setze nämlich in der letzteren statt der willkürlichen Constanten « 


1 
ki ie 
a ’ 
so erhält man die für = 0 identische Gleichung “ 
en sin (x 9 + b) 
sin b 


oder 
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1 
r=a(colb.sinzp + cosx p)*, 
woraus, wenn man zum Grenzwerth x = 0 übergeht, folgt 


r=—=M. ecrtd.@p 


2) Ueber die Natur der durch die Polarglei@hung 
r \* } ’ 
— )=sin(»g@ +b) 
a 
bestimmten Linien ist Folgendes zu bemerken. 
Durch Differentiation nach @ erhält man 
Kar 


— (ot IT 
r «do er “p4 ), 


ct a—=col(p-+ b), 
a=xrpo-+tb, 
d.h. der um die Constante b verminderte Winkel der Beriüh- 
renden mit dem Vector ist ein econstantes Vielfaches der 


Anomalie. 


==1 ++ x ein, so: er- 





Setzt man den gefundenen Werth von «in 


o sin a 
hält man den Krümmungshalbmesser ausgedrückt durch den Vector, nämlich 
ae 1 a 
Aiess Da 
1+x 


mithin ist der Krümmungshalbmesser proportional der Po- 
tenz 1—x des Vectors. 


: : £ TE En 
Giebt man der willkürlichen Constanten 5b den Werth 7,50 lautet die 


© ) 
— I Z=(C0SH# 
d ‚ 


® IT .. .. . 
» So oft sich um — ändert, erhält r wieder denselben Werth (wenn 
% 


Gleichung der Linie 


und folgt: 


es nicht imaginär wird). Daher besteht jede solche Curve aus einer von x 
abhängigen Anzahl congruenter Zweige; diese Anzahl ist endlich, wenn « 
rational, unendlich, wenn x irrational ist. Ist «x positiv, so sind diese 


n IC 2m-+N1l)n. 
Zweige geschlossen, berühren, dad«a=x9+ = für rt ihren 
s % x 
. En m TE : : : 
Vector im Pol und stehen für 9 = Er auf dem sie halbirenden Maximal- 


vector ra senkrecht. Ist dagegen % negativ, so erstreckt sich jeder 


auf seinem Minimalvector r=a 





. . . .. m 
Zweig ins Unendliche; er steht für = 


senkrecht, und nähert sich von da nach beiden Seiten immer mehr den bei- 
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x IT . . 
den gegen ersteren um 57 geneigten unendlich grossen Vectoren, welche 
% 


” a * . « . 
aber nur dann Asymptoten sind, wenn 14 — positiv, also # eine negative 
% 


Zahl ist, deren absoluter Werth grösser als 1 ist. 

Die Krümmung gegen den Pol ist entweder beständig econcav oder be- 
ständig convex, je nachdem 1 + x positiv oder negativ ist. Da der Krüm- 
mungshalbmesser proportional der Potenz 1— x des Vectors wächst, so 
wächst er, wenn x positiv und <1 ist, mit r von o0—0 im Pol, welcher also 


fürr==a. Ist endlich x ne- 





- ne Doeae RR, a 
eine Spitze jedes Zweiges ist, bis e = ; 
% 


gativ, so wächst oe beständig mit wachsendem r. 
3) Nimmt man nun eine Curve von der Gleichung 


r \r 
5 —=sin(ap-+ b) 
als Basis für ein System von Fuusspunktlinien, so ist nach Gleichung 5) für 
die Fusspunktlinie n'e" Ordnung 
0.sna ns+l 
„a +)s+r 
dieser Werth also auch constant, und da durch die Bedingung der Con- 
osina' 
r 





stanz von die Polargleichung der Curve in der angegebenen Form 


bestimmt ist, so haben alle Fusspunktlinien positiver und negativer Ord- 
% 
nung mit der Basis es —=sin(s@ + b) dieselbe Form der Polargleichung 


und unterscheiden sich nur durch die Grösse der Oonstanten. Es geht 

nämlich, wenn man von der Basis zur Fusspunktlinie »'° Ordnung fort- 
ns+ 1 

(a+l)s+1 
letzteren hat daher die Form 
A 


rn 1+n% ( K v) 
= — eo man b ’ 
(2 ) .. ıi+n 2 = 7 


wo a’ und b’ leicht bestimmt werden, indem man in der Gleichung der Basis 


schreitet, x über in —1,d.i. in Die Gleichung der 


% 
i+n» 


der willkürlichen Constanten b den Werth 5 giebt. - Alsdann bedeuten 


r \% 
in e Cs ao sn (+ o-+ =), a und b == die Werthe von r und a 
A “ ‘ 
für 9==0. Da aber die Berührenden dieses Punktes auf dem Vector « 
senkrecht stehen, so bleiben beide Werthe, a und gi für alle Fusspunkt- 


linien unverändert und muss daher für 9. =0 folgen 


’ ’ IC 
De se u be 


2 
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r \% 
— | =c0s1ıop 
a 


gehörige Fusspunktlinie n!® Ordnung hat daher die Gleich- 


Die zur Basis 


ung 
HA 
fB Its ” 
=) N +n% N 
| WERTE b IC Sn 
Dreht man die Nulllinie um FE so folgt hieraus: 


Die zur Basis 


a 


r \% 
(2) —=sin(kp + b) 


gehörige Fusspunktlinie n!° Ordnung hat die Gleichung 


A 


vage | % ı b 7 n% a 
En eg) —(g, Bene ee, RE Ne 
a 1 1l+tnx I+nx?2 


Für diesen Fall lässt sich der in $.3, 3 bewiesene Satz vom Grenz- 
kreise direet aus der Gleichung der Fusspunktlinie selbst herleiten. Setzt 
. : T . ä 
man nämlich in der für = e sich ergebenden Gleichung 


1-+n% 


% % 
Ph [cos —— on 
itrnx 
für den Cosinus die ersten beiden Glieder seiner Entwickelung ein, so er- 


hält man 
1i+-n% 


sehe | u 
?(1+nn)? 
np? 
21-22)?  2lfna) 


On” a 
Et I — | 
2(1-+nx) 
1 


Da nun bekanntlich im (1 + 0 _, = e, so folgt 


En. 
im tns=g aläm.e, 2UtrM, 





limrnz=a. 
i x a, E 
4) Unter den sämmtlichen zu einer Basis ( — ) = cos np gehörigen 
a 
j . . I. . . .. . 
Fusspunktlinien ist stets eine, und nur eine, beständig convex 
gegen den Pol gekrümmt; alle andern haben concave Krümmung. 
Dies folgt direct aus dem $.3, 4 gefundenen Satze, dass von allen zusammen- 


“ 
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gehörigen Elementen stets eines, und nur eines, convex gegen den Pol ge- 
krümmt ist und jede dieser Linien stets dieselbe Krümmung gegen den Pol 
hat. Aus der Bedingung convexer Krümmung 1 + x» <{0 folgt weiter, dass 
bei beliebig gegebenen x, der Basis diejenige Fusspunktlinie gegen den 


, ; 1 1 
Pol convex gekrümmt ist, deren Ordnungszahl rn zwischen — und 1+ — 


4 % 
0 © 
liegt. Diese Fusspunktlinie ist zugleich die einzige, welche sich ihren 


unendlichen Vectoren asymptotisch nähert, denn es war »<{— 1 dafür 
die Bedingung. Geht man nun von dieser Linie als Basis aus, so haben, da 


für »„<—1 der Werth re für alle positiver positiv, für negativen negativ 
na 


ist, alle ihre Fusspunktlinien positiver Ordnung geschlossene, die negativer 
Ordnung ins Unendliche sich erstreckende Zweige, die sich keiner Asymp- 
tote nähern, so dass zwischen beiden die Basis gewissermassen den Ueber- 
gang bildet. Weil endlich alle diese Linien, die Basis allein ausgenommen, 
beständig convex gekrümmt sind, die Fusspunktlinie einer convexen Basis 
aber nothwendig ausserhalb der letzteren und die convexe Basis einer con- 
vexen Fusspunktlinie innerhalb der letzteren liegt, da ferner der mit dem 
Halbmesser « aus dem Pol beschriebene Kreis Grenzeurve sowohl für die 


Fusspunktlinie positiver, als die negativer Ordnung ist, so folgt: 
% 


a rd 
Unter einem Systeme von Fusspunktlinien (2) BR 
a 


=CD p stellen diejenige, welche gegen den 


% 

Ss — 

I-FiRx 

Pol convex gekrümmt ist, und ihre erste Fusspunkt- 

linie die äussere und innere Grenze dar, von wel- 

cher aus mit wachsender negativer und positiver 

Ordnung eine beständige Annäherung der Fuss- 
punktlinien an den Grenzkreis stattfindet. 

5) Die Reihe der Fusspunktlinien geht nur nach einer Seite hin ins 

Unendliche, nähert sich also auch nur nach dieser hin dem Grenzkreise, 

To R m —|1 N Es 
wenn — — —1-+% einen Wertı ——— hat, wo m eine positive oder ne- 
Q, sin « m 
gative ganze Zahl bedeutet (vergl. $.3, 5). Sei zuerst m positiv, so bricht 
die Reihe der Fusspunktlinien, weil die der Elemente, nach der positiven 
1 m 


e. 1 
Een fol t ze. ui a i ° en 
TS | gt ı a jede Linie von der 





Seite zu ab. Aus 


* la m . - . . 
Gleichung & is (+ 2 + 2 ist aber, wie leicht zu sehen, Fuss- 
1 m 


punktlinie von der Ordnung 1 — m einer Geraden, deren Gleichung von 
. d . ’ . . “ 
der Form ist — = sin (+5); die Fusspunktlinie der Geraden selbst re- 
& 


dueirt sich auf den Fusspunkt deswom Pol auf sie gefällten Lothes. 
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. . “ .. . 1 . 
Sei m negativ und schreibe man dafür —m, so wird „= + —, und ist 
m 


2 +, 

. . . . '9 4 . . 

die Linie (2) — 2 + ») Fusspunktlinie ven der Ordnung m — 1 

eines Kreises, auf dessen Umfang der Pol liegt und dessen Gleichung daher 

. h ! : r 

in Bezug auf diesen als Coordinatenanfang die Form hat — == sin (+6). 
a 


Für die auf den Kreis nach negativer Seite hin folgende Fusspunktlinie 
wird == ©. 
In welcher Beziehung nun beide Systeme zu einander stehen, ergiebt 


sich am einfachsten, wenn man der Constanten b den Werth = giebt. Als- 


dann hat man für das erste System 
1 


r\ m 
(2) ee 
Aa m 


und seine Basis, die Gerade, 


a 
=/e— 6080: 
ei 95. 


1 
Pyon op 
_ =—=(008 —, 
a m 


und seine Basis, den Kreis, welcher obige Gerade in den Fusspunkt des 
vom Pole auf sie gefällten Lothes berührt, 


für das zweite System 


% 
— 60085: 
== 9 


Die-Gleichung dieses Kreises folgt aber aus jener der Geraden, als die der 
Fusspunktlinie zweiter Ordnung, indem man = —1 und n—=2 setzt. 
Nimmt man daher als Mittelglied den Fusspunkt des vom Pol auf die Ge- 
rade gefällten Lothes, d. h. sieht man den Kreis als Fusspunkt- 
linie des dem Poldiametral gegenüberliegenden Peripherie- 
punktes an, so gehören beide Systeme von Fusspunktlinien 
als ein einziges zusammen, dessen Basis der genannte Punkt ist. 

In der That ist man dazu berechtigt, indem die Berührende eines Punk- 
tes jede beliebige Lage hat, seine Fusspunktlinie also der geometrische Ort 
der Fusspunkte der auf alle durch ihn gelegten Geraden gefällten Lothe 
ist. Noch anschaulicher wird dies, wenn man sich den Punkt als Kreis von 
verschwindend kleinem Halbmesser denkt. Die Fusspunktlinie eines Krei- 
ses vom Halbmesser A, von dessen Peripherie der Pol den Abstand a hat, 
ist nämlich, wenn die Gerade durch Pol und Mittelpunkt Nulllinie ist, 

r=acospg+ R(csgp —|1), 

woraus für R=0 sichr=acosg ergiebt. 

Man kann daher sagen: 
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Die Fusspunktlinie m“ Ordnung eines Punktes in 
der Entfernung a vom Pol hat die Gleichung 


3 
7 [Zi 
(£) — cos. s 
a m 


wo die Verbindungslinie des Pols mit dem gegebenen Punkt Null- 
linie ist. 

Der durch den Pol und den gegebenen Punkt gehende Kreis vom 
Durchmesser gleich ihrer Entfernung und die denselben im gegebenen 
Punkt berührende Gerade sind hier die innere und äussere Grenze, von 
wo aus eine beständige Annäherung der Fusspunktlinien an den Grenz- 
kreis erfolgt. Für m == — 2 erhält man die Parabel, deren Brennpunkt 


2% 
der Pol ist; ihre Basis ist also (2) ==,608 = Der Parabel entspricht auf 


positiver Seite die Fusspunktlinie des Kreises, die Cardioide, deren Gleich- 


s 
LAS 
ung ist bei E08 u 
a 2 


Seien r und r’ zwei zu derselben Anomalie gehörige Vectoren zweier 





Fusspunktlinien entgegengesetzt gleicher Ordnung des Punktes, so ist für 


S 


den einen 
1 


r m & 
( ® ER 2 
Ad m 


für den andern 


woraus folgt 
Te 
d.h.: 
Für zwei Fusspunktlinien entgegengesetzt gleicher 


Ordnung des Punktes ist das Product zweier zu der- 
selben Anomalie gehöriger Vectoren constant, näm- 
lich gleich dem Quadrate des Abstandes des Punk- 
tes vom Pol. 

6) Allgemein haben in einem System von Fusspunktlinien von der 
Form ey == 084g je zwei dieser Linien entgegengesetzt gleiche Werthe 
von x, wenn für eine derselben, die man als Basis ansieht, x einen solchen 
Werth hat, dass 

%K ach K 
einaln T eet 
wo k eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Aus dieser Bedingung folgt 


Kö 2 
“= 7. 
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Ist nun k eine gerade Zahl, so erhält man das vorhin :betrachtete 
System von Fusspunktlinien des Punktes. Ein ungerades % giebt Jas 
System von Fusspunktlinien, deren eines Glied die gleichseitige Hyperbel 
ist mit ihrem Mittelpunkt als Pol und der Hauptachse als Nulllinie. Die 
Gleichung dieser gleichseitigen Hyperbel ist nämlich 


(2) 
— ach 
I P, 


daher die ihrer Fusspunktlinie von der Ordnung — n 
2 


u 
- cos 
a 1 DE a an? 


die ihrer Fusspunktlinie von der Ordnung n + 1, oder, was dasselbe ist, die 
der Fusspunktlinie von der Ordnung » der Lemiscate, welche auf die 
gleichseitige Hyperbel folgt, 


« 2 


& Se 2 
— —.008 ——— 
a 1-+2n ” 


Das Product zweier zu derselben Anomalie gehöriger Vectoren zweier 
solcher Linien ist daher ebenfalls constant = «a?. Die gleichseitige Hy- 
perbel ist in diesem Systeme die convex gekrümmte Curve, und sie und die 
Lemniscate bilden die äussere und innere Grenze, von wo aus die übrigen 
Linien sic#immer näher an den Grenzkreis anschliessen. 


I. Von den Fusspunktlinien erster Ordnung insbesondere. 
9. 


Die Formeln des $. 1 ergeben für n=1 


1) 


dp, sin « 


’ 





do, ro 
2 
r 

vg 0 

2) 77 sin «' 
=T, 0 a 
* 3 . 
r, sin « r’sın a 

‘ 0 0 
3) aertaert—— ag,, 

% % 

r 

4) u, = — de. 


% 
Hieran knüpfen sich folgende Betrachtungen. 


1) Die Gleichung 1) heisst in Worten: 

Das Winkeldifferential der Basis verhält sich zum zugehörigen ihrer 
Fusspunktlinie wie die Projeetion des Krümmungshalbmessers der Basis 
auf ihren Vector zu diesem Vector. Je nachdem die Basis concav oder con- 
vex gegen den Pol gekrümmt ist, haben der Vector der Basis und der zu- 
gehörige der Fusspunktlinie gleiche oder entgegengesetzte Drehungs- 
richtung. 5 


2) Aus der Gleichung 2) folgt: 
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Die Krümmung in P, ist eoncav, so lange der Krümmungshalbines- 
ser von P, auf derselben Seite einer auf r, in der Entfernung —r, vom Pol 
errichteten Senkrechten liegt als ?,, convex, wenn auf der andern Seite. 
Liegt.der Krümmungsmittelpunkt von P, auf jener Senkrechten, so ist we- 
gen 9, —= —@, P, ein Wendepunkt der Fusspunktlinie. Dieselbe hat so viele 
in O liegende Spitzen, so oft r,— 0 ist, d.i. so oft die Basis durch den Pol 
geht. ‘Jedem Wendepunkte der Basis entspricht eine Spitze der Fusspunkt- 
linie. Lassen sich.vom Pol aus eine oder mehrere Berührende an die Basis 
legen, so liegt der Krümmungsmittelpunkt eines jeden zu einem Berührungs- 
punkte gehörigen Fusspunktes (der mit dem Pol zusammenfällt), auf der 
Mitte des Vectors des Berührungspunktes. 

3) Redueirt man die Gleichung 2) auf o,, so folgt 


ed FE No 
00 9: ( a =] 
sin 0 


Nimmt man als Fusspunktlinie die Gerade, d.i. 0, = x, so folgt für ihre 
Basis, d.i. die sie im Scheitel berührende Parabel, deren Brennpunkt der 
Pol ist, die Relation 





27 


sin a’ 





ee = 


oder ! 
2r z=zosSına, 


woraus sich eine sehr einfache Construction des Krümmungshalbmessers 
der Parabel ergiebt. 

Auf gleiche Weise folgt für die Ellipse und Hyperbel, deren erste 
Halbachse a ist, wenn man den Brennpunkt als Pol annimmt, 


Me s me Zu , 
s sın & a 


da bekanntlich die Fusspunktlinie der aus ihrem Mittelpunkte mit dem 





Halbmesser «a beschriebene Kreis ist. Sei ”’ der zu » gehörige Vector aus 


’ 


2 : R 2 2 
dem andern Brennpunkt, so ist für die Ellipse «a = Su. und folgt 


L. 2rr 





Tan a r+r’ 


d.h.: der Krümmungshalbmesser der Ellipse ist gleich dem.harmonischen 
Mittel der beiden Vectoren aus den Brennpunkten, multiplieirt mit dem re- 
ciproken Oosinus des halben von ihnen eingeschlossenen Winkels. 
4) Die Gleichungen 3) und 4) kann man in den beiden Sätzen aus- 
sprechen: 
Trägt man vom Pol aus auf jeden Vector der Basis 


ö ;; 5 r,sin 
als Vector die Grösse r en auf, so hat der 
| ®% 


von dieser Curve begrenzte Sector gleichen Inhalt 
mit.dem entsprechenden Sector der Fusspunktlinie. 


. “4 . . .. e 
Damit » reell sei, muss die Curve concav gekrümmt sein. 
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Und: 


Trägt man vom Pol aus auf jeden Vector der Basis 
2 


. .. ' m . . . .. 
die Grösser”—=-, die dritte Proportionale zum Krüm- 
% 


mungshalbmesser und Vector auf, sohat diedadurch 

entstehende Curve gleiche Länge mit dem entspre- 
chenden Stück der Fusspunktlinie. 

Mittelst dieser Sätze lassen sich Quadratur und Rectification verschie- 

dener Linien auf einander reduciren. Als Beispiel diene Ellipse und Hy- 

perbel, deren Brennpunkt der Pol ist. Ist »p ihr Parameter, & die nume- 








unnnnnn 
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rische Excentricität, so ist die Fusspunktlinie ein mit dem Halbmesser 





2 


aus dem Mittelpunkt beschriebener Kreis. 
Ferner ist 
Bw pP 
1+82coso 


| 1-+.cos@, 
SI == ee ee 


r ( rn, (1 — 2) 
D Ara 7 ’ 
sin & p 


E pyi+tecosp 

er +2+2ecosp' 

ee hrE eos p) 

1 er +®”°+28cos p)E 
Es lässt sich daher durch eine einfache Construction mittelst des Kegel- 
schnittes r, der Sector der Linie r’ durch einen Kreisseetor, der Bogen der 
Linie r” durch einen Kreisbogen darstellen. Beide Linien sind geschlossen. 
Für e<(1, d.h. wenn die Basis eine Ellipse ist, ist der Inhalt der geschlos- 


No 








und ergiebt sich 


; j h pP 
senen Curve r’ gleich dem des Kreisses vom Halbmesser ep der Um- 





fang d@r Curve r” gleich dem desselben Kreises. Für 2>1, d.h. wenn die 
1 
Basis eine Hyperbel ist, gehen beide Curven für cos ie: durch den Co- 


ordinatenanfang (Brennpunkt), ihre Berührenden in diesen Punkten sind 
also den Asymptoten der Hyperbel parallel. Die Curve r' hat nur einen 
Zweig, dem nächstliegenden der Hyperbel entsprechend, die Curve r” hat 


1 : . 

zwei. Ist ß==arc cos — der halbe Asymptotenwinkel, so ist der ganze 
€ 

Inhalt von r’ gleich dem eines Kreisseetors vom Centriwinkel 28 und Halb- 


messer die Länge des entsprechenden Zweiges von »" gleich die- 





’ 
Eng 
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sem Kreisbogen, die Länge beider Zweige aber gleich dem Umfange des 
ganzen Kreises. 
Für ?== 1 wıra 
m pP 
WTTI Feosp, 
die Gleichung einer Parabel, und wird 
‚ pP 


vr en 


V2 cos 2 





I 


„ pP 


1: Te TEE re 


2 cos u 
& 
und da die Fusspunktlinie eine Gerade ist, so lässt sich der Sector dieser 
Linie durch ein geradliniges Dreieck und“ der Bogen durch eine gerade 
Linie darstellen. Noch werde bemerkt, dass in allen 3 Fällen zwischen 
7, r und r” die Relation besteht | 


2 
r? y 


er N PL 
Nimmt man die gleichseitige Hyperbel als Basis und ihren Mittelpunkt 
als Pol, so erhält man für r” ihre Fusspunktlinie, die Lemniscate, selbst. 
Ihr Vector ist also die dritte Proportionale zum Krümmungshalbmesser und 
Vector der gleichseitigen Hyperbel. E 


6. 

1) Aus der Betrachtung, dass der Vector der Fusspunktlinie sich stets 
parallel dem Krümmungshalbmesser der Basis, d. i. der Berührenden ihrer 
Evolute bewegt, ergiebt sich eine Beziehung zwischen Evolute und Fuss- 
punktlinie. Sei nämlich ” der Vector der Evolute vom Pol aus, «’ dessen 
Winkel mit der Berührenden der Evolute, die mit dem Krümmungshalb- 
messer go, der Basis, welcher den Bogen der Evolute darstellt, so hat man 
einfach P 

rn =%+T r cosd. 
Nimmt man z. B. als Evolute einen Kreis vom Halbmesser a, seinen Mittel- 
punkt als Pol und lässt die Nulllinie durch den Anfangspunkt der Ab- 


a . ‚ TC 
wickelung gehen, so ist « = = und 


ler 
d.h, - 
Die Fusspunktlinie der Kreisevolvente in Bezug auf den Mittelpunkt 
des Kreises als Pol ist eine Archimedeische Spirale. 
2) Verändert man die Lage des Pols, so bleiben die zu demselben 
Punkt der Basis gehörigen Veetoren der so entstehenden Fusspunktlinie 


# 
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einander parallel. Daraus folgt, dass, wenn die Gleichung der Fusspunkt- 
linie einer gegebenen Basis in Beziehung auf irgend einen Pol kennt, dann 
auch die Gleichung der Fusspunktlinie in Bezug auf jeden andern Pol, 
dessen rechtwinklige Coordinaten gegen jenen g und Ak sind, bekannt ist. 
Denn sei r, der mit r, parallele Vector vom zweiten Pot aus, so hat man 
einfach : 

| r, =r — 90089, —hsing,. 
Daher ist z. B. die Gleichung der Fusspunktlinie eines Kreises vom Halb- 
messer a, von dessen Mittelpunkt der Pol den Abstand b hat, 

rn =a—becosp,, 
wenn die Verbindungslinie des Pols mit dem Mittelpunkt Nulllinie ist. 
Die Fusspunktlinie der Ellipse in Bezug auf den Brennpunkt als Pol 
ergiebt sich leicht als ein Kreis von der Gleichung 
nnd € cos 9, + iss & sin? p,), 

wo a die grosse Halbaxe, e die numerische Excentricität bezeichnet. Setzt 
man A=0, 9=a.e, so erhält man als Gleichung der Fusspunktlinie in 
Bezug auf den Mittelpunkt 


va Sa yı — sin? Q.. 


All, 


Zur Bestimmung des Querschnitts eines Körpers, dessen 
absolute Festigkeit in Anspruch genommen wird. 


Von Dr. EDUARD ZETZSCHE. 


Nennen wir (mit Weisbach) diejenige Kraft £, welche ein Prisma 
vom Querschnitt 1 um seine eigene Länge ausdehnen oder zusammen- 
drücken würde (insofern diess ohne Ueberschreitung der Rlastieitätsgrenze 
möglich wäre) den Elastiecitätsmodul, so wird ein an dem einen Ende fest- 
gehaltener prismatischer Körper von der Länge a und dem Querschnitt F 
durch eine in seiner Achsenrichtung wirkende Kraft O innerhalb der Elas- 
tiecitätsgrenze um das Stück 


pn 


A =—— 


= FE 


oz 


2 
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ausgedehnt oder zusammengedrückt. Bei schweren Körpern besteht nun 
die ausdehnende oder zusammendrückende Kraft O0 entweder blos aus dem 
Gewicht @ oder neben diesem noch aus einer mit ihm in gleicher oder ent- 
gegengesetzter Richtung wirkenden Kraft ? und es ist dann 
- Orr, al 

Da ferner innerhalb-der Elastieitätsgrenze die Ausdehnung oder Zusam- 
mendrückung der wirkenden Kraft proportional ist, so würden @ oder P 
allein den Körper an derselben Stelle, wo ihn O um dA ausdehnt, um dA, 
oder dA, ausdehnen, deren Werthe aus den Gleichungen 

0:6 =dıA:dA, i 

9 :.BF=dich, 

Per Biss 
zu entnehmen sind, so dass also 


G G 0 G 
dn—Zdi= Op züh 
a % 
a Or 
G P 
dh tdah— dat di—dk 


ist. Während aber dA, an jeder Stelle des Körpers für gleichlange Stücken 
desselben denselben Werth hat, also constant ist, wächst dA, in demselben 
Maasse, als die betrachtete Stelle M von dem freien Ende B gegen das fest- 
gehaltene Ende A hinrückt (s. Fig. 1, Taf. IV); denn es ist ja eben das für 
diese Stelle in Rechnung zu ziehende Gewicht stets das Gewicht des von 
dieser Stelle aus gegen das freie Ende hin liegenden Stückes MB. Nur 
für eine unendlich kleine Erstreckung dz des ganzen Körpers AB bleibt 
die wirkende Kraft dieselbe. Ist nun das dz vom freien Ende um MB=:z 
entfernt, so wiegt das Stück MB des Körpers yFz, wenn y das Gewicht 
der Voluimeneinheit bedeutet, und es ist’ demnach 





dl 2 .dz 
und 
di = dz 
ER 
folglich: 


1 
a—dun dh ;.(yF?+tP)d: 


und die Gesammtausdehnung beträgt für die Länge AB =.a: 
a . 
1 LyFa+Pp 4GB 
= 7% Yrerp)ae=tH Tg meter 
0 
worinG=yFa das Gesammtgewicht des Körpers bezeichnet. 


Ist uns vorgeschrieben, dass in dem zu construirenden prismatischen 
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Körper keine bleibenden Dehnungen oder Zusammendrückungen eintreten 
sollen, dass also die Elastieitätsgrenze nicht überschritten werde, so müssen 


wir dafür sorgen, dass das Maximum der relativen Ausdehnung oder Zu- 
sammendrückung, d.i. 


e eh S 
dz neh. FE mazx. 


kleiner bleibt, als die relative Ausdehnung oder Zusammendrückung e, 
welche der Körper (durch den Tragmodul 7 für die Flächeneinheit) an der 
Elastieitätsgrenze erleidet, und weil 


rn 


T 
o:4 == TE; 6,7 


ist, so lautet unsere Bedingungsgleichung: 
T rFz#»P 
et FE Ir 
oder: 
FTZ(yFz + P)maz. 
Nun ist aber: 
I) für ein positves Pder Ausdruck yFz + P, 
ein positives Maximum = G + Pfür = a, 
5 a: Minimum = P für z=0; 
II) für einnegatives Pder Ausdruck yFz — P, 
A) wenn G<P 








ein negatives Maximum == — / für z =0, 
u ” Minimum = — (P — 6) für 2=u; 
B) wenn G>P 
ein absolutes Minimum =0 firrz = — =2,, 
Y 
; „» positives Maximum = 6 — Pfür z=au, 
„ hegatives hr —.- Pfr. 
Für den Fall 2 P=6 ist 
— pP — % . ” 
Hr pP 2’ 
a 


es ist dann auch nicht allein das positive Maximum und das negative gleich 
gross: G—P=P, sondern es wird zugleich selbst die Gesammtausdehnung 
A=0; wäre dagegen G>2P, so ist das positive, wäre G <2P, so ist das 
ee Maximum das grössere. 

Damit also die Elasticitätsgrenze nicht überschritten werde, muss man 
nehmen: 

I) für ein positives P: 

FTZyFa+P 


1) ube 
I ayu 


# 
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und in diesem Ausdrucke ist natürlich 7>ya, weil das Tragvermögen 
T- 

FT>G sein muss; wäre ya>T, a>—, so wäre P< — F(ya—T)d.h. 
n. 


man müsste die Festigkeit durch eine dem Gewicht entgegenwirkende Kraft 
wenigstens von der Grösse # (ya — T) unterstützen, sonst ist F in jedem 
Falle zu klein. 
II) fürein negatives P und zwar: 
A) wenn @< P 


KFZ, P>yra>nya, 


2) ER T>ya; 


B) wenn @> P und genauer 
a) wenn P<G <2P: 


P 9:Pp 
1 ya 
‘ > F re 
3) Sn ya Is 


b) wenn G>2P: 
FTZyFa—P, 
Er pP 
4) 3 s 
N 4: 
Weisbach giebt in der dritten Auflage seiner Ingenieur- und Ma- 
schinenmechanik, 8. 320 für F blos die Grenzwerthe: 











5) ua 
T—ya_ 
RP 

6) I 

7) Dr 
ya—T 


und selbst ohne die Bedingungsgleichung, welche angiebt, wenn man sich 
der Formel 6), und wenn man sich der Formel 7) zu bedienen habe. Ein 
Blick auf die Formeln 1) bis 4) zeigt aber zur Genüge, dass man 4) mit 
* Vorsicht anwenden müsse. Während wir nämlich bei 1) bestimmt 7T>ya 
voraussetzen mussten, haben wir für 4) nur die Bedingung: 
Gr ya 


5 „ >PZya—1jF 


a 
7. 2 > Y on 2 
welche erfüllt ist, wenn T>Z und wenn ya — T<O ist. 


T 
Wäre ya— T<0, — >.a, so wird 
r 


Von Dr. EDUARD ZETZSCHE. 345 


NAANAANINNNNINININININDINNINNININIIIINITNNINININTNNNNNNINI DIN INN INN INA N ANNIE IANNINANAN DD NNINnNNnNnNnnnnNn 


Ben 
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da hier #<0, so ist der Querschnitt in jedem Falle mehr ausreichend, weil 
Ja schon das Tragvermögen FT >yYFa, d.h. FT>G ist, der Körper 
also selbst dann nicht über die Elastieitätsgrenze ausg®dehnt oder zusam- 
mengedrückt werden würde, wenn es sein ganzes Gewicht tragen müsste; 
um so weniger daher, wenn auch (—P) noch einen Theil des Gewichts auf 
sich nimmt. 


, a IH . : 
Ist dagegen ya>T> In; u> ey ‚ so sagt uns die Gleichung 4) 
e Y 
dass, während man in 1) bis 3) sicherer geht, wenn man den Querschnitt 
grösser nimmt, als er sich aus den Gleichungen 5) oder 6) ergiebt, man 
in 4) besser den Querschnitt kleiner nimmt, als ihn Formel 7) liefert. So 


überraschend diess anfänglich erscheinen mag, so ist es doch wohl begrün- 
det. Ist nämlich 


mn 


und wir setzen bei 2 >1 der Sicherheit wegen darin — an die Stelle von 
n 


T, so findet sich 





P 
F, = rn 
a— — 
n 
u — — | 
Küsgh N ya. er (n —1)T. 
FR ya—T nya—nT nlya=-.T)’ 
es ist also der sicherere Querschnitt kleiner. Oder ist beim Querschnitte 
P ; e 
Pe BT das Gewicht = 6, und beim Querschnitte F, == F, — 0? das 
er 


Gewicht = @,, so soll 
ah, T=e6,- P=yHKha—p, | 
FT=RT-®T> 6 -P=(R,—0)ya—Pp, 
FRT>yRa— P)—&(yd—T), 
0>—d(ya—T) 
sein, was offenbar der Fall ist, da wir ja ya_> T voraussetzten. Je kleiner 
man also F, wälılt, desto besser thut man; doch hat die Verkleinerung eine 
Grenze, die sie nicht überschreiten darf, durch die Bedingung: 


G>2P 
yFa>2P 
or 
s PA R 
und somit ist 
2P P 
8) u 


ya = ya—T 
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LyF 
nach 3) F22l—; 2. Tea; 

LyF 
nach 4) r<?2T u en e,a, 

ya-——E 
und nach beiden 

iy,y 1 
T 7.790 7 zya 
N re SE 
und somit F ganz beliebig, so lange nur 2 < — ist; aber es ist dann 
et 


2:P 
P=3yFa, F=—. Wäreya==T, so müsste 3, F<F< w sein; wäre 
De Ei 


T>ya, so ist genau wie bei dem Falle P<4G unter derselben Beding- 
ung. 

Wirkt blos das Gewicht des Körpers, ist also ?=0 und natürlich 
zugleich auch @>2P, so ist 


nach |) (Tr) F 20 
T—ya 20 
ya 


oder nach 4) 
(7 a: T) F < 0, 
also ebenfalls 


ya— Tz 0 
BIN 
zu nehmen, und F kann dabei jeden beliebigen Werth haben. Für «> = 
Y 
ist wiederum kein F ausreichend. 
; 1 
Da in dem prismatischen Körper En FE Fz+ P) veränderlich ist 


und F für () bestimmt werden musste, so hat der Körper an den 
maX . 
weniger in Anspruch genommenen Stellen einen zu grossen Querschnitt. 
Diess ist mindestens eine Materialverschwendung und vermehrt zweckwid- 
rig das Gewicht des Prismas. Suchen wir daher das Gesetz auf, nach wel- 
chem der Querschnitt eines durch sein eigenes Gewicht und eine am freien 
Ende in derselben Richtung wirkende Kraft P belasteten Körpers sich än- 
dern muss, wenn er an jeder Stelle nur die daselbst nöthige Tragfähigkeit 
haben soll. Ist F ein beliebiger Querschnitt eines solchen „Körpersvon 
gleichem Widerstande‘“ in der Entfernung z vom freien Ende, und ist 
dieser Querschnitt in Anspruch genommen durch die Gesammtkraft 0, so 
muss nach 1) 
0 
02 
sein, wenn wir das Volumenelement von der Höhe dz über F als Prisma be- 


F= 
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trachten (Fig.2, Taf. IV); damit dies aber erlaubt sei, muss dz ein Differen- 
zial sein, und wir sind berechtigt, das unendlich kleine ydz zu vernäch- 


lässigen, haben also N 
Od 
F=-— 
2 
und die Querschnittszunahme 
do 
df = —. 
T 


O wächst aber um das Gewicht des kleinen Prisma’s über # von der Höhe 


dz, und somit ist 
yFdz 
P I 


dF y 
HL far=B dz, 


! 
gesetzt wird, 

log nat. F = ßz + Const., 

9)  Fzeß?, eConse, 


Dies ist die allgemeine Form, und aus ihr erhalten wir die einzelnen 





EFF == 


Y 


wenn ß = T 


Fälle, wenn wir nach einander 
Pam AEetsnd Pe 
setzen. _ 
I. Wirkt nun am freien Ende N die Kraft + P, so muss an ihm der Quer- 


Be iR 
schnitt F, — 7; sein, und da F, zu z— 0 gehört, so ist u Be ee 


und allgemein 
10) F=Fyeb:., 
Je grösser z, desto grösser wird 7, und als Querschnitt am festgehal- 
tenen Ende erhalten wir 
| Fu —= Fyeß«. 
Hätten wir die Abscissen als & vom festgehaltenen Ende M ausgerech- 
net, also &==«a — z genommen, so wäre 
F= F,eß («— 8), F,efe— Feß:, 
und 
1) F— F,e-ß®, 
F,— Feß®. 
Wählen wir endlich einen zwischen M und N, in der Entfernung d von 
N gelegenen Punkt als Ausgangspunkt für die &, setzen wir also , =r —d, 
so wäre der Querschnitt an jener Stelle, wo &==0, 2—=d ist, nach 10) 
F, = F,eß4, 
somit 
ra 42) He Fe &+4 ne, eß$,, 


und 
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FE, e- Ba, 

PR, if, 60h; 

d+d, =#%; 
in 12) wächst & von — dbis 4,=a—d, es sind also die beiden Fälle 10) 
und 11) zugleich darin enthalten. 

II. Wäre / negativ und sein absoluter Werth grösser, als das Gewicht 

G@.„ des ganzen Körpers, so wären die spannenden Kräfte sämmtlich ne- 
gativ, und somit bewirkt dann das mit z zunehmende Gewicht eine. Ab- 
nahme der spannenden Kraft (Fig. 3, Taf. IV); daher ist: 


dd sa yEde, 
F:= F,e-P:, 
F,— Fye- Pe, 


F F 
und F<F,, —==ef:, während früher — —= eP* war. 
F F 
! 0 
Es ist demnach die Begrenzungsfläche umgestürzt; setzen wir aber 


= a— z, indem wir die 2’ von M aus zählen, so wird: 

13) F= F,e-Pta-2) — Fe-Paeß*— F,eP?. 

III. Wäre der Querschnitt des Körpers von gleichem Widerstande an 
irgend einer Stelle =0, so müsste an dieser Stelle die spannende Kraft 
— 0 sein; dies ist aber für ein positives ? nirgends der Fall, eben so wenig, 
wenn Pnegativ, aber sein absoluter Werth grösser als G, ist. Wäre da- 
gegen P=0, so wäre ,—=0, F= eß=. eConst, 1 —1. eConst. 

14) F—0. eßz, 

d. h. alle Querschnitte in endlicher Entfernung sind = 0. 

Wäre endlich P negativ und sein absoluter Werth kleiner als @,, so 
ist an einer mittleren Stelle, etwa bei z==a, das Gewicht @,, = P, also die 
Spannung —= 0 und auch der Querschnitt F, =0. Von z=a, bis z=u 
sind die dO als positiv einzuführen, und wenn z, =«a—z gesetzt wird, 





so ist 
RER mp Pa ne 
F T . 
für 2, 0 Ist Feier, lee 
15) F— FeP8, 


Von z==0 bis z=a, sind die dO wieder negativ einzuführen, und 
wenn 2, —72;,1so ist 





dF iz 
me Fze-fz eConst. ; 
für 2, == ist tens 5 also 
16) Fi FePz. 


Die Gleichungen 15)-und 16) haben dieselbe Form wie 11) und lassen 
sich mit ihr in F= Me? PS zusammenfassen, wobei die $& immer vom be- 
treffenden (festen oder freien) Ende nach der Mitte hin zu rechnen sind. 
Unter der Voraussetzung, dass F, und F, nicht = 0, also dass F, >0 
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ist, kann aber in = Fe ps nur, wenn == ist, F==0 sein, es sind 
daher alle FE RRIE in endlicher Entfernung vom einem Ende grösser 
als 0. Wenn wir aber in 15) 2 
za, = —z, +ta— a, 
und in 16) 
, = 1—, =a”#z 
setzen, so alten 15) und 16) über in: 

'F=R,e-Pla-a)eßz' Sn eßz/’ h s 

F— F,e- Ba eßz/— F,eß% Hohes Fa, ee, 
und da die Gleichung 17) mit 14) von gleicher Form ist, so müssten zu- 
gleich alle Querschnitte in endlicher Entfernung von F, gleich 0, und alle 
Querschnitte in endlicher Entfernung von einem Ende grösser als 0 sein. 
Da dies unmöglich ist, müssen in 15) und 16) F, und F,„ und alle übrigen 
Querschnitte mit F,„, gleich 0 sein, und in 14) ist auch der Querschnitt in 
unendlicher äthefiing 4 —=0(. Es ist sonach weder für P==0, noch für ein 
negatives P, dessen absoluter Werth <@Ga wäre, ein Körper von gleichem 
Widerstande möglich. 

Nachdem wir einmal die Querschnitte eines Körpers von gleichem 
Widerstande bestimmt haben, lässt sich auch leicht das Volumen jenes 
Stückes bestimmen, »welches zwischen dem freien Ende und dem Quer- 
schnitte F liegt; es ist nämlich 

uV/ =—=Fd2 
und daraus erhalten wir: 
I. nach 10): 
dr =iR,ehr ar, 
„= 7 De eßz 4 Const. — —. Const., 


und weil für z=0 auch Y==0, also 
+7 
— — Ft + Const.— — + Const.— — ie Const. 
rn y Y 


ist, so beträgt das Gewicht des in Rede stehenden Stückes 
G=yV—=T.Feb?— Tr —=T(F—R)=P(e:— ı), 
und das Gewicht des ganzen Körpers 
= Pl 1)=T(R— BR); 
II. nach 13): 
AV —F,e*ar, 
1 : TF 
V— — Fzel* + Const. = — , 
Ale y 
TF TE , 
0 e Forst t kenst = Zar + Consl.= — e-P*"+ Const., 
Y 7 


also das Gewicht des Stückes vom festen Ende bis zu F: 
G=YV—T(F-R)=TF(i—eß-r) = Perhe(e®—ı), 
und das Gewicht des ganzen Körpers: 
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= T(KR—H)—=Pi— erfe), 
Wäre der Körper prismatisch gemacht worden, so wäre sein Quer- 


nnnnnunnınnn 





. ’ P . . 
schnitt #’= ——— und sein Gewicht 
In 


A yra=_— — Pat +ß’a+Pß'a+...), 
und weil 
1 Ba + IB! + FB + pa... )—1—erhe 
ist, so haben wir in jedem der beiden Fälle an Material erspart: 

2 12 3 4° 
2: = p(4l5 + 319 2 + Be) 

Da der Körper blos rücksichtlich seiner absoluten Elastieität oder 
Festigkeit in Anspruch genommen werden soll, so stellen wir uns seine 
Querschnitte als ähnliche Figuren vor, deren Schwerpunkte in der Achse 
des Körpers liegen, und diese steht mit der ihr parallelen Kraftricehtung 
senkrecht auf jedem Querschnitte. Die allgemeine Form der Gleichungen 
10) und 13) ist: #=F, eP=. Jenachdem nun die Begrenzungslinie der Quer- 
schnitte F und F, für rechtwinklige oder für Polarcoordinaten durch Gleich- 
ungen von der Form p(xz,y)=0 und 9 (x,,4,)>=0, oder von der Form 
ab(r,u) und »(r,,u,) gegeben ist, wird 


= [ya = x dy 


oder 


73 frau, 
Dr 3 frau, 


frau: fyazı, 
18) 


Jew=e: x, dyı, 


und 


oder | 

19) 3 frau yo nd, 
worin die Integrale bestimmte, ihre Grenzen aber eben dadurch gegeben 
sind, dass die Integrale begrenzte Flächen bedeuten. — Eine oder die an- 


dere dieser drei Gleichungen zusammengenommen mit @ (x,y) =0 oder 
a (r,u) =0 bestimmt die Mantelfläche des Körpers vom glei- 
chen Widerstande. Die Horizontalschnitte derselben sind Linien, de- 
ren Gleichungen die Form p (x, y) =0 oder w(r, u) —=0 haben, und wenn 
man in 18) vor dem Integriren beziehungsweise y und y, oder @ und x, aus 
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den Gleichungen p (x, y) = 0,und (x, ,Y) =0 entnimmt und einsetzt, so 
erhält man 

20. fa) (a). ef, 

kWh) .e:, 

d.h. die Gleichungen der Verticalspuren in der Ebene XZ oder YZ, oder 
allgemein die Gleichungen sämmtlicher Verticalschnitte parallel zur Achse 
der x oder der y, jenachdem in 20) für «, und y, die Werthe für den Durch- 
schnitt der Begrenzungslinie in #, mit der &- oder y- Achse oder andere 
[nach 9 (z,,yı) zulässige] Werthe einsetzt. Die Entfernung %, oder x, die- 
ser Schnitte von der &- oder y-Achse in F, liefert die Gleichung g (x, ,y,)=0 
selbst, wenn man in sie den in f(x,) oder f,(y,) verwendeten Werth von x, 
oder y, einsetzt. 

z.B. 1) Es sei der Querschnitt ein Quadrat, dessen Ecken in den 
Achsen liegen, dann ist: | 


9a y)=Yyy—-VaN-an-=0, 


b b 
Pf —2)ae, nal) da; 
0 0 
die Gleichung der Spar in der Ebene XZ oder YZ (Fig. 4, Taf. IV): 
h? — breßz, 
0.5; eiP> == d,n? Wenn. N — e? = 


und die Gleichung der Verticalschnitte: 
== Be: x, n?, 
worin aber x, nur von — b, bis + b, geht. 
2) Es seien die Begrenzungslinien parallel zu den Achsen in den Ent- 
fernungen c’ und c”, dann ist 
ea fr Nr tt, 
und die Gleichung der Verticalspur (Fig. 5, Taf. IV) 


C 
iz F=-Ale deine act. ePz 
0 
€ z 
DD A fe de — Acc" —4cyer . eh: 
0 
Die Gleichung der Verticalschnitte dagegen lautet: 
UYT Kıyı ePz, 
worin aber nach 9 (x, ,y,)==0 nur die Werthe x&,==c, und y,=c,” brauch- 
bar sind, so dass durchweg 
| "emcc ef: 


[24 ’ 8 
ee —C, ee eßz. 


’ 
ist, und in dieser Gleichung sind wegen der vorausgesetzten Aehnlich- 


’ 


. . ’ . .,. . . G 
keit der Querschnitte ce’ und c” gleichzeitig mit z variabel und zwar — 
c 
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—=—. Beic’ =c, ==c, geht dieser Querschnitt in den unter 1) betrach- 


teten bei einer um 45° geänderten Achsenlage über, und es ist dann: 
ce ee c,n?, 

wenn wieder n— e®P ist. 
| Wäre c” für alle z gleich gross, so bestünde die Mantelfläche aus zwei 

Ebenen, parallel XZ, und aus zwei Cylinderflächen von der Form + ce x 
— cy eßz, . 

3) Für kreisförmigen Querschnitt ist: 
Y(r,u) =r—o0=9, 


27 27 
Er 3 fe au ze fan 70°, 
0 0 
7 
n=} fordu—ags, 


0 
also 


ae —no/?eP:, 
SFR ea? — g1N“, 
wenn abermals n = ezP ist. 

Bei kreisförmigen Querschnitten sind also alle radialen Verticalschnitte 
congruente logarithmische Linien; bei quadratischen ist d, =c, V2, bi ey?, 
also sind auch hier die Verticalschnitte durch die Diagonalen und parallel 
zu den Seiten unter einander sowohl, als mit den Verticalschnitten bei kreis- 
förmigem Querschnitte congruent, nur dass der Anfangswerth 5b, einem c 
gleich kommt, für welches z== ?Jog v2 ist. 

Sind die Querschnitte Linien höherer Grade, so ändert sich die Basis 


“ n der Logarithmen, so z. B. schon bei kreisförmigen Querschnitten für Ver- 
ticalschnitte durch Sehnen. 


XIV. 
Rechnung mit rationellen symmetrischen Functionen. 


Von Dr. R. Hoppe, 
Privatdocent in Berlin. 


Bekanntlich lässt sich jede rationelle symmetrische Function der Wur- 
zeln einer algebraischen Gleichung rational in deren Üoeffieienten aus- 
drücken. Ihre indepedente allgemeine Darstellung sei das letzte Ziel der 
vorliegenden Arbeit. 

Da nach Verwandlung einer symmetrischen Function in einen einzi- 
gen Bruch Zähler und Nenner symmetrisch werden, so redueirt sich das 
genannte Problem auf den Fall ganzer Functionen. Jede ganze Function 
lässt sich in homogene Theile verschiedener Grade zerlegen, jeder homogene 
Theil wiederum in solche Theile, die ohne Aufhebung der Symmetrie nicht 
getheilt werden können, und welche geschlossene Functionen heissen mö- 
gen. Die letztere erhält man, indem man ein Glied durch alle möglichen 
Vertauschungen der Elemente in eine Anzahl der übrigen Glieder über- 
gehen lässt: deren Summe nämlich ist eine geschlossene Function. Die 
durch Vertauschung der Elemente in einander übergehenden Glieder sollen 
gleichgebildete heissen. 

Der Ausdruck einer geschlossenen symmetrischen Function sei 


& 2 1 
la an 0 AR), 
WO My; Mg, .. . die Zahl der Elemente bezeichnen, welche in erster, zwei- 
ter u.s. w. Potenz mit dem darüber bemerkten Exponenten erscheinen. 
Bezeichnet n die Anzahl der vorhandenen Elemente und 
I=m tm;+...ma 
die aller verschiedenen Elemente, welche in jedem Gliede vorkommen, so ist 
n! 
(n — D!m,!m,!...m.! 
die Anzahl der Glieder von C. 
L 


Nach diesen Vorbemerkungen sei die erste Aufgabe, das Product 


1 & 2 1 
DB =LCkk).l (ma. m, m) 
in eine Summe geschlossener Funetionen zu entwickeln. 
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Da der erste Factor bei jeder Vertauschung von Elementen unverän- 
dert bleibt, so erhält man das Product, indem man ein Glied des zweiten 
Factors mit dem ersten Factor multiplicirt, und dann die Elemente derart 
vertauscht, dass jenes Glied in alle übrigen übergeht. Die Multiplication 
bewirkt, dass einige Potenzen um l erhöht werden. Es sei wg die Anzahl 
der ß!°" Potenzen, welche in die (ß + 1)'° übergehen, und zur Abkürzung 

A 21 u a 

dann ist s 

& +1 & BEE 1 

(2 ,ma — Cat Lore - m — + a, m — a. +k—T) 
die Form eines Gliedes des Products. Alle Glieder, in welchen sämmt- 
liche x dieselben Werthe haben, sind gleichgebildet, alle verschiedenen 
Systeme von Werthen der & gehören zu verschiedenen geschlossenen Thei- 
len. Folglich liefert die angedeutete Multiplication für jeden geschlosse- 
nen Theil soviel Glieder, so oft dasselbe System der & vorkommt. Bei 
Vertauschung der mg Elemente, welche den Exponenten ß haben, bekommt 
nun x so oft denselben Werth, als Combinationen xg!® Classe zwischen m 
Elementen möglich sind, d. i. durch Binomialcoeffieienten ausgedrückt 


mal. Ebenso treten 

(n — Dr 
mal k — / neue Elemente in erster Potenz als Factoren hinzu. Demnach 
ist 

1) (Mi), (m;), De (Me) (n — ai 
die Anzahl der Glieder, welche die Multiplication für den durch #,,... 2 
charakterisirten geschlossenen 'T'heil liefert. 

Vertauscht man jetzt die Elemente so, dass jedes Glied des zweiten 
Factors in alle übrigen übergeht, so kann kein Glied des Products aus 
einem geschlossenen Theile in einen andern übergehen. Folglich multipli- 
cirt sich die Gliederzahl eines jeden mit derselben Zahl 1). Setzt man also 


a+1 24 
P== 246 Matt ++ Hay Mi), 


so ist 
4 2 EN near ee 
R— Mm... nor! (n—Dim!...m.! 
(m)a, M)z,.- (Me)z, (Rn — kr 
wo 


Mu = m, — 4, + kaT 

ng Ep een 

Parı — I 

KESmANT BR Sn 
gesetzt ist und $ das Summenzeichen bedeutet. 


B | 
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Hieraus ergiebt sich der Werth 


d=m —a + E— Sa) sz (Mm — % + x), (ME — Art lit 


oder, wenn man 
k—Sıe=z, 
setzt, 
? p=« 
A= 1 (m —x x i 
Er ß ß + B-1)ag- 


Der erste Factor bestimmt die oberen Grenzen der &, nämlich Sa Zk, 
die übrigen die untern, <> 0. Es hat sich ergeben 
a 1 Sz=k P=«e 


1 
ER ECHR GC (me, um) Anal U (mg — x + ap), 


0 2,0 Pl 





ET Et: 
Y » r 3 
Cl Ma — Kat Far: - m — + &) 
wo 
%, — k— Si 
II. 


Es soll eine geschlossene Function vom höchsten Exponenten «+1 
auf solche vom Exponenten « zurückgeführt werden. 

Setzt man in Gleichung 2) % nacheinander —=1,2,3,..., so giebt es 
auf der rechten Seite immer nur ein Glied, welches resp. 1,2,3,... («+1)'* 
Potenzen enthält; die Anzahlen der anderen Potenzen hingegen sind unab- 
hängige allgemeine Grössen. Man findet daher den gesuchten Werth von 


a+1 1 
o=cl Pa+1 a 


successive für uy„+1 =1,2,3,...; und Q ist durch Gleichung 2) völlig be- 











stimmt. | 
Es soll demgemäss die Richtigkeit des Ausdrucks 
56 =Ug—] 1 BP & 
0= 2...2BC(e,) C (tar ı u +1 
0 = 
De 2 1 
ER — 50) 


wo B Function der a und der o ist, durch Einführung in die Gleichung 2) 
bewiesen werden. "ie giebt 


Sack Sco=Xy , 1 
Das 32. .6 a4, BC (ou) X 


20,0 oy=0 06,—0 
Cm + Lat Ian Me-ı — Ea-ı F Fa — Ia—ı Fan. 
m, — tt — +0,m —u +k— S2e— 60 +%u— 56). 


Hier treten in B an die Stelle der „a die Werthe 
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mn Z=Mm —%, +2, etc. 


HM: — ag t Laı 


Kai Co 
Setzt man 
6, = 9 — I 6 02 — %y +: 0 0a Tan (a = 0n 
so kommt nach Vertauschung der Summenzeichen | 
Se=k 1 
PZN bloo) lim. or Mir u 
00 0,0 
MM — 0 + 0 mM, — Qı + k — Se) M 
Sek 
MEZ U B 
Seh 


Diese Gleichung wird befriedigt, wenn für e=k, M=1, für jedes 
andere ou, M==0 ist. Dies ist der Fall, wenn 


B— (— ı)"a+1+%@ zz Fu BaNE Tr ae, 
un, ee 
gesetzt wird. _ Zum Beweise sei 
BR =RTt” für P<y 
BB 1108 +28 —1 für B>y —Tt. 
Dann erhält man nach Substitution der Werthe von 4 und B 


Se 


x P=« 
M— Sl er — ESF ULR 
(1) ER; xg + 28-1): er x 


ya BP=a 
Z2u.H — | 
EG En Ep Br) 1a 
x y—a P=« 
— 3(—1\a tax 35 IT = + wg ie, Bd 3 
sr y—0 : PN P—1 (8-1) Bi 


Lässt man x, statt &. unabhängig variiren, so wird 
eek — U—...Laı =k—Szx 


und man kann obige Summe folgendermassen ordnen: 


Mel — Dips E-Teı 2-: ar 2 Is 
y—) 

wo 

In == (— 1)*0 (ma — k + Sc+ Tote, (To), 

mn RE EN SE En . 

T= (1) (mg — ag + , FR 
für B=1,2...@—1 zu setzen ist. Zur Summation wende ich folgende „ 
Formel an: 


x A 
2(— 1)? (a +28) — 2, = 2(— N! a4 (db yet ct 
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die Summen zwischen den weitesten Grenzen genommen, eine Formel, 
welche man leicht durch partielle Differentiation der binomischen Entwicke- 


lung von 
( a > 
Ile — nit 
y Y 


nach x und y erhält. Ihr zufolge ist 
In | 
7 IN UV=(— 1)” (Ma — k+x-+... u u Ta—ı)z, 


24 A, 1, 
ZT U, = Bir—1) D, Pr, (T), 
U, Mt t. 2 te), nm, 


y, = m —n— )u—z, +4, 


Xo A, i, 
ZT, 0,=2(—ı) U, Pz(te), 
A (mM. —k+%; ee neh, 


—= (m, + —1,),, EEE 
u. s. w.., schliesslich 


u Ay 


2 T,„_, la —_ı>= 2 (-—1) ta-ı U Pa-1(lae 1), 
VI (Mm er), n— 51 
Vv 


a1 (Me tig a ae 


u k+Qy+ 5% 
Merz Kiob 3 UP Pa Pain) (a-1)a 
Die Indices der Binomialcoefficienten U,, F,, P5,... V„__, müssen 
sämmtlich =0 sein, weil ihre Summe ==0, und keiner negativ ist. Daraus 


a—1° 


geht hervor 
A —_B—RB_ı SA=r,_1—%- 


Von der ganzen vielfachen Summe nach den A bleibt mithin nur ein 
Glied übrig, und man hat 


yz=& a3 a—1l 
Ms er tettnı II @ Dr : 
y—0 P= Bf 
yz=& k+g +7 
= 2 RR, 
) 7 y—Ty-1 


2 Pep—eg-ı N Vop- p- 
Alle Glieder dieser Summe würden verschwinden, wenn nicht 
<<... 00 
wäre. Dain diesem Falle die Gleichung M==0 der Behauptung gemäss 
ist, so kann man die Grössenordnung der ge zur Voraussetzung machen. 
Aus ihr folgt, dass, wenn ein g verschwindet, alle vorhergehenden ein 
Gleiches thun. Ist also e5=0, so verschwinden wegen des Factors 


“ % 


358 Rechnung mit rationalen symmetrischen Functionen. 


am 








wenn 


(ey — u a 
alle Glieder der Summe M von „==0 bis y==6, ingleichen diejenigen, in 
welchen 0, — gy-ı ist. Der Ausdruck M behält seine Form, enthält hin- 
gegen keine einander gleichen og mehr, nachdem man alle Faetoren = 
weggelassen hat. 

Da nun Se<k ist, so verschwinden für o4==% alle übrigen e, mit- 
hin alle Glieder von M bis auf das letzte, und man behält 7W=1, wodurch 
die erste Behauptung bewiesen ist. 

Es sei zur Abkürzung 


=&Y 
Ay s=Hl 
Y B pe AD 


P=e—1 
N= IH (e,—]) 1 
Bay+ir  Pzı 
also 
ach k+o,+?T 
= 2 (—) Sat RU Ry_ Nydkoy — Bihler 
y= 


dann ist die Summe der zwei ersten Glieder 
k+ Me # u 
= (rer TU IN + RM 


Ka 
= (re ra ee 
= a Nr 
daher (mit unverändertem Vorzeichen) die Summe der drei ersten Glieder 
-=+[!RN+RN(e2—1),, } 

=+rAN (e—Ydo—ı ar (2 —1)e, } —=+tRN, 

u. s. w., endlich die Summe der « ersten Glieder 
d 

= + Mel are Ze 

und das letzte Glied 


(ae aim. ,, 


folglich M==0, was allein noch zu beweisen war. Stellt man das Resul- 
tat zusammen, so erhält man 


a+1 1 2 Sc=harı 1 
A a ee 


a 0, = 
a u | 
C(tatra+rıt 08-1) Bears A Gm äide Ion %u sy 
2 1 


et, Mi — Ft SH Ma+ı—80)xX 


— 
— 


de hie yz=0 = P=« a 
(—1)"e+ı RT (Hg + 091) II (ugr Se nn 3 
v0 pß=1 rg P=y+i ß 
wo 6, = tarı — 5 6 gesetzt ist. 
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Dieser Ausdruck ist etwas undeutlich für «—=1, wo die Zahlen 
Bat uarı +68 und m — 0, + uaxrı — So identisch werden müssen. 

Ihr Werth ergiebt sich aus*ler Betrachtung, dass | 

Mi +2 +38 +... (e+l)ue+ı 
den Gradexponenten der linken, also auch der rechten Seite ausdrückt, 
und ist demgemäss —=y, + 24a — 0). Für diesen Fall lautet daher die 
Formel ; 
2 = 1 
BR 2a +v—60)xX 
IKutrv— oo, + (ltr —co— 1}. 

Hiermit ist die Aufgabe gelöst, die Grössen (, in welchen die Elemente 
die sämmtlichen Wurzeln einer algebraischen Gleichung sind, durch Coef- 
fieienten dieser Gleichung auszudrücken. Jeder Üoeffcient ist von der 
Form C(k'). Durch wiederholte Anwendung der entwickelten Formel wird 
der höchste Exponent in € successive von « bis auf 1 reducirt, so dass zu- 
letzt nur Gleichungscoefficienten übrig bleiben. Die Ausführung besteht in 
einer blosen Substitution. | 


(ner Ce) G 
0 
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XXX. Ueber die Auflösung der Gleichung x’ + y’-= x — y in ratio- 
nalen Zahlen. Von R. Horre. Durch die Substitutionen 
1 32. —'T 
da + ee I “ 
ergeben sich aus der genannten Gleichung die Werthe 


2 u 3u +1 
Kamund 1 4 u I re und ee 
nl ur en 3Yu(1+3W) 
beide rational, sobald u die Bedingung \ 


| u 
1 —_——0j7? 
a 
erfüllt. Der eine geht durch Substitution von 
1 
— für u 
3u 


in den andern über. Da nun offenbar vu nur von der Form n? oder 3n°? sein 
kann, so kann man ohne Beschränkung u als Quadrat betrachten. 


en I, n ıe Vo 
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Es sei jetzt 


2u 2v 


NE Teer N 


v* 
dann wird 
v6 ( — = 
1+3n \1+32% 
ein Quadrat, wenn » es ist, und 


u ( 1+ ij 
w=z— —19 — 
1+3W\ 1-3 


ein Quadrat, wenn v der Bedingung 1) genügt. Hat man also eine Lösung 
der Gleichung 1), so wird dieselbe auch nach Substitution von yo (u) für 
u befriedigt. Setzt man 


ee 


so ist 
f"(«)=fff...f(w) 


das allgemeine Glied einer unbegrenzten Reihe von Lösungen. 


: 2 2 3.\° Ms 
Specialauflösungen sind z.B. u=1, u= e ; daraus ergeben sich 


&ı Be 
11 23.313 


folgende zwei Scalen: 


IR\ 2 
Mel 2 (*) 
47 





en 10 | 28.41.73 3.5.13 4026 . 68034277 
Br 7” | 27.393 11.61 7199 . 58941127 

2 6 |28.25.57 SER 4026 . 35616925 
Yo me a 11.61 7199 . 58941127 

und i 

ER) 13 | 47.4561 11.2.37 7199 . 100451629 
8 14 | 28. 2593 3°. 61 3.4026 .58941127 

1 11 147,11, 18 11.47 7199 . 3199573 

4 1a| 28.293 | 3.61 | 3,2026 . 58041127 


Die Inversion der Functionen g, % giebt 
1+y1—30 Vyıt3m®—1 
um —— le, 
30 3m 
woraus hervorgeht 
2v 
1— 37 —=—: 
mw 


Ist also » eine Lösung, so ist auch v rational; v wird alsdann gleichfalls 
rational und eine Lösung sein, wenn 2v» ein Quadrat ist. Andernfalls be- 
3 


2 
ginnt die Scale mit w, wie es der Fall ist mit den Werthen w=1, w = (#) 2 


für welche 


Kleinere Mittheilungen. 361 


nnanhn Pe 
un urn urn nunnannnnrnmuue 








9 2 2 
vw —, —— 
er 


kein Quadrat ist. 
Zum Zweck der Entwickelung des allgemeinen Gliedes der Scala sei 
| 2iu 
X (u) = ——— 
(w) 1+3u’ 
dann wird nach 2nmaliger Functionirung 


2) (-1RfR(u). 


Ferner sei 
m bp use rum, 
Bn 
er Bu 
Mu)=—, !n = An — 3Bn, 
ra 


wo A, und B„ ganze Functionen von u ohne gemeinschaftliche Factor sind; 
dann ist, wie sich leicht ergiebt, A„ vom Grade 2%, B„ vom Grade ® — 1, 
rn vom Grade 4”. Durch fortgesetzte Substitution von X(u) für v, durch 
welche 


WE ya ‚süidfurg Er _g® 
uın — 2 0, — 1 "an nm r 
m m?’ ’ n+1 





m? 
übergeht, findet man ohne Schwierigkeit 


2 
ru) — (2i)" ee 30 


"n—2 
Setzt man 
An =Pn, 3Ba = Amı 
dann wird 
F ee a a DE 
ee lee ale a) RR ber ) 
oder 


en = 3; 2), 
Pn+1 Pn + 9n 
woraus hervorgeht 
re ee 2 . 
Pn-+1 = (Pr + n) In-+1 == — 4Pn In» 
Hat man mittelst dieser recurrenten Gleichungen p,„ und g9„ auf u zurück- 
geführt, so erhält man 
a ae 1 En 
fa — dm — In. Fr lu) — 4° ee 


V2n—3 


XXXI. Elementare Theorie der axonometrischen Projection. Sind 
04,0B,0C (s. Taf. IV, Fig. 6) die drei in einer Ecke zusammenstossen- 
den Kanten eines Würfels und 0°4, 0°B’, 0°C’ ihre Projecetionen auf eine 
Bildebene £ F, so bieten sich zwei Aufgaben dar hinsichtlich des Zusam- 
menhanges zwischen jener körperlichen Ecke 0A BC und ihrer Projection. 
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Man kann entweder die Würfelkante O0 A und die Stellung der Ecke gegen 
die Bildebene als bekannt ansehen und daraus die Grössen und gegenseiti- 
gen Lagen von 0'4', 0'B’, 0’C herleiten; man kann aber auch umgekehrt 
annehmen, dass 04‘, 0°B’, 0°C’ der Grösse, nicht aber der Lage nach, gege- 
ben seien und dann hat man zuerst die Winkel 4°0’B’, B'0’C’, 0’ 0°4 zu er- 
mitteln, unter denen jene Geraden aneinandergelegt werden müssen, wenn 
sie überhaupt als Projecetionen von 0A4,0B,0C dienen sollen; ferner ist 
die Würfelkante O0 4 und endlich die Stellung von 0 A BC gegen die Bild- 
ebene zu bestimmen. Die letztere Aufgabe ist das Fundamentalproblem 
der axonometrischen Projeetion; es wurde zuerst von Professor W eis- 
bach mit Hülfe der sphärischen Trigonometrie gelöst (Polytechnische Mit- 
theilungen von Volz und Karmarsch, Bd. I, $. 125), wobei freilich die 
Winkel 403’, B’0°C', C’ 0A nur berechnet, nicht aber geometrisch con- 
struirt wurden; eine analytisch-geometrische Lösung des Problemes, die ich 
im zweiten Bande der Zeitschrift „Der Civilingenieur, herausgegeben 
von Prof. Dr. Zeuner,‘“ veröffentlichte und auch in meine analytische 
Geometrie des Raumes aufnahm, führte dagegen zu dem bemerkenswerthen 
Satze, dass die Projectionen 0'4', 0°B’, 0°C die Winkel eines Dreiecks hal- 
biren, dessen Seiten sich wie die Quadrate von 0'4, 0'B', 0°C’ verhalten, 
worauf eine Construction der nöthigen Winkel leicht zu gründen ist. Die 
Einfachheit dieses Resultates liess erwarten, dass sich dasselbe auch mit 
elementaren Mitteln würde erreichen lassen, und in der That findet man be- 
reits in der „Anleitung zum axonometrischen Zeichnen von 
Bergrath und Professor J. Weisbach, Freiberg 1857‘ einen geometri- 
schen Beweis des vorhin ausgesprochenen Satzes. Wie mir scheint, kann 
aber die Sache noch weit einfacher gemacht werden, und dies ist es, was 
ich im Folgendem zeigen will. 

Die Würfelkanten 0A, OB, 0C schneiden bei hinreichender Ver- 
längerung die Bildebene in Punkten Z, M,N, die wir, dem Sprachgebrauche 
der descriptiven Geometrie gemäss, die Spuren der Kanten nennen; ebenso 
sind die Geraden ZM, M N, NL die Spuren der Ebenen 40B,BOC,C0A. 
Da die Gerade O0 A normal zur Ebene BO Cist, so steht die Projeetion 
0'4 senkrecht auf der Spur MN, und wenn daher 0’4' einerseits bis Z, 
andererseits bis zum Durchschnitte U mit MN verlängert wird, so erscheint 
LU als die zur Basis M N gehörende Höhe des Spurendreiecks ZMN. In 
gleicher Weise sind MV und N W die übrigen Höhen desselben Dreiecks. 
Ferner bemerkt man leicht, dass auch OU senkrecht auf MN steht, mithin 
LOUL der Neigungswinkel der Ebene BO C gegen die Projectionsebene 
ist; dem analog würden sich die Neigungswinkel von COA und AOB ge- 
gen EF construiren lassen. 

Wir betrachten nun erst das Spurendreieck mit seinen Höhen (s. Taf. 
IV, Fig. 7). Dasselbe zerfällt in drei Vierecke 0'’Y LW, 0°W MU, O0’UNV, 
welche aus sehr naheliegenden Gründen Sehnenvierecke sind; zieht man 
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darin die Diagonalen VW, WU, UV, und benutzt den Satz von der Gleich- 
heit aller über demselben Bogen stehender Peripheriewinkel, so findet man 
- leicht die Gleichungen 
LFLW LOW L.NOV 

= LMUWS=LNUNF 


mithin auch 
LLU WE EUR, 


denen noch zwei andere Gruppen von Gleichungen entsprechen. Ueber- 
haupt sind die in der Figur gleichmässig bezeichneten Winkel gleich. 
Hieraus folgt einerseits, dass die Geraden ZU, MV, NW die Winkel des 
Dreiecks UV W halbiren, andererseits, dass die abgeschnittenen Dreiecke 
VLW, WMU,UNV einander ähnlich sind. Durch die erste Bemerkung 
sind ZU, MV, NW oder 074‘, 0°B’, 0°C ihrer Lage nach bestimmt, sobald 
man die Seiten des Dreiecks UV W kennt. Wir bezeichnen dieselben so, 
wie sie den Ecken U, V, W gegenüberliegen, mit w,v,» und haben dann 
aus der Aehnlichkeit der Dreiecke UMW und UVN 
v: UM=UN:» öderv.w=UM.UN. 

Beachtet man weiter, dass in dem rechtwinkligen Dreiecke MON die 
Gerade OU das Perpendikel von der Spitze des rechten Winkels auf die 
Hypotenuse darstellt, so hat man statt der vorigen Gleichung die folgende 

Die Gerade OU kommt aber auch als Kathete in dem bei O rechtwink- 
ligen Dreiecke UOL vor, worin 00° senkrecht auf der Hypotenuse UZ 
steht; es ist daher A 00’Uw ALO’0 oder, wenn 44” parallel und gleich 
AO gezogen wird, AOOUwA 440. Unter Einführung der Bezeich- 
nUBBERN O4 == OB E00 A 0ER A — AL. =, VB = BOT 
liefern die genannten ähnlichen Dreiecke 


i da) 
OU:h=d:a ode OU= 7 


mithin ist nach dem Vorigen 





d’ 1? 
Vv.WTZ IE, 
und analog für die übrigen Seiten 
@N? d? h? 
wur HU 
Hieraus ergeben sich die Gleichungen 
dlttis; dh r 
MG Arge a 
e 
„ jerhhgeuiebhen 
ca abe 
dh lad ah, 


die unmittelbar das Verhältniss 
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unvnm=at:bt:c” 

erkennen lassen. Die Geraden 0’ZL, 0'M, O’N halbiren also die Winkel 
eines Dreiecks, dessen Seiten sind 

Er a Ire> 

gg: E’ = ’ 
wobei k eine Gerade von willkührlicher Länge bezeichnet. Gewöhnlich 
nennt man c’ die grösste der gegebenen Projectionen; für k—c’ wird dann 
die Construction am einfachsten. 

Aus den ähnlichen Dreiecken U0’0, 04’A und O0'L erhält man noch 





Vd®— a? y@—b® VE — ce” 
1 d 
3) 01= I, 0M—= 2 af 





Ve— a? Ve— v*' Ei VR— c® 
endlich bemerke man, dass zwischen den Katheten MO, NO irgend eines 
reehtwinkligen Dreiecks und dem auf die Hypotenuse herabgelassenen 
Perpendikel OU die bekannte Relation 
OM.ON 


Um ——— 
V(om? + (on) 


(+ 


stattfindet; im vorliegenden Falle wird hieraus zufolge der Werthe von O7, 
OM,ON, 


oder 


DONE 
2... 

4) d=yY% (a? +0? + c”). 

Dass nun die Aufgabe durch die Formeln 1) bis 4) ihre vollständige 
Lösung gefunden hat, ist leicht zu übersehen; wird nämlich die grösste 
der gegebenen Projectionen mit c’ bezeichnet, so gelten folgende Con- 
structionen (s. Taf. IV, Fig. 8). Man nehme in beliebiger Lage die Ge- 
rade U'Y’=c', beschreibe über ihr einen Halbkreis, trage in diesen die 
Sehnen F’’P=d«, U’'0=b ein und fälle von P und O auf U’V’ die Senk- 
rechten PR und OS. Aus den Seiten UV’, VW’ —=V’Rund UW=US 
bilde man das Dreieck U’Y’W’; dieses ist dem früheren Dreiecke UV W 
ähnlich und daher geben seine Winkelhalbirenden U’0', V7'0', W’O" die 
Richtungen der Projectionen an. Nimmt man auf den Verlängerungen von 
u’0', v’0°, W'0 die Abschnitte 04 = «d, VB —=v‘, 0C’—=c', so hat man 
die Projectionen a’, b‘, c’ in die gehörige Lage gebracht. Die Projeetion 
des ganzen Würfels erscheint jetzt so, wie Fig. 9, Taf. IV zeigt, wobei der 
Raumersparniss wegen «', b', c' in halber Grösse gezeichnet sind. Die Kante 
d des Würfels ergiebt sich aus Formel 4), welcher die Construction in Fig. 10 
entspricht. Will man endlich die Lagen von 0A=0B = O0(l=d gegen 
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die Projeetionsebene bestimmen, so wählt man 00 —=* willkührlich, con- 
struirt OL, O’M, O'N nach den Formeln 2) und schneidet diese Strecken 
auf 0°A, 0°B’, 0°C’ ab; man hat jetzt das Spurendreieck, mithin auch OZ, 
OM, ON. 

Wie man sich der ebenen Trigonometrie bedienen kann um die Win- 
kel des Dreiecks U’V’W’ mithin auch 

LAW HLIW, LEN) =M+YV,L(d ec) ==090 + U 
und die Winkel 0'0Z, 0'0M, 00. N oder deren Complemente zu berechnen, 
das bedarf keiner näheren Auseinandersetzung; selbstverständlich kommt 
man damit auf die Formeln zurück, die a. a. O. entwickelt worden sind. 

Den vorigen theoretischen Erörterungen fügen wir noch eine prak- 
tische Bemerkung bei in Beziehung auf die Construction der Winkel zwi- 
schen den Achsenprojectionen; als Beispiel diene hierzu das beliebte Ver- 
hältniss 

a:b 295.110 
also 
u:v:w=—=81:25:100. 

Es wäre nicht rathsam, ein Dreieck nach den letzteren Verhältnissen 
zu construiren und dessen Winkel zu halbiren, denn jenes Dreieck würde 
den stumpfen Winkel 134°0’44” enthalten und daher zu keiner genauen 
Zeichnung taugen; vielmehr wird man die halben Dreieckswinkel berech- 
nen und hieraus nach No. 5) die gesuchten Winkel herleiten. Man findet 

| RI E EPER INA TE W000 22T, 

Die Werthe von tan 4 V und fanä W sind nun bekannt und müssten 
soweit abgekürzt werden, als sie mit Hülfe eines Maasstabes aufgetragen 
werden können; dieses Verfahren gewährt aber keine grosse Genauigkeit 
und es ist daher besser, jene Tangentenwerthe in Kettenbrüche zu ver- 
wandeln und deren Näherungsbrüche zu benutzen. Dies giebt folgende 
Construction (Taf. IV, Figur 11). Man stelle die Geraden P0’O und 0Z 
senkrecht zu einander, construire das rechtwinklige Dreieck 0’PX’ aus den 
Katheten 

0P=3, PX'=3,9 
sowie das rechtwinklige Dreieck 0'0 Y’ aus 
OIERBI HI, 
so sind 0'X’, 0'Y’, 0'Z die gesuchten Achsenprojeetionen, auf denen man 
a,b’, c’ in den Verhältnissen 9:5:10 abschneidet. Den angegebenen Ka- 
theten zufolge ist nämlich 
L PO’X’ = 5° 10 56" 7,%L.0.0’Y= 1749 8”; 
mithin beträgt der Fehler beim ersten Winkel 12, beim zweiten 15 Secun- 
den, womit eine für graphische Arbeiten fast überschwängliche Genauigkeit 
erreicht ist. SCHLÖMILCH. 
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XXXIH. Noch ein Beweis des Völler’schen Satzes. (Vergl. Jahrg. 
IV, Heft 2, Kl. Mittheil. VI.) Zieht man in einer ebenen Curve eine Sehne 
und legt durch deren Endpunkte Tangenten an die Curve, so nähert sich 
das Verhältniss des von der Sehne gebildeten Flächenabschnitts zu dem 
von ihr und den Tangenten eingeschlossenen Dreiecksinhalt, mehr und 
mehr der Grenze $, wenn die Sehne unendlich abnimmt. 

Bildet die Tangente PP’—=r mit den Tangenten in ? und P’ die Win- 
kel & und n, so wird zwischen r und $ eine Beziehung bestehen, welche 
mit $==0 auch r==0, aber für den unter der unbestimmten Form 9 auf- 

r? 
tretenden Quotienten =; einen Grenzwerth « liefern muss, welcher nach 
der Regel über Ermittlung solcher Werthe auch den in folgender Gleichung 
genannten zwei weiteren Quotienten zukommen muss: 


” 
» [mas 
3 rd 
= Lim —— Lim =, = Lim oe 


Nun ist das Integral nichts anderes als der doppelte Inhalt des Flächenab- 
schnitts zwischen Sehne und Curve, derjenige des Dreiecks zwischen Sehne 


und Tangenten aber: 
2 











F % 
cot® + cot y ‘ 
5 
also das Verhältniss des Abschnitts zum Dreiecke: 
E72 
$ fr d» 
1 9/9cos9  rdr 9A 0 
ee "d9=4.— (———+ ———.-) 
rn rd To)’ Tr sind ei 9d» ”) 9° 
mit 9==0 geht ge Verhältniss also über in: 
— (1 .—)=2. 
(re .)=i 
Stuttgart, Juni 1859. C. W. Baur. 


XXXIIL Auflösung einer geometrischen Aufgabe. (Aufgestellt im 
Crelle’schen Journale Bd. 51, $. 100, 1856.) 

Aufgabe. Es sei eine krumme Linie C in einer Ebene Z gegeben 
und in dieser Ebene ein Punkt ? von bestimmter Lage gegen C. Durch 
den Punkt P gehe im Raume eine andere krumme Linie D, von einfacher, 
oder auch doppelter Krümmung. In dieser Linie bewege sich der Punkt 
P mit der Ebene E und der Linie C stetig fort, und zwar so, dass die Ebene 
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E entweder stets parallel mit sich selbst bleibt, oder auch so, dass sie mit 
den 'Tangenten an D stets denselben Winkel macht. Dann ist die Frage, 
von welcher Beschaffenheit die Fläche F sei, die von € im Raume beschrie- 
ben wird; Gleichungen Schnitte u. s. f. — Desgleichen ist die Frage, wie C 
beschaffen sein muss, wenn D und F, und wie D, wenn ( und F gegeben 
sind. 

Auflösung. Essei | 

1) (©)... F(&,n) = 0 die Gleichung der Curve (, 

(D)...u ==9 (2), ı =% (z,) die Gleichungen der Curve D, 
auf ein Coordinatensystem bezogen, dessen Anfang 0 mit dem Punkte ? 
und dessen X Y-Ebene mit der Ebene EZ in einem gewissen Momente zu- 
sammenfallen; « der Neigungswinkel der Tangente an die Curve D zur 
X Y- Ebene, welche als fest betrachtet wird; ß der Winkel zwischen einer 
auf dieser Tangente in der X Y-Ebene gelegten Senkrechten und der X- 
Achse. Man lasse die Ebene Z parallel mit sich fortbewegen und zwar so, 
dass O0’ X’//O X und 0’Y’//O Y, indem der Punkt 0° oder P auf der Curve D 
hingleitet; man drehe die Achsen O°X’, 0°Y’ (nicht die Ebene) um den Win- 
kel ß und alsdann die Ebene X’0’Y’ um die Gerade 0'X um den Winkel 
e— 0; so folgt durch Anwendung der bekannten Transformationsformeln 

x" —= [y—v(z)]snß + [e — po (z,)] cos ß, 
2) ty —H(a)]cosB—a - Pa)lsinßl cos(@—a)+ («— 2) sin (ea), 
"= — }[y—y (z,)] cos —[x— 9 (z,)] sin PB} sin (—a)+ (2—2z,) cos(e— e). 
Es ist aber auch vermöge der Relation (C) 
F (&" cos B— y” sin ß, «” sin ß + y” cos B) =0, !—=0. 
Also erhält man zuletzt die beiden Gleichungen 
e=olen)] [cos?ß+ sin?B sec (e-«)]+ [y-w(z,)] [1 —see(e—a)] sin B cos Pl en 
[@-9(2,)] 11 — sec (e—e)]sn Besß+[y—y (zı)[sm®P+es’Bsec(e—e)) 
y—% (z1)] cosß — [e— p (zı)] sinß = (2— 21) cotang (e— «) 
woraus z, zu eliminiren ist, nachdem man zuvor die Werthe von a, ß, e in 
z, ausgedrückt 


3) 


Ne tang ß = a (2) 
++ va) 
eingeführt hat. Diese Rechnungen sind jedoch im Allgemeinen unaus- 
führbar. Für <= « oder g== einer Oonstante erhält man die beiden in der 
Aufgabe aufgestellten Fälle; im ersteren Falle ist z2=z, und es folgt aus 
3) für die Gleichung der gesuchten Fläche: 

5) Flag), y-w@)]=o. 


7 : 
Ist e<— a = 3,80 ergiebt sich 


Fe) @-2)snßby—nla) + @— 2) cos 9, 
e — pa) np = |y— y(a)leosPp; 
jedoch unterscheidet sich dieser Fall von dem früheren nur durch die Lage 
der Ebene &. \ 


. Zeitschrift f. Mathematik u. Physik IV, 25 


4) sina = 





) e=y(e), 
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‚Ist endlich die Curve D eben und gestatten es die Data der Aufgabe, 
die Ebene derselben senkrecht zur Ebene Z anzunehmen, so ist ß, mithin 
r Ä 2) 

(21) 
a dass = 0; alsdann ergiebt sich aus 3) 

6) in I? — 9 (21), W— 9 (aı)l sec (e — o)} = 0, 

— 9 (21) = (2 — 2,) cotang (e — a). 
Sind die Gleichungen nicht explieite, sondern unter der Form: 
2 (2,2) =0, Y (yı, 1) 0 

gegeben, so gelangt man zu der Gleichung der Fläche durch Elimination 
von 2,, Yı, 2; aus diesen und den Gleichungen 3), worin selbstverständlich 
%ı, Yı für @ (2), w (z,) zu schreiben ist. 

Ist D und F 

& =p(z) und z—=y(a), Fl, y 2)—0 
gegeben und wird nach der Natur der Curve C gefragt, so ist in F,x,y, 2 
respective durch 
2 cos B— y sinß cos (e— a) + 2’ sin Bsin (e — a), 
«sin ß + y' cos ß cos (e —a) — 2 cos B sin (e — a), y sin(e— a) +2’ cos (e—) 
zu ersetzen, vorausgesetzt, dass der Ooordinatenanfang auf der Curve D 
liegt, und dann 7=0 zu setzen; demnach ergiebt sich als Gleichung der 
gesuchten Curve © 
F [x cos ß, — y' sin ß, c08 (od — %), 
7) & sin By, + y' cos ß, cos (e — &,), 
Y sin (es — &%)] = 0 

Die Werthe von a; Po, & ergeben sich aus 4) durch Setzen von 2,0. 

Sind dagegen C und # 

Bl, y)=0, F(,y, 2) 

gegeben und nach der Curve D gefragt, so ist die Aufgabe nicht immer 





auch - constant, und man kann durch gehörige Wahl der Achsen be- 


möglich. Vertauscht man nämlich in F, x, y, z respective mit 
E+acosß —y sinßcos(e— a) + = sinß sin (e — «), 
nt «sinß-+ y' cosßcos (e—a) —z cosßsin(e— a), 
E+ y sin(e—o) + zcos(e — e), 


worin 


e=y(8), a aE- tang B = 7: 2 
tagt - 


und y eine der Form nach bekannte Function ist, und setzt in der sich er- 
gebenden Gleichung 2’ 0, so bekommt man 
F[&E+ x cos B— y sin ß cos (e — «), 
n+t « sinß + y cos ß cos (e — «), 
+ y sin (e — o)| = 0, 
welche ISRAEL mit © (z’, y') =0, unabhängig von den speeciellen Wer- 
then-von x’, y, identisch sein muss; die diese Identität bedingenden Rela- 


h 
nn ri 
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tionen zwischen &,n, & bestimmen die gesuchte Curve. Da zur Bestimmung 
von D, wegen den durch die Integration einzuführenden Constanten, höch- 
stens vier Bedingungsgleiehungen nothwendig sind, die Anzahl derselben 
aber im allgemeinen grösser ausfallen wird, so erkennt man, dass die Auf- 
gabe nicht immer möglich ist. 

Ist C oder D eine Gerade und bewegt sich die Ebene Z varanialh mit 
sich selbst, so entsteht eine Cylinderfläche, wie auch D oder € beschaffen 
sein mag. 


C sei eine Bllipse — — Ki deren Mittelpunkt auf der Ellipse «0, 

Bun 
G B? 
zeugten Fläche 





—=1 gleitet; e—=.«. Man findet für die Gleichung der er- 


var-Byı_ Sry N 


wenn man blos die eine Hälfte der zweiten Ellipse Bene Die ebenen 
Schnitte parallel zur X Y- oder zur ZY-Ebene sind zu den gegebenen 
congruente Ellipsen; die Schnitte parallel zur XZ-Ebene sind Curven vom 
vierten Grade; der Schnitt in der Entfernung 2 ist eine Hyperbel, deren 








Ba 8 £ e 
Achsen wie — :— sich verhalten. Das zwischen der so erzeugten Fläche 


b B 
und den äussersten Grenzelementen enthaltene Volumen ist —=?2?nabC. 
Leipzig. E. BAcALoGLo. 


XXXIV. Ueber die Gleichung der Berührungsebene an einer Fläche. 
Der einfachste und — insofern er zugleich die Existenz der Berührungs- 
ebene nachweist — logisch richtigste Weg zur Entwickelung der genann- 
ten Gleiehung dürfte folgender sein, den ich in keinem Lehrbuche’finde. 

Wenn eine Fläche durch die Gleichung 

1) z2—=/f(x,y) oder F(x,y, 2) —0 
gegeben ist, so hat man als Gleichung einer durch den Punkt xyz an die 
Fläche gelegten Tangente 
3) dx dy dz 

IE m TE 

dabei sind &, n, & die laufenden Coordinaten der Tangente und es wird letz- 
tere als Verbindungslinie der Punkte @eyz und 2 +da, y+tdy,z+ dx 
angesehen. Zwischen dx, dy, dz besteht aber zufolge Nr. 1) die Beziehung 











3) a lan +2l a 
oder 
oF oF OF. 
PP EN] RE Ve 
4) EB dc+ y dy-+ a 


VD 
nn 
Een 


ie 
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ersetzt man in 3) oder 4) dx, dy, dz durch die ihnen proportionalen Coor- 
dinatendifferenzen aus Nr. 2), so erhält man 


Hof; 2 
9) = a) + nn) 
oder 
dr DF OF. 
6) ee 


Jede dieser Gleichungen zeigt, dass alle durch den Punkt xyz gehenden 
Tangenten in einer Ebene, der sogenannten Berührungsebene liegen; die 
obigen Gleichungen sind die Gleichungen dieser Ebene. 

(Briefliche Bemerkung von Prof. Baur in Stuttgart.) 


XXXV. Eine neue Bestimmung des Verhältnisses der specifischen 
Wärme der Luft bei constantem Drucke zur specifischen Wärme bei glei- 
chem Volumen, sowie des mechanischen Aequivalentes der Wärme. Von 
Bergrath Professor JuLıus WeıspacH. (Aus der Zeitschrift „Civil-Inge- 
nieur‘‘, Neue Folge, V. Band, 2. Heft.) Bei meinen Versuchen über 
den Ausfluss der Luft, wovon im ersten Hefte dieses Bandes die Haupt- 
ergebnisse mitgetheilt worden sind, habe ich auch einige Versuche über das 
in neuerer Zeit durch Regnault in Zweifel gezogene Verhältniss der 
speeifischen Wärme der Luft bei constantem Drucke zur 
specifischen Wärme bei constantem Volumen angestellt. Die 
Ausführungsweise dieser Versuche war insofern eine andere als die be- 
kannte von Clement und Desormes, als ich hierbei comprimirte Luft 
aus einem Reservoir in die freie Luft ausströmen liess, während umgekehrt 
Clement und D&sormes atmosphärische Luft in einen mit verdünnter 
Luft angefüllten Raum einströmen liessen. Bei beiden Methoden ist es na- 
türlich nöthig, den Manometerstand der eingeschlossenen Luft 1) vor der 
Eröffnung, 2) unmittelbar nach der Eröffnung und 3) nachdem derselbe con- 
stant und folglich auch die Temperatur der eingeschlossenen Luft der der 
äusseren gleich geworden ist, zu beobachten; bei der von mir angewende- 
ten Methode ist aber der Manometerstand ein positiver, wogegen er bei 
dem älteren Verfahren negativ ausfällt. Da ferner während des Ausströ- 
mens der Luft im Reservoir eine Verdünnung und damit verbundene Ab- 
kühlung, und dagegen während des Einströmens derselben eine Verdich- 
tung und damit verbundene Erwärmung der Luft im Reservoir statt hat, so 
wird natürlich nach dem Abschluss der Mündung bei dem ersten Verfahren 
eine Erwärmung von Aussen und Steigen des Manometerstandes, und da- 
gegen bei dem letzten Verfahren eine Abkühlung von Aussen und ein damit 
verbundenes Sinken des Manometerstandes eintreten. 

Zu meinen Versuchen diente derselbe Dampfkessel von 4% Cubik- 
meter Inhalt, welchen ich bei den Versuchen über die Ausströmungsge- 


ku 


_ 
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schwindigkeit der Luft angewendet hatte. Auch wurde hierbei die Luft 
auf dieselbe Weise wie dort in den Kessel eingepresst, und es diente hier- 
bei auch dasselbe Quecksilbermanometer zum Ablesen der Druckhöhen 
oder Manometerstände. Ebenso wurde an einem nebenhängenden Baro- 
meter der Barometerstand b der äusseren Luft abgelesen. 

Zum Ausströmen der Luft diente eine cylindrische Röhre von 4 Oubik- 
meter Weite, welche mittelst eines in ihr sitzenden Hahnes beliebig er- 
öffnet und verschlossen werden konnte. 

Der Versuch wurde auf folgende Weise ausgeführt. Nachdem die Luft 
im Kessel durch die Compressionspumpe ungefähr bis auf die doppelte 
Diehtigkeit zusammengedrückt worden war und sich so weit abgekühlt hatte, 
dass am Manometer ein bestimmter Stand abzulesen war, eröffnete ich den 
Hahn nur einige Secunden lang, so dass durch die gedachte Röhre ein Theil 
der Luft aus dem Reservoir ausströmen konnte. Nun wurde nicht allein 
der Manometerstand A, unmittelbar nach Beendigung des Ausströmens, son- 
dern auch der Manometerstand A, beobachtet, nachdem die durch das Aus- 
strömen abgekühlte Luft wieder die 'Temperatur der äusseren Luft ange- 
nommen und folglich das Zunehmen dieses Manometerstandes aufgehört 
hatte. 

Ist 6 der bekannte Ausdehnungscoeffieient 0,00367 der Luft, i die Tem- 
peratur und p die Pressung der eingeschlossenen Luft vor und nach dem 
Versuche, sowie 1, die Temperatur und p, die Pressung derselben unmittel- 
bar nach erfolgtem Ausströmen, und bezeichnet x das gesuchte Verhältniss 
® der speeifischen Wärme der Luft bei constantem Drucke » zu der bei 


0; 
constantem Volumen ®,, so hat man (siehe Bd. I, $. 430, meiner Ingenieur- 


und Maschinenmechanik): 
5 n—1 n—1 


Eee 
Dam (2 —\o+n 
Da sich nun während der Erwärmung der eingeschlossenen Luft un- 
mittelbar nach dem Ausströmen das Volumen und folglich auch die Dich- 
tigkeit derselben nicht ändert, so hat man auch | 
br, Buhl 
1+64, ı1+6t' 


om, 
1+6t b+h,' 








oder 








es ergiebt sich daher durch Elimination von ne. j 
„—i 
e = a b+M, 
b+ h tb + h, 


oder 


Pr 
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ke „le + a ioo(® au 
% b+h b+ 1)’ 
und folglich das gesuchte Wärmeverhältniss 
.@ __ LZog(b+h)— Log (b-+A,) 
 @, TZog(b+h)— Log (b-+ A,) 
Bei kleinen Werthen der Differenzen A — Ah, und A —.Ah, kann man 


a ( na ) pi 
% ==; 1 SE 
(1 N hen vu 








nn un TTNTN nn. nr 

















und 
nl 
b+2, b+h/) bHn 
setzen, so dass nun annähernd das gesuchte Verhältniss 
RR h — — A 
A ER 
folgt. 


Bei dem ersten meiner Versuche war der Barometerstand 
b == 0,7342 Meter, 
der Manometerstand vor der Eröffnung der Ausflussmündung 
h — 0,7180, 
ferner der Manometerstand unmittelbar nach Beendigung des Ausströmens, 
also im Momente der grössten Abkühlung 
| h, — 0,5890, 
und der Manometerstand nach der erfolgten Ausgleichung der inneren 
Wärme mit der äusseren 
h, = 0,6250 Meter. 
Hiernach ist nun 
b-+h == 0,7342 + 0,7180 — 1,4522, 
b + h, = 0,7342 + 0,5800 — 1,3232, 
b + h,— 0,7342 + 0,6250 — 1,3582, 
wonach 
Log (b + h) = 0,16203, 
Log (b+h,) = 0,12163, 
Log (b-+hz) = 0,13328 
folgt, und sich daher das Verhältniss der specifischen Wärme bei gleichem 
Drucke zu der bei gleichem Volumen: 
.0,16203 — 0,12163 __ 4040 : 
— 0.162038 — 01098 5 
ergiebt. | 
Bei einem zweiten Versuche war 
h = 0,6250 Meter, 
= 0,490  „, 


h, == 0,5300 Meter, 
folglich 
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A 
Log (b + h) = Log 1,3572 = 0,13328, 
Log (b+h,) = Log 1,2282 == 0,08927, 
Log (b+h,) = Log 1,2642 = 0,10182, 
so dass hiernach 
13328 — 8927 4401 
KK — mar 
13327 — 10182 3145 








== 1,400 
folgt. 

Das Mittel aus beiden Werthen ist 

#+ — 1,4025. 

Da während der allerdings nur sehr kurzen Zeit des Ausflusses Wärme 
von Aussen in den Kessel dringt, so ist jedenfalls hierbei die Abkühlung 
der im Kessel zurückbleibenden Luft nicht so gross, als die Berechnung | 
voraussetzt, und es giebt folglich die letztere noch immer einen etwas zu 
kleinen Werth. 

Ciement und D&esormes fanden 


* == 1,348, 
nach Gay-Lussac ist 
# = 1,375. 
Rankine nimmt nach Thomson 
# — 1,408 
an, und Masson findet 
# = 1,419. 


Aus der bekannten Formel für die Schallgeschwindigkeit berechnet 
sich endlich 
% — 1,4122. 
: © 
Aus dem als bekannt anzusehenden Verhältnisse „=— kann man 
0, 
auch mittelst der in Bd. I, $. 430 meiner Ingenieur- und Maschinenmechanik 


entwickelten Formel 
a—1 


L—— I— (2) % Vp 
A | p 

für die mechanische Arbeit der Luft bei der Expansion das mechanische 
Aequivalent der Wärme berechnen. 

Es ist in dieser Formel F das gegebene Luftvolumen, p die Pressung 

desselben vor und p, die Pressung desselben nach der Expansion. Bezeich- 

net noch { die Temperatur vor und Z, die Temperatur nach der Expansion, 


so hat man nach der zu Anfang angegebenen Formel 
»—1 


he 
p a a 


in Zn) 
= (i errR 


» Ööl—u) PP 
»—1 1-+06{ 





und daher auch 
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Nun ist aber die Dichtigkeit oder das Gewicht eines Cubikfusses der 

atmosphärischen Luft: 
1,2575 p “ 
rTT+or 

wenn » den Druck auf das Quadratcentimeter bezeichnet (siehe Bd. I, $.361 
meiner Ingenieur- und Maschinenmechanik), daher hat man hier, wo man 
für p den Druck pro Quadratmeter einführen muss: 
10000 

Setzt man noch dem bekannten Ausdehnungscoeffieienten ö = 0,00367 
und das Wärmeverhältniss #== 1,41 ein, so ergiebt sich die mechanische 
"Arbeit, welche das Luftquantum V,y verrichtet, wenn es aus der 'T’empe- 
ratur fin £, übergeht oder wenn es sich um (—t,) Grad abkühlt, 

L=—= 10,24 (i-—4) Vy. 

Da die speeifische Wärme der Luft » = 0,2377 ist, so hat man den 

dem Tremperaturverluste {— t, entsprechenden Verlust-an Wärmemenge: 
W == o (t—1,) Vy = 0,2377 (t—1,)Vy, 


4 
I—= 8 1) 


und daher 
100,24 
N 
Die Zahl A == 421,7 ist nun das sogenannte mechanische Wärme- 
äquivalent, und drückt die mechanische Arbeit in Kilogrammmetern 
aus, welche einer Wärmeeinheit (calorie), d. i. derjenigen Wärmemenge ent- 
spricht, wodurch 1 Kilogramm Wasser um 1 Grad wärmer gemacht wird. 
Joule fand für Wasser, Quecksilber und Eisen: 
A == 425 bis 426 Kilogrammmeter. 
Mehreres hierüber in der dritten Auflage des zweiten Bandes meiner 
Ingenieur- und Maschinenmechanik $$. 348, 349 u. s. w. 





W==421,7 W. 


XXXVI. Ueber magnetische Momente. Wirken zwei geschlossene elek- 
trische Stromeurven aus Entfernungen auf einander, so ist ihre Wirkung 
eine doppelte, Anziehung, Abstossung und ferner Drehung des losen Stro- 
mes um irgend eine Achse. Für die erstere Wirkung habe ich schon früher 
möglichst einfache Formeln entwickelt. Ich will jetzt dasselbe thun in 
Bezug auf Drehungen, d. h. die Momente berechnen, mit denen ein Strom 
einen andern um drei den Coordinatenachsen parallele Achsen zu drehen 
strebt. Es soll nur der Fall betrachtet werden, dass die Ströme sehr klein 
gegen ihre Entfernung sind und die Drehungsachsen durch Punkte &, y, z 
und &;,, %, &, im Innern von wirksamen und affieirten Strome gelegt sind, 
„von denen aus die Coordinaten der Peripheriepunkte zu 5, 9, &, &, m & ge- 
messen werden. Führt man die Entfernung ein: 


1) r=(@— + Wu + ea), 


Kleinere Mittheilungen. 375 


unutnnunnennen 





ennrn.n 





und die je zweier Peripheriepunkte zu r’, so ist dann der zu benutzende 
Ausdruck für die z- Componente der Wirkung je zweier Elemente (s. Heft 
IV, p.298): 
or’ 1 1 
FE 0 (7 2) or Di 
ei ler or 1. \ 08/ du. (a Ba ‘) 


a) Lii,dsds, —)— — — — ?— ne 
ya omlr 0s0s, Ein 2 048 su2s aa 


Berechnet man das Moment M, um die z- Achse, so ist mit n, zu multipli- 
eiren und dann die Doppelintegration nach s und s, auszuführen. Dann 
muss ein ähnlich gebildeter Ausdruck für y, die y- Componente multiplieirt 
mit &,, abgezogen werden. 

Man erhält aus obiger Formel sehr bald, indem man 


J („Z 
rer 1 ie Or 
? OS Asiadr Os 0s0s, 


setzt und die durch Integration offenbar wegfallenden Glieder weglässt: 
[ 252% | non „asas 
0 EASHEÄAT TREE 10E80n, 
0x, [m ur rososı 
Für r’ benutzt man den schon in der früheren Abhandlung benutzten Werth, 
aus r hergeleitet, wobei im ersten Gliede nur die ersten Differentialquo- 


di, dsds, 





Bo ; i : 
tienten von —, im zweiten nur die zweiten hereinkommen und sich so die 
2% 


Homogenität beider herstellt. Ist nun wieder: 
$ 


5 Ss $ 
«= mat, P=f8d3, san, 
VÖ 
Ss 


0 0 
5] 51 1 
2) 1 mad; B, = dä, Kies, dm 
& 0 0 0 
1 
0 At 
r r 
Fe OT Dr 


so entsteht nach einigen Reductionen: 


04 de 
ne (nl B rin, 
Ebenso 


3)- 04 Aa 
= (ne Say; 


04 04 
ne (ß, meh Ian, 
02, oyı 
Diese Gleichungen stehen in einem interessanten Zusammenhange mit den 


Werthen X, Y, Z für die Kraftecomponenten. Man sieht sehr leicht ein, dass 
diese Grössen durch folgende Gleichungen gegeben sind: 
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v—_0M  0M; 

2, oyı 

oM; oM 

4 Y=—- —2 = 
DE EA 
zgı0M: _0M, 

oyı 0%, 


Es ist zu bemerken, dass die Gleichungen 2), 3), 4), sowie die früher 
gegebenen Werthe von X, Y, Z ebensowohl für Ströme gelten, die doppelt 
gekrümmt sind, wie für solche, die in einer Ebene liegen. Es ist nur dann 
nöthig, die Bedeutung der Werthe a,, ß,, Yı, &, ß, y etwas näher zu be- 
trachten. 

Ist der Strom ein ebener, so sind diese Grössen die Producte der 
Fläche in den Cosinus der Winkel mit den drei Coordinatenebenen yz, xz, 
xy, oder der Winkel der Normale mit den Achsen x, y,2. Die Richtung der 
Normale soll so gewählt werden, dass von derselben aus gesehen die Strom- 
bewegung von links nach rechts geht. Ein negatives iv, iß,iy lässt sich 
dann auf doppelte Weise erklären: durch entgegengesetzte Richtung der 
Normale oder negative Intensität, d. h. entgegengesetzte Stromrichtung. 
Beides kommt auf dasselbe hinaus. 

i selbst ist, da der Strom unendlich schmal in der Richtung der Nor- 

male ist, unendlich klein von der ersten Ordnung. Man kann aber die In- 
tensität auf die Einheit der Ausdehnung in der Normale beziehen, so ist 
anstatt © einzuführen zdn. 

adn, ßdn, ydn sind dann proportional den Voluminas, die der Strom 
umströmt; es soll daher die Bezeichnung insoweit geändert werden, dass 
diese Volumina als v und v, bezeichnet werden, während «, ß, y die Cosi- 
nus der Winkel mit den Achsen bedeuten. Dann wird: 


1 1 1 
VE RE BER| 
Tr IR ® 
1 


og 
Ne= in (nt — —Aßı, 2), 


b) 


während Y deren Differentialquotienten nach &,, yı, 2; die Werthe von 
X, Y, Z vorstellen wird: 

6) v—30 (ug + + 1Y ne) 

Die Gleichungen 4) bleiben FE ER Das Moment in Bezug auf die 
Normale ist Null, woher es auch kommt, dass aus den Momentengleichun- 
gen nur zwei Gleichgewichtsbedingungen folgen. 

Doppelt gekrümmte Stromeurven zerlegt man in lauter geschlossene 
ebene Elemente. In allen ist die Normale nach der früher fixirten Weise 
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zu rechnen. Projieirt man daher den ganzen Strom auf eine Ebene, und 
es fallen zwei Theile auf einander, so ist die Wirkung derselben oder viel- 
mehr die Projeetion dieser Theile gleich Null anzusehen oder als das Dop- 
pelte, je nach der Stromrichtung in den Projectionen. Die Werthe va, op, 
vy erhält man dann wie folgt: 

Man denke sich den bandförmigen Strom auf einen linearen redueirt, 
projieire diesen auf die Coordinatenebenen und trage über die Flächen die 
Länge dn auf gleich der Breite des Stromes. Rechnet man dann die Flä- 
chen der Projectionen, sowie es angegeben ist, so sind die über ihnen 
stehenden Volumina die Werthe va, vß, vy 

Diese Bezeichnung hat dann wenig Klarheit, doch soll sie beibehalten 
werden, weil es am bequemsten ist, sich ebene Ströme zu denken, welche 
die räumlichen in ihrer Wirkung ersetzen. 

Aus der Entwickelung der Formeln 2), 3), 4) geht hervor, dass die- 
selben nicht genau sind in Bezug auf Grössen, die von derselben Ordnung 
sind, wie die Stromdimensionen, im Verhältnisse zu den übrigen Gliedern. 

Es liegt nun nahe, die Gleichungen 4) durch allgemeine Betrachtungen 
zu begründen, die sich darauf stützen, dass die Momente sich ändern, wenn 
man vom Punkte x, ,y,, 2, zu einem sehr nahen x, +a, y, +b, y, + ec über- 
geht. Die Aenderungen Könnten einmal durch X, Y, Z, dann durch die 
Differentiale von M,, M,, M; ausgedrückt werden. Nach der eben ge- 
machten Bemerkung ist dies nicht möglich. 

. Ist der wirkende Strom nicht klein in Bezug aufr, so kann man ihn 
immer so zerlegen nach dem schon von Ampere angewandten Satze, dass 
die. Wirkung eines grossen Stromes vollkommen ersetzt wird durch solche, 
die ihn vollkommen erfüllen und nach derselben Richtung umlaufen, indem 
sich die inneren Ströme gegenseitig vernichten (s. Fig. 12, Taf. IV). Die 
Summation dieser Wirkungen ist eine Integration, wobei auch die äusseren 
Ströme als rechteckig angesehen werden dürfen. Die Grenzen sind unab- 
hängig von &, %, %. Alle früheren Gleichungen werden daher noch gel- 
ten, nur wird für g die durch die Integration ztı berechnende Summe ein- 
zuführen sein. 

Die Wirkung zweier endlicher Ströme aus endlicher Entfernung kann 
ähnlich berechnet werden und zwar, wie man leicht einsieht, lässt sich dies 
auch auf die Momente ausdehnen. Ich halte es nicht für nöthig, erst dafür 
allgemeine Formeln zu entwickeln. — In einer späteren Abhandlung gedenke 
ich diese Gleichungen für eine Theorie des Magnetismus nach der Amp£re- 
sehen Hypothese zu benutzen. 

Durch Vergleichung mit den Formeln, die Poisson (Annales del’ Acad. 
france. Annee 1821; Tome V) für die Wirkung eines mit magnetischem Flui- 
dum überzogenen Moleeüls giebt, bestätigt sich das schon von Ampere ent- 
wickelte Gesetz, dass die Anziehung einer geschlossenen Stromeurve genau 
dieselbe ist, wie die einer geschlossenen magnetischen Fläche. 


* 
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Die Gleichungen 4) beruhen darauf, dass 


0°q | 0°q | 0°q 
Ace =), 
ao yia 022 


Dies ist nicht unbedingt nöthig, sondern es kann in gewissen Fällen, wie 
man weiss, dieser Werth eine Grösse k erreichen und dann ist: 














/ oM, 0 M; 
Mrs k, 
02, oyı 
oM; 
7) Ve 0%, te i ßık, 
0 M, em 
e— dy, + üyık 


Ich erlaube mir schliesslich noch w einen Vorzug der Formel «) auf- 
merksam zu machen, den dieselbe vor einfacheren Formen der Ampere- 
schen Formel voraus hat; es ist dies der, dass man an ihr ganz besonders 
deutlich sieht, welche Glieder bei der Integration wegfallen und dass sie 
daher wohl am bequemsten eine Vergleichung zulässt der Wirkung von 
Stromelementen und magnetischen Fluidum. Wegen dieses Wegfallens 
einzelner Glieder darf auch die Bestätigung der Formel Ampere’s durch die 
Versuche von Weber keine ganz vollständige genannt werden, da eine Un- 
richtigkeit der Formel in diesen Gliedern auf Wie Wirkung geschlossener 
Ströme, mit denen Weber nur experimentirte, gar nicht influiren würde. 

Dresden. Gustav Rocn. 


XXXVIL DUeber das Aequivalent von Nickel und Kobalt. Die Be- 
stimmung chemischer Aequivalente gehört zu den Arbeiten, welche die 
grösste Umsicht erfordern, indem sowohl die Herstellung völlig reiner Prä- 
parate fast immer mit ziemlichen Schwierigkeiten verknüpft ist, als auch 
die Analyse derselben behufs der Aequivalentbestimmung mit ganz beson- 
derer Sorgfalt geschehen muss. Abgesehen von der Befreiung von fremd- 
artigen Metallen ist es z. B* äusserst schwierig, Metallchloride herzustellen, 
welche gänzlich frei von Oxyd sind, und somit darf man nur mit grosser 
Vorsicht den früher oft versuchten Weg betreten, aus einer gewogenen 
Menge wasserfreien Chlorides das Chlor durch Silberlösung auszufällen 
und zu bestimmen, um aus der Differenz zwischen Metallchlorid und Chlor 
die Menge des Metalls zu finden und hieraus dessen Aequivalent zu be- 
rechnen. Andererseits gelingt es oft nicht, durch Glühen in einem .Gas- 
strome das Metall, resp. Oxyd, aus einem Salze von völlig constanter Zu- 
sammensetzung, z. B. einem Oxalate, völlig rein zu erhalten. Dergleichen 
Schwierigkeiten zu beseitigen und möglichst genaue Methoden zur Aequi- 
valentbestimmung zu ermitteln, gehört nun um so mehr zu den verdienst- 
lichsten Arbeiten, als man von vielen Seiten bemüht gewesen ist, Gesetz- 
mässigkeiten unter den Aequivalentenzahlen selbst oder einfache Bezieh- 
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ungen derselben zu anderen Constanten der Elemente aufzufinden. Unter 
die gelungensten Versuche dieser Art gehören unstreitig die von R. Schnei- 
der zur Bestimmung des Aequivalents von Kobalt und Nickel angestellten, 
von denen ein Theil bereits in Pogg. Annal. Bd. 101, 8. 387 veröffentlicht 
wurde, während eine zweite Versuchsreihe erst vor Kurzem (Pogg. Ann. 
Bd. 107, 8.616) zur Ausführung und Mittheilung kam. Beiden Aufsätzen 
entnehmen wir Folgendes. 

Die ersten Versuche, die Aequivalente von Kobalt und Nickel zu be- 
stimmen, sind von Rothoff angestellt und von Berzelius im Jahre 1818 
(Schweigg. Journ. Bd.22 9.329) mitgetheilt worden. Gewogene Mengen Ko- 
balt- oder Nickeloxydul wurden durch Uebergiessen mit Salzsäure und Ab- 
dampfen in wasserfreie Chloride verwandelt und hierauf der Chlorgehalt 
desselben durch salpetersaures Silberoxyd bestimmt. Rothoff hatte für Ko- 
balt und Nickel je eine Bestimmung gemacht, aus denen Berzelius folgende 
Aequivalentenzahlen ableitete: 

Orte, 
Ni 369,333, 29,55, 
Co 368,65, 29,9. | 

Berzelius und in seinem Gefolge Andere glaubten, dass die geringe 
Abweichung beider Aequivalente nur Beobachtungsfehler sei und dass 
demnach beide Aequivalente einander gleich seien. 'Theils Misstrauen in 
die Reinheit der von Rothoff verwendeten Nickel- und Kobaltpräparate, 
theils Kenntnissnahme von der Schwierigkeit, oxydfreie Chloride darzu- 
stellen, bewogen R. Schneider, die Aequivalentbestimmung auf folgendem 
Wege zu wiederholen. 

Da die neutralen Oxalate von Nickel und Kobalt leicht rein zu er- 
halten sind, wurden diese aus völlig reinen Präparaten dargestellten Salze 
zur Analyse verwendet. Die längere Zeit im Wasserbade verbliebenen 
Salze, welche demohngeachtet noch chemisch gebundenes Wasser enthiel- 
ten, wurden zur Bestimmung ihres Kohlenstoffgehaltes nach Art der orga- 
nischen Elementaranalyse in einem langen Rohre, mit Kupferoxyd gemengt, 
verbrannt. Die Metallbestimmung geschah in einem Kugelrohr, in welchem 
das Oxalat zuerst in einem Strome trockener Luft, dann in einem Strome 
troekenen Sauerstoffs, dann in einem Strome von Wasserstoff stark geglüht 
wurde. Hierdurch wurde einerseits die vollständige Entfernung des Koh- 
lenstoftes, andererseits die völlige Reduction, resp. Zusammensinterung der 
Metalle erzielt, so dass man schliesslich, ohne Oxydation fürchten zu müs- 
sen, wieder atmosphärische Luft in die erkalteten Röhren eindringen lassen 
durfte. Bei diesen Versuchen sind die grössten Vorsichtsmassregeln an- 
gewendet, unter andern auch beim Wägen von Röhrenapparaten als Tara 
wieder Röhrenapparate — zur Compensation der hygroscopischen Fehler 
— verwendet worden. Durch diese Versuche wurde zunächst das Verhält- 
niss zwischen dem Aequivalente des Nickels und Kobalts zu dem des Koh- 
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lenstoffes, dessen Aequivalent völlig genau bestimmt ist, festgesetzt und 
hieraus die Zahlen berechnet, die in folgenden Tabellen für Co und Ni an- 
geführt sind. 








Nickel- | Kohlen- | Aequiva- 
gehalt |stoffgehalt| lent von 
in Proc. | in Proc. Ni 


Nr. des Angewandte 
Versuchs. Mengen. 






1,1945 Gramm 2 12,055 | 28,974 

3,208 2 29,107 = 

= 0039 5 ap 12,022 | 20,028 
Ara 29,082 7 

Sn 319 = 12,004 | 29,056 
7,4465 „ 29,066 7. 

- De > 12,016 | 20,013 
9,977 i 29,082 3 


Mittel 29,025 





Kobalt- | Kohlen- | Aequiva- 
gehalt |stoffgehalt | lent von 


Nr. des Angewandte 


"suchs. M ö 
Versuchs Eugen in Proc. | in Proc. Co 
1. | 1,6355 Gramm = 13,024 \ 29,993 
2,3045 „ 32,952 Di 
“2 | AO en ot | 30,015 
14901 „tin; 32,019 ” 
Im. 2,309 „ 13,005 | 30,014 
4058 32,928 Sn 
3,007 — 13,014 | 
A E 29,989 
5,350 en 32,523 = 


Mittel 30,003 


Da R. Schneider die Beobachtungsfehler für grösser hielt, als den 
aörostatischen Auftrieb, so wurden die Wägungen nicht auf den luftleeren 
Raum redueirt, auch wurde die Methode der kleinsten Quadrate bei Aus- 
rechnung der Resultate nicht angewendet. 

Obwohl nach der Darstellung der Oxalate deren Neutralität Gegen- 
stand mehrfacher Prüfungen gewesen und bei diesen bestätigt worden war, 
so hatte doch Marignaec [Arch. ph. nat. (nouv. per.) T. I, p. 373] Bedenken 
gegen die Neutralität derselben erhoben, indem er (jedenfalls ohne Grund, 
da beide durch Ueberschuss von Oxalsäure dargestellt worden waren) ge- 
meint hatte, dass das eine Salz zu viel Säure, das andere zu viel Basis ent- 
halten haben möge. Wiewohl nun R. Schneider zu den im Vorigen mit- 
getheilten Versuchen Oxalate. von verschiedenen Darstellungen verwendet 
hatte und dennoch zu übereinstimmenden Resultaten gelangt war, woraus 
man schon mit ziemlicher Sicherheit die Unhaltbarkeit von Marignae’s Ein- 
wurf folgern könnte, so stellte ersterer dennoch eine neue Versuchsreihe, 
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wenigstens zur Ermittelung des Aequivalents von Nian. Die früher .an- 
gewandte Methode wurde beibehalten, jedoch wurde das oxalsaure Nickel- 
oxydul nicht wie früher aus schwefelsaurem Nickeloxydul durch Oxalsäure 
ausgefällt, sondern durch Sättigung von kohlensaurem Nickeloxydul mit 
Oxalsäure erhalten. Die Versuchsresultate sind: 
1) 2,985 Gramm oxalsaures Nickeloxydul geben 12,9832 Procent Koh- 
lenstoff, „ 
2) 2,2635 Gramm oxalsaures Nickeloxydul geben 31,4115 Procent 
Nickel, 
3) 5,2 Gramm oxalsaures Nickeloxydul ergeben 31,4038 Procent 
Nickel. 
Als Mittelwerth dieser beiden Aequivalentbestimmungen ergiebt sich 
Ni = 29,029, während der Mittelwerth aus der früheren Versuchsreihe 
Ni = 29,025 war. Die Richtigkeit dieser Bestimmungen von R. Schneider 
wird noch dadurch wahrscheinlich gemacht, dass nach Versuchen von Erd- 
mann und Marchand (1845) das Aequivalent von Ni zwischen 29,1 und 
29,3 gefunden wurde, wobei Erdmann ausdrücklich bemerkt, dass er Ver- 
anlassung habe, die Zahl 29,1 für die richtigere zu halten. 
Da nun auf die zweite und dritte Decimalstelle bei den Aequivalen- 


d” von Co und Ni kein besonderer Werth zu legen ist, so erscheint es un- 


x 


edenklich, Co —= 30, Ni = 29 zu setzen. 

Diese Zahlen zeigen übrigens die bekannte Beziehung zwischen Aequi- 
valent und specifischer Wärme recht evident. Nach Regnault ist die 
specifische Wärme von Ni 0,1109, die von Co 0,1069; dies giebt 

29 . 0,1109 — 3,216, 
30 . 0,1069 — 3,207, 
also eine sehr gute Uebereinstimmung. 
E. Kant. 


XXXVII. Arabische Bestimmungen specifischer Gewichte aus älterer 
Zeit. Unter einer ähnlichen Ueberschrift wird in Pogg. Ann. Bd. 107, S. 352 
eine aus den Comples rend. T.48, p. 849 entnommene Tabelle specifischer 
Gewichte von älteren arabischen Bestimmungen herrührend, mitgetheilt 
und mit neueren dem Annuaire entlehnten Angaben verglichen, wobei sich 
(mit Ausnahme der specifischen Gewichte von Bernstein) eine eigenthüm- 
liche Uebereinstimmung herausstellt. Diese aus den Compt. rend. entnom- 
menen Mittheilungen sind entlehnt aus dem 1858 in Paris erschienenen 
Werke von J. J. Cl&ement-Mullet: Recherches sur Ühistoire naturelle et 
la physique chez les Arabes: pesanteur specifique de diverses subslances mine- 
rales, procede pour lobtenir, d’apres Aboul-Rihan-Albirouny. Extrail de Ü Ayin- 
Akbery. Abul-Rihan soll im 10. oder 11. Jahrhundert gelebt haben und 
Ayin-Akbery ist eine auf Sultan Akbar’s Befehl am Ende des 16. Jahr- 


r Bl 


382 Kleinere Mittheilungen. | 


nunnnvwnnnNnNNeINNILLLNI Te N NT TTTNNNTTNTTNITTINNTnInNTNTNnnrInN in 


hunderts verfasste Statistik von Indien. Folgende Tabelle giebt einen Aus- 
zug der in Pogg. Ann. mitgetheilten Angaben: 


Neuere Be- 
Abul-Rihan. 

obachtungen. 
Gola RR 19,05 19,26 * 
Quecksilber ... 13,58 13,59 
Blei an 11,33 11,35 
Brei 10,35 ® 10,47 
ISHDEER, /. 20.0 20% 8,70 8,85 
Eigen... \ .2.-8 7,74 7,79 
Au en. ee 7,31 1,29 
Darneol. ; ‚„ Sek 2,56 2,61 
Bergkrystall . . . . 460 2,98 
Bernstein (Amber) 2,93 1,08 


E. Kann. 


'. 





XV. 
Einige Aufgaben aus dem Arabischen des Abraham 
Aben Ezra. 


Von Dr. ScHnITzLER ın Trier. 


Libri hat in dem ersten Bande seiner Histoire des sciences mathema- 
tiques en Italie pag. 304 ff. ein Manuscript veröffentlicht: ‚, Ziber augmenti_ et 
diminutionis vocalus numeratio divinationis, ex eo quod sapientes Indi posuerunt, 
quem Abraham compilavit et secundum librum qui Indorum dictus est“, welches 
eine im Mittelalter aus dem Arabischen ins Lateinische angefertigte Ueber- 
setzung ist und sich in der Kaiserl. Bibliothek zu Paris befindet. Zu den 
einzelnen Capiteln: De censibus, de negotiatione, de donationibus, de pomis, 
de obviatione, de cambitione, de decenis et frumento et ordeo hat Libri die ma- 
thematische Uebersetzung gegeben; zu Anfang des vorletzten Capitels (de 
mercalis) jedoch bemerkt er: „C'est a cause de cetle obscurite du texte qu’il nous 
a ete impossible de donner la traduction algebrique de ce qui sui.“ Da über- 
dies eine Marginalbemerkung des Manuscriptes sagt: „OQuod in hac quae- 
stione dicilur nimis est obscurum“, so-scheint es, dass man das Verständniss 
der Capitel „de mercatis“ und „de anulis‘ seit langer Zeit für unmöglich ge- 
halten hat. 

Ich will in dem Folgenden die Abschnitte, wie Libri sie mitgetheilt *), 
wiedergeben und deren mathematische Uebersetzung hinzufügen. 

a 
I. Capitulum de foris rerum venalium. 

Quod si dixeril: Duo viri intraverunt forum rerum venalium, quorum unus 
habebat decem caficios, et alter viginti et vendiderunt cum una misura et uno 
precio, et recedentes habuit quisque eorum triginta dragmas. KErit capitulum nu- 
meralionis eius secundum augmentum et diminutionem ut dicas: divisisti de- 
cem in duas partes et multiplicasti unam partem in unum et alteram in quatiuor, 


*) Die mit Sperrschrift gedruckten Wörter habe ich zugesetzt, da sie offenbar 
vom Abschreiber ausgelassen; die in Klammern stehenden gehören dem Libri’schen 
Texte an und sind jedenfalls verschrieben. Die eigenthümliche Interpunction ist die 
des Manuscriptes. 
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et aggregasti utramque multiplicationem, et quod pervenit fwit trigi L 
tamen secundam non ob aliud multiplicas in qualtuor, nisi ul quod pervenit sit 
plus triginta, non enim opertet ul sit minus. Assume igilur lancem ex uno, el 
mulliplica eam in unum; deinde multiplica residuum, quod est novem, in qualluor, 
ei erunt triginta sex: postea adjunge eis unum, et erunt triginta sepiem. Per ea 
igitur oppone Iriginta, el tunc jam errasli cum septem additis ; deinde accıipe lancem 
secundam divisam a prima, que sil ex duobus, et cam in unum multiplica, et per- 
veniet duo; deinde multiplica residuum ex decem, quod est octo in quatluor, et 
erunt triginla duo. Postea adjunge eis duo, et erunt triginta qualtuor. Oppone 
ergo per ea Lriginta, et tunc jam errasti cum quatluor additis. Multiplica :gitur 
lancem primam, que est unum, in errorem -lancis secunde, que est quattuor, el 
erunt quattuor. Postea multiplica lancem secundam in errorem laneis prime, que 
est seplem, et erunt quattuordecim. Minue ergo ex eis quatluor, et remanebunt 
decem; deinde minue minorem duorum errorum ex majore eorum, quod est ul 
demas quattuor ex septem et remanebunt tria. Per ea igitur divide decem, ei per- 
venient tibi tria et tercia. Hoc igitur est’ gquod habens decem vendidit in primo 
foro, scilicet tres caficios et tertiam (tertia) dando unumquemque caficium pro 
dragma, et sic habuit tres dragmas et tertiam (tertia):: deinde minue tria et ter- 
tiam (tertia) ex decem, et remanebunt sex et due tertie. Vendat igilur unum- 
quemgue (unusquemque) caficium pro quattuor dragmis, et habebit viginti sex et 
duas tercias, quibus adjunge Tria et tertiam, el erunt triginta. : 

De viginti quoque facias*) quemadmodum fecisti de decem et invenies. In- 
tellige. Est propterea regula inveniendi hoc, sicut regula decem que dividitur in 
duas partes. 

Ist «& die Anzahl, welche zu Anfang des Marktes (in primo foro) von 
demjenigen verkauft wurde, welcher 10 Stück hatte, also 10— x diejenigen, 
welche ihm zum spätern (igitur) Verkauf übrig blieben, ist überdies der an- 
fängliche Marktpreis 1 Drachme für 1 Stück, dagegen später 4 Drachmen, 
so wird: 

1,2 Ta 110-2) = %. 
' Setzt man x =1, so wird 
IM AD E SF BT, 
37 —30 = + 7*=1.Fehler. 
Für <=2 wird 


1.2 +4.8=32 + 2=34, . 
31 — 30 = + 4==2.Fehler, ' 
2.7—1.4 


also der wahre Werth für 2 = —3#, 


7—4 

1.31 44.62 30. 
Bezeichnet nun & (De viginti quogue ete.) die Anzahl, welche von dem 
Zweiten anfangs verkauft wurde, so wird bei denselben Preisen, wie oben, 


*) Et per viginti fac duas lances, unam ex duobus et alteram ex quatuor, et invenies. 
(Note marginale du manuscrit.) 


“ 
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1.2 -+4(20 — x) == 30, 


2 ==1 gesetzt, wird die linke Seite 


> L3124. 1976 1 = 77, 
77 — 30 = + 47=1. Fehler; 
Wenn. z= 2, ” 


1.2+4.8= 72 + 274, 
74 — 30 = +44==2.Fehler; 
2.47 — 1.44 
47 — 44 
1.162 +4.31— 30. 
Derjenige, welcher 10 Stück hat, verkauft also zu Anfang, wo 1 Stück 
1 Drachme kostet, 34, der andere aber 162. Mittlerweile ändern sich die 
Marktpreise; 1 Stück kostet jetzt 4 Drachmen. Der Erstere hat noch 63, 
der Zweite 31 Stück zu verkaufen. Der Erstere hat schon 31, der Zweite 
1635 Drachmen gelöst. Der Erstere löst jetzt noch 4. 6%—= 262 und hat zu- 
sammen 30 Drachmen. Der Letztere löst noch 4.31 —=134 und hat das 
Gleiche. 
Wollten wir der Marginalbemerkung, abweichend von der Angabe des 
Textes, folgen, so würden wir schreiben 
1.2 +4(20 — x) = 30, 
c==2, 
1.2 44.18 =174, 
714 —30—=+4=1.Fehler, 
zei, 
17.4 +44 16:68, 
68 — 30 == + 33 —=2. Fehler, 
m 4.44 —2.38 
44 — 38 
Es erhellt leicht, dass die oben angenommenen Preise 1 und 4 einer 
Reihe von Zahlen angehören, welche für « und y in die Gleichungen 
z2< + (0 — 2)y=3, uxc + (20 —u)y= 50, 
(wo z und u die Anzahl der im Anfang verkauften Stücke bezeichnen), ge- 
setzt werden können, sobald sie der Bedingung genügen, dass << 3 oder 
>35, weng 2 <y resp. >y. Es entsprechen z.B. x =11, y=1, z=2, 








also dieses x —= 162, 





> 


== 76 


oo) 


a=l. 


II. Capitulum aliud de eodem. 


Quod si dixerit: Est census cujus quartam abstulisti et quinlam ( quinta) 
ejus quod remansit, et accepisti quartam ejus quod abstuleras et quintam ejus 
quod remansit, et quod pervenit fuit septem. KErit capitulum numerationis ejus 
secundum augmentum et diminutionem, ut assumas lancem, que sit ex viginti, et 
auferas quarlam ejus, el remanebunt quindecim ; deinde aufer quintam ejus, et 


remanebunt duodecim. Postea accipe quarlam octo que abstulisti, que est duo, 
26 * 
We 
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serva eam; deinde assume quintam duodecim, que est duo et due 1 igitur 





una 


adjunge duobus, et erunt qualtuor el due quinle. Per ea igilur oppone septem, el 
tunc Jam errasti cum duobus et Iribus quintis diminutis, el hoc vocalur error pri- 
mus: deinde accipe lancem secundam divisam a prima, que sit ex quadraginta, et 
aufer ejus quarlam el remanebunt triginta et quintam residui, que est sex, et ad- 
junge eam decem ablatis, et erünt sedecim, eorum ila sume quartam, que est qualt- 
fuor. Deinde accipe quinlam ejus quod remansit, quod est viginti quattuor, et est 
quattuor et quattuor quinte, el adjunge eam qualtuor, et erunt oclo el quatluor 
quinte. Oppone igitur per ea sepltem: lunc jam errasti cum uno et qualluor quin- 
tis additis. Multiplica ergo unum et qualtuor quinlas in lancem primam, el per- 
venient Lriginli sex: deinde multiplica duo et tres quintas in lancem secundam, el 
erunt cenlum et qualluor. Poslea aggrega duos numeros pervenientes, et quod 
perveniet eril centum et quadraginta; deinde aggrega duos errores, qui sunl unum 
et quaituor quinte el duo et tres quinte, et erunt qualluor ei due quinte. Divide 


ergo per ea centum et quadraginla, el quod perveniel erit census, qui est triginta 


unum el novem parles undecime. y 


Bezeichnet x? die Zahl (census = Quadratzahl, res die Wurzel), so‘ist 
dasjenige, was er abgezogen hat, in Summe 


ee 
4 d 4 ’ 


die aufzulösende Gleichung: 


= 4 sch N 
re Fl+t3le 5-3 5)]=r 


und die angegebene Lösung: 


iD et 
x" == gesetzt, 


8-2, Yan, 
2+25=42, - 

42 —7=— 23=1.Feller; # 
DIEBUNN, 

40 — 40 — 30, 30 — 3 = 30 — 624, 

DS, 

a Neil Linse, 
+43 == 88, . 


8 —7=+12=2.Fehler; 
folglich 
Kart: De OT) 
BF) aan ar AR 
Hoc quoque secundum regulam invenitur, que est ul ponas principium ex 
quo consurgit quarta el quinla viginti, et auferas ei quartam suam, el remanebunt 
quindecim et quintam residui, et remanebunt duodecim. Sume ergo quarlam octo 
quam abstulisti et quinlam duodecim remanentium, et quod perveniet erit qualtuor 
et due quinte. Ergo die: in quem numerum multiplicantur quattuor et due quinte 
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donec perveniant viginti? Illud vero invenies qualtuor et sex undecimas. Multi- 





u, 





plica igilur hec quatluor et sex undecimas partes in septem que dixisli remansisse 
ex censu, et quod ex multiplicatione perveniet erit illud quod voluisti, quod est 


triginta unum el novem undecime partes, el est census. 


Diese Lösung ist also: & 
4 =5, Ya, 
20-2 154,15 1 el 
| Ian, 
2 


III. Capitulum de anulis. 


1) Ouod est ul dicas viro: Sume quod est inter te et anulum ; deinde die eı 
dupla quod Nabes. Postea die ei: adjunge ei quinque; deinde die: mulliplica ip- 
sum in quinque. Poslea dic ei, adde eis decem: deinde die: multiplica quod habes 
in decem. Postea die: minue ex eo quod habes quadringenta (quadraginta). Cum 
ergo minuerit ea, accipe pro quadringentis (quadragentis) unum, et unum serva. 
Deinde die ei: minue ex eo quod habes centum. Cum ergo diminuerit ea, assume 
tu pro eis unum. Deinde precipe ei ut ex eo guod habet, diminuat centum quoties | 
poterit, el tu pro unoquoque centenario diminuto assume unum. Postquam ergo 
non remanseril ei cenlum, considera illud quod habes, fiet enim ut illud ad quod 
pervenerit numerus si ille qui sumpsit anulum. 


Wenn x die gedachte Zahl ist, p die Anzahl der einzelnen subtrahir- 
ten Hunderte und r der dann noch übrig bleibende Rest, so ist die Bedeu- 


tung des Vorstehenden: 


” 5(22%4+5)+ 10 10 — 400 7 
nz N, rn. 
100 100 


21th =r+ 
e@—1=p, 
rn 1. 

Das zur Ermittelung der gedachten Zahl angewandte Verfahren führt 
immer zum Ziele, jedoch darf & nicht gleich 0 genommen werden. Die 
einzelnen Fälle, wann das angegebene Verfahren anwendbar und wann 
nicht, werden nicht aufgezählt. Der Verfasser sagt nur: „Dubia est regula 
de anulo.“ 

2) Alio quoque modo invenitur hoc, qui est ut dicas viro: Sume quod est 
inter te et anulum in una manuum tuarum et assume in alteram idem (Tandem); 
deinde assume tu in manu tua unum ; postea die ei: multiplica quod habes in una 
manuum luarum, in quemcumque numerum volueris. Postea multiplica unum quem 
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tenuisti in manu tua in illum numerum in quem preecipisti illum multiplicare, et 
postea dic ei: divide quod exivit ex multiplicaltione per illud quod habes (habet) 
in alia manu, perveniel ergo unicuique quantum fuil quod pervenit ex multiplica- 
tione ejus quod habebas in manu tua. Postea die ei: divide quod exivil ex mulli- 
plicatione per illud quod.habes (habet) in alia manu tua. Postea die ei: ecce 
(eice) quod atlinet uni de eo quod accepisti. — Dubia est regula de anulo. — 
Et postea dic mihi quod remansit. Et tu minue illud de eo quod tenuisti in manu 
tua aggregalum, et quod remanebit erit illud. 


Bezeichnet x die gesuchte Zahl, p die willkürlich angenommene, mit 


welcher multiplieirt wird, und r den Rest ( Ei postea dic mihi quod remansit), 
so wird 
r % 
— + 3, 
iC 
x=1.p—-r. 


Die gedachte Zahl lässt sich auf diese Weise offenbar nur dann finden, 
wenn p >x gewählt werden. 


p& 


TC 


3) Ei hoc alio modo invenitur, qui est ut dicas viro: sume quod est inter te 
et anulum, poslea dic ei, adjunge ei duplum ipsius: deinde dic: adde ei quantum 
est medielas ejus quod aggregatum est. Deinde dic ei: minue ex eo quod habes 
novem. (Cum ergo minuerit ea, sume tu per novem duo; deinde precipe ei ut ex 
eo quod habet minuat novem el assume pro unoquoque novenario diminuto duo. 
Cum ergo remanseril (remanseris) ei numerus novem, sume pro eo unum, deinde 
considera illud quod habes. Ipsum namque est ılle numerus qui sumpsit anulum. 


Nennen wir x die gedachte Zahl, p die Anzahl der abgezogenen Neu- 
nen (die erste 9 nicht mitgerechnet), so ist die Bedeutung des Obigen: 


re 2X 
a+2a+ 80 


9 er, 
außer. 
Hier darf & nicht < 2 gedacht werden. 

4) Et hoc ilem alio reperitur modo, qui est ut dicas viro: sume quod est 
inter te et anulum deinde dic, multiplica quod habes in tria, postea dic ei; sume 
medietatem ejus quod tibi pervenit. Deinde quere ab eo si est in eo fractio. Quod 
si dixerit est: assume lu pro fractione unum: deinde die ei, serva fractionem, 
donec sit unum integrum. Deinde dic ei: multiplica quod habes in tria; et postea 
die ei: minue ex eo quod habes novem. Et tu, assume pro unoquoque novenario 
diminuto duo, et aggrega que habes, el tuum erit illud. Ouod si dixerit, non est 
in eo fractio, et cum dicis, minue ex eo quod habes novem, dixerit non est in no- 
vem, tunc die ei quod nihil accepit. — Explelus est liber. 


Hier wird ein Unterschied gemacht, ob x gerade oder ungerade ist. 
In dem ersten Falle wird gesagt: „Wenn 
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9 =Pp, 
so1st 2 =2p; 


ist hier 9 = 0, so ist auch 2 —=0“""; 
in dem andern Falle: „Wenn 


IE 
(7) 


ee aD, 


9 
soist 2&—=2p+1“. | 

5) Si res viri tenuerint tres res diversi generis, et volueris scire quam illa- 
rum quisque eorum leneat; noscas primus unamquamque earum, et in corde tuo 
pone unam primam, et alteram secundam, et aliam lertiam, et voca simtliter in 
corde tuo primam duo et secundam novem et terciam decem. Deinde unum trium 
hominum nomina (non) duo, et alium voca tres et tertium voca quinque, el precipe 
uni eorum qui sciat quid quisque eorum teneat, ut multiplicel nomen lenentis rem 
primam in duo, et tenenlis rem secundam in novem, et nomen lenentis rem terliam 
in decem, ei aggreget ea que ex multiplicationibus pervenerint, et summam inde 
pervenientem tibi dicat. Ouam lu assumens minue ex centum et residuum parlire 
per octo, et quod ex divisione pervenerit erit nomen tenenlis rem primam, et quod 
remanserit erit nomen tenentis rem secundam, et alius tenebit terciam rem. 

Bezeichnen p, g und r je eine der Zahlen 2, 3,5 in beliebiger Ordnung, 
so ist 

100 — ?p+9q +10r) 
a 8 EN ENG" 

eine identische Gleichung, auf welcher die obige Aufgabe beruht und deren 
Richtigkeit sofort einleuchtet, wenn nur y+g-+r== 10 gesetzt wird. 

Es ist leicht abzusehen, dass die vorstehende Gleichung ein specieller 
Fall von folgender allgemeineren Gleichung ist: 

Bezeichnen p, q, r und t beliebige Zahlen und wird der Kürze halber 
ptqa+r=S gesetzt, so ist: 

S’— [ip +(Ss—ı)g+Sr|__ 4. Zum: 

S—1t er hier 
Soll jedoch, wie zur Anwendung des obigen Verfahrens nothwendig ist, 
die rechte Seite eine gemischte Zahl bleiben, so ist offenbar nothwendig, 
dass S— kein Factor von qg und 1<Z S— 2 genommen wird, 





xXVIl. 
Veber Facultätenreihen. 


Von O. SCHLÖMILCH. 


(Aus den Berichten der Königl. Sächs. Gesellschaft der Wissenschaften.) 


In seinem Methodus differentialis sive tractatus de summatione et interpola- 
tione serierum, Lond. 1730, zeigt Stirling, dass Reihen, die nach abstei- 
senden Potenzen einer Variabelen x fortschreiten, wie 2. B. 


a a 0 
7 = 2? zit .»o. oe.» 
auf die Form 
b; bz b; b, 
egal AR es al a er Be ee A ee EEE 
= 5@+N) "204642 zar)@ +2) (c+3) 


gebracht werden können. Er geht nämlich von der Gleichung aus 
1 4A b 


TR eeeen 
C 


ge +1)... e+n)(e+n+1) Be 

worin A, B, C,... gewisse Zahlencoefficienten bedeuten, wendet dieselbe 
für n=2,3,4,... auf die einzelnen Glieder der ersten Reihe an und ver- 
einigt nachher die gleichartigen Grössen. Nach einer leichten Rechnung, 
deren Detail im fünften Theile des Klügel’schen Wörterbuchs angegeben 
ist, findet Stirling 

u Rs, Se ED, 
” + 22 + ja + 7a ankeb 
RL u To, 2, +30, +4 
Pe (BET) (x +2) 
Ei 6%, +11la;+6a,+ a, neeern. 

z(c+H)(Ee+2Y) (ca +3) zart) ar )Ee+HHN ct) 
Dieses Verfahren hat zwei schwache Seiten; man gelangt nämlich weder 
zur Kenntniss des independenten Bildungsgesetzes der Coefficienten b,, b,, 
b;..., noch zu einer sicheren Entscheidung über die Oonvergenz oder Di- 
vergenz der neuen Reihe. Ausserdem hat sich bei Anwendung besserer 
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Methoden noch eine Eigenthümlichkeit gezeigt. Wenn nämlich eine Func- 
tion, so zu sagen, gewaltsam, in eine Reihe der ersten Form verwandelt 
wird, so trifft es sich nicht selten, dass die Reihe halbeonvergent oder völlig 
divergent ist, aber es folgt hieraus keineswegs, dass auch die Reihe der - 
zweiten Form (die Facultätenreihe) dieselbe Eigenschaft besitzen müsse; 
in der T'hat werden wir nachher Fälle aufzeigen, wo die erste Reihe diver- 
girt, die zweite dagegen convergirt. — Nach diesen Erörterungen glauben 
wir keine überflüssige Arbeit zu unternehmen, wenn wir diesen Gegenstand 
von Neuem und aus einem anderen Gesichtspunkte betrachten. 

I. Die eigentliche Quelle der erwähnten Facultätenreihen dürfte in 


bestimmten Integralen von der Form 
1 


1) fer rwa=s@, «>9, 
0 
zu suchen sein. Mit Hülfe der Substitution 


! 





1 dt 
e7.4 sul 1, woraus, U li 7 ji, du 
1 { 1—1t 


erhält man nämlich 


1 | 
2) = fa girl (—)]ar 
0 


und wenn nun rl: el nach dem Taylor’schen oder Maclaurin’schen 


Satze entwickelt werden kann, also eine Gleichung von der Form 


N, De, REN 
rl )]=o+2 Bl. 
BR: 


rn 1 en R 
1.2... (n—1) + Än 


existirt, so lassen sich auch alle einzelnen Glieder, mit (1 — t)*—1 dt multi- 
plieirt, zwischen den Grenzen {= 0 und {==1 integriren; unter Anwend- 
ung der bekannten Formel 


DD 
__1N\0—1ym N) Ra NT REITER 
” fa De 2 EEE (+2)... (+ m) 
0 


findet man 


) 9@W= 4 





ee 


un Q; 
pers Tan Grat 


1 ef zz ASIA 
ee (1 —de-iR, dt 


also eine Reihenentwickelung der besprochenen ne Wie man sieht, ist 
diese Herleitung ganz unabhängig von der Frage, ob p (x) nach absteigen- 


. eo oe.09®0 


% 
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den Potenzen von x entwickelt werden kann oder nicht; ferner bemerkt 
man, dass sich auf dem angegebenen Wege der Rest der Reihe bestimmen 
und mittelst desselben die Convergenz oder Divergenz der Reihe entschei- 
den lässt. 

Behufs der independenten Bestimmung von QO,, 0}, 0, . . . differenziren 


1 
wir den Ausdruck fli Ei mehrmals nach einander in Beziehung auf r; 


das Resultat stellt sich unter die Form 


er] 
Er OArL Arte] 


m m m 


worin Pj, Pa,» . Pin gewisse Zahlencoefficienten bedeuten, die von der Na- 
tur der Function funabhängig sind. Ebendesshalb kann irgend eine Spe- 





cialisirung dieser Function zur Ermittelung jener Zahlen dienen, am besten 
% 


f (u) = e““, wodurch rl: (*)] —=r”@ wird und die Gleichung 5) in die 
T 


folgende übergeht: 


mes m 


(+1) (a+2)....(e tm) =PatBe+Pe+....+Pnem 
Man ersieht hieraus, dass die Coefficienten ? mit dem sogenannten Facul- 
tätencoefficienten identisch sind. Nimmt man in Nr. 5) =1-—-tund 
setzt nachher {== 0, so erhält man 


MP FO$+BF +... + uf). 


Was ee den Rest rt so ist nach dem Maclaurin’schen Satze 


BEER een fer Re lan; 


das in Nr. 4) vorkommende Dre inghnskne welches vorläufig $, heissen 
möge, erscheint demnach in Gestalt des Doppelintegrales 


1 41 | 
fear ]en 


Um Fr zu Eau erinnern wir an die bekannte Formel 








1 1 
Ta) Tb) 
a—1i TUNG za+tb-1IF d 
Je e Grm dan T@+0). Se 
und ee &£=1—tl,n=1—mw; dies giebt 
l i 
P’(a) T(b) " 
_ Na-1 — my E N) fzarkbrip 
KL yeıdı [EL — mw) TI F(L— mw) dw — Fla+ Dr (7) dr. 
0 
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Wir setzen ferner «=, b = der ganzen positiven Zahl n, und 


E var a 
rl 


woraus folgt 











n & 
ae] 


die vorige Gleichung geht dann in die nachstehende über 


a fo — er 1 fe — mr 1 Drf : e nn -) Jar 
u 0 


l 5 
TEN RELR PL. SER ne Io 
mi HEINE WIERER Rn —1) } |: le» 





die unmittelbar zur Reduction von S, führt nämlich 


“ Talenten, rrlo()]ar 


Der Gleichung 4) giebt man jetzt am zweckmässigsten die folgende Gestalt 


u) Q, BEER 7,3 
2 en 


Min f On 
ar (c+1)...(@+n—1) R z(c+1)...(e+n—1) 


und darin ist 


1 
8) De fer al (*)| dr, 
v 


oder auch, wenn die auf z bezüglich Differentiation nach Nr. 5) ausgeführt 


und schliesslich die Substitution z = e”* vorgenommen wird, 
& 


9) @n — fer IP, FW)+PRfW+r.., + Pu fe (u)\ du. 
0 . 
Durch die Formeln 1), 6), 7) und 8) oder 9) ist man nun im vollständigen 
Besitze der Mittel, um Reihenverwandlungen der besprochenen Art in aller 
Genauigkeit auszuführen. Wir geben hierzu einige Beispiele. 
1 ü 
II. In dem sehr einfachen Falle f(u) = e”*“, ri eo == TS wird 


T 





(00) 
1 
— fe-@+d)u Ju— 
9? (=) f X a’ 


0 j 
Om = (— 1)" ala —1)le —2):.:(e—m—1), 
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wu 








1 
= (—-1N)" ale —1)... (a — nn) art ET 
0 








m el 
ns; —1 ” 2 1 .0.oo. er er z 
Ne). nn 
diess giebt folgende Entwickelung! 
1 I a a (@ —1) 
Wenn eh N. 
ct & ZEN GN? | 





„1. @—1) (ae —2)...(e—n—2) 
z(c+1) (2 +2)...(c+n =.) 
„e(e—1)(a—2)...(e—n—1) 1 
die man bekanntlich auch auf elementarem Wege erhalten kann. 
Wegen späterer Anwendungen untersuchen wir den im Ergänzungs- 
gliede vorkommenden Ausdruck 
a (ae — 1) (a —2)..... (en — 1) 
ea en (e+n—1) 


etwas genauer. Wenn « eine positive aber keine ganze Zahl ist, so lassen 


ae) 


PH) 





sich immer zwei aufeinander folgende ganze Zahlen k— 1 und k angeben, 
zwischen denen « liegt; dem entsprechend zerlegen wir den vorstehenden 
Ausdruck in drei Factoren, nämlich, n > k> « vorausgesetzt, 


(e-1)(0-2)...(a-k-1) (ak) («-K+1)...(«n—1) 1.2. 





— ende 











12 He REN a ee 
Im ersten Factor, welchem wir die Form 
Bee 
= ! Se rer ee 


ertheilen, beträgt die Differenz @ — k — 1 weniger als eine Einheit, mit- 
hin ist 

a kn, a—k—2<2,...0 —2<k—2, a—1i<k—1l, 
also jeder Bruch ein ächter Bruch und folglich auch der fragliche Factor 
ein ächter Bruch, der 8, heissen möge. Der zweite Factor ist einerlei mit 


ital 


wo nun in jeder Parenthese ein ächter Bruch steht; der fragliche Factor 
kann daher = (— 1)”"—-*9, gesetzt werden, wenn 9, wieder einen positiven 
ächten Bruch bezeichnet. Das Ergänzungsglied ist demnach 
1.2....n—]|) ‚ca ae 
’(E+N) (+2)... a tn — Nato 





(—1)" e 9, (— 12-79 


oder kürzer 
Ou IKT (n—1) 
z+a (ce tl) (cH2)... (an —1)' 
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wenn © einen positiven oder negativen ächten Bruch darstellt. Statt der 
Gleichung 10) hat man jetzt die folgende 
11) l I UP" 7 a (@ — 1) $ 
sta ze 2a +) . ze) (c +2) 
le a (a1) (a—2).. .(«—n—2) 
2 (+1) (€+2)...(@+n—1) 
Ou Bes (n —1) 
z+e x (e+1)(2+2)...(e+n—1)’ 
und nach dem bekannten Satze, dass für a>b>0 undn = 
b(b+1) (+2) ....(d+n—2) 
a(a+1)(a+2).... (a-+n —2) 
ist, ergiebt sich, wenn a=x-+1 und b==1 gesetzt wird, dass das Ergän- 
zungsglied der vorigen Reihe die Null zur Grenze hat, sobald & eine posi- 
tive Zahl >0 bedeutet. Die Gleichung 
l 1 @ ae (& — 1) RN 
12) ST EREATTEFTENS ag in inf. 
gilt daher für alle positiven x und «, während die Entwickelung 
Leer a a 
sta N N 
an die Beschränkung & > « gebunden ist. 








u. 


= 





III. Als zweites Beispiel diene die Annahme f(w)—=u*-!, wobei k 
als ganze und positive Zn vorausgesetzt wird. Es ist nr 


p (2) =/- —zuyk kg I U, . best, 


und nach Nr. 6) 
0,503 fürm<k —1, 
Zi) 
On k— Y(Ä—2)...2.1Pr-ı firm>k—1; 
unter der Annahme 2 >% ergiebt sich nun aus Nr. 7) nach beiderseitiger 
Division mit 1.2...(k—|]) 


k-1 k kA 
Fr u WR 


2(2+1)..(e+k—1) Te@HV.eHh) re RT 
Nee 
"e@t@+ 2. .(@et+n—1) 
l On 
ame PET); 2 (2 +1)....(ce+n—1)' 
Ferner ist nach Nr. 9), wie man durch Ausführung der angedeuteten Diffe- 
rentiationen und Integrationen leicht findet, 


On en 1 Rn m 1 
_—_—  -— Po 43 Bu ER Pk-ı1-— 


1 
13) = +... 





mithin 
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k—1 k 2 
Per?) Re, Pr— Pr—1 
a ach eier Ara S Un i. > on 
n—1i n n n 
Pie4 VRa+P,+ Amer 
a Ta .(e+n—1) z#x2(c+H1)(c+2)....(e+n—1) 


Diese identische Gleichung scheint völlig unbekannt geblieben zu sein; sie ist 
die eigentliche Quelle der Stirling’sehen Formel und führt zu einem strengen 
Beweise der letzteren, wobei die Convergenz der Reihe nicht zweifelhaft 
bleibt. Das Ergänzungsglied ist nämlich gleich dem folgenden Ausdrucke 


ige (c +1).. ‚kan e VERDI, ge 


walet 1). de En Ba aD 


worin « eine vor der Hand willkürliche Grösse bezeichnet; wählen wir die- 
selbe positiv und lassen im Nenner die mit of, a'+!,...«* behafteten Glie- 
der weg, so beträgt der vorige Ausdruck weniger als 
la(e+1)...(e+n—ı1) Re+P,2?+...+ Pie 
satz (e-+1) ...(e+n—1) Pa+P&®+...+ Pr_ı ek! 
Nach dem bekannten Satze, dass der Werth des Bruches 
Bt+B+B+...+ Bı-ı 
A AA sul 
bei positiven 4 und B eine Mittelgrösse zwischen den eiuzelnen Brüchen 
BB BR B Br-ı 
APP IERSTRARTET I ö 
ist, folgt nun, dass der letzte Factor des obigen Ausdruckes zwischen der 
grössten und ernsten der Potenzen 


ee) ae 
> har = ER et y Zr 
& & & & 


enthalten ist. Nehmen wir endlich « < z, so können wir nach allen diesen 
Bemerkungen das Ergänzungsglied unter der Form 

1 a(@+1)....(etn—1) »(2)=2 e(e+1)...(«+n—1) 

acc +1)....( etn= 1) er c(cH+1)...(e+n—1) 
darstellen, wo $ einen positiven ächten Bruch bezeichnet; hieraus ersieht 
man augenblicklich, dass bei unendlich wachsenden rn der Rest gegen die 
Grenze Null convergirt und dass folglich die Stirling’sche Reihe in’s Un- 
endliche fortgesetzt werden darf, sobald x die Null übersteigt. 


IV. Wir betrachten ferner das bestimmte Integral 


DD 
15)% p (2) — fer" (I+u "du, 
2 














. v® a . 
welches mittelst der Substitution u = Zee 1 auf die einfachere Form 


on 
16) platte (homoa 
x 
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wu 








‘gebracht werden kann. Es würde keine Schwierigkeit haben, die allge- 
meinen Formeln des Abschnittes I auf den Fall f(w) =(1+u)-4 anzu- 
wenden, man kommt aber etwas rascher zum Ziele, wenn man den ur- 
sprünglichen Integrale erst eine andere Gestalt verschafft. Unter Voraus- 


setzung eines positiven « substituiren wir in Nr. 15) 
: [0 6) 


1 1 
a a el u e-(l+fFur w—i1g 
(I+ WR un Eu 
0 


oo DD 
1 
RN RT o-au au fetter ud: 
ee) I af ; i 
0 0 


an on 
——__ entenrar feretnndn 
I’ (u) 
0 V 


d.i. bei Ausführung der auf u bezüglichen Integration 


y@)= 


und erhalten 


ao 
1 1 
1'(a) 
V 


Wir benutzen hier die Formel 10) für «= r, setzen zur Abkürzung 


ı FREE 44T 
en Fe jener 


m free GE D)e—2.. .e—n—1) „u-1e-Tdr: 
ze I (u) t+r 


gear dr. 


und vergleichen den ee Werth von p(z) mit dem in Nr. 16) stehen- 
den Ausdrucke; das Resultat lautet: 





7 A ee 1 TA 0, 
ae — ze) zCHVetd 
RR 0. 
En u 
ee! 
ET... ara 


Um beurtheilen zu können, welcher Grenze sich das Ergänzungsglied 
bei unendlich wachsendem » nähert, setzen wir 


(+1) en 











18) Bu MAT. Ka On; 
ER nenne ot] 
2) ST 3 0, Bi. (n —1) +7 ar 


und zerlegen das Be Integral in zwei Integrale, nämlich 
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en et drin oh) 





or mn ro, 278 eig = er 
1 za TEE 
a) KR (n— 1) <+r en 
Aa Das 


Im ersten Integrale ist n>r und folglich der Ausdruck 

(—1)(r-2)...(r#®n — 1) 

..(n—1) 
ein positiver oder negativer ächter Bruch, wie schon in Nr. II bewiesen 
wurde; demnach liegt 4, zwischen 
n 
Ye e-tdr und — 5 Be 
Ber Do. +? To). tr 

Diese Grenzen BR weiter, wenn man im |] or: &+r das positive & 


weglässt, und gleichzeitig das Integrationsintervall auf 0 bis oo ausdehnt; 
man kann daher 


> 
20 An —— [ttrtetdı—=H 
Ta) 
0 
setzen, wo 9 einen positiven oder negativen ächten Bruch bezeichnet. Diese 
Schlüsse gelten für jedes noch so grosse n und demnach ist auch Lim A, 
zwischen —1 und +1 enthalten. 


Das zweite Integral stellen wir in folgender Form dar 


ei (ehr ERR 
EEE un Bess kr) Bene; - 


und verstehen unter « und ß zwei positive ächte Brüche, deren Summe —=1 
ist. Lassen wir im Nenner &-+ r das positive z weg uod setzen statt zWe=@? 





u 
den Maximalwerth dieses Ausdrucks nämlich (&) ‚ so erhalten wir, da 
ade 


die übrigen Factoren unter dem Integralzeichen positiv sind, einen zu 
grossen Integralwerth und es ist daher 


__! (ey FELNDETN.. end) ge 
=) L 1.2....R-—1) ae 








1>F>0. 
Mittelst der Substitution r=u-+n wird hieraus 
$ 
Bn= Pag, 
a, rt =.) 


wobei zur Abkürzung 
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29) a Aa a +1) (u A ai = Frl hun, 


WeIIIRrLLTIILLLLLLLIILI I II TILL L 


gesetzt worden ist. ni vorstehende Ausdruck besitzt die Eigenschaft 


, ee 1) (u+2)... eng 1, 


du 
Ir Bien 
0 
AR 
v 1)(o +2)... vo+n 
Ze DE 

E21) un 
wie mittelst der Substitution v=v-+ 1 leicht findet. Zerlegt man das In- 
tegral in zwei andere von 2»—=0 bis v—= w und von v—=—1 bis v0, so ist 
das erste identisch mit C,+ı; im zweiten kann man die Substitution v= —w 


anwenden und erhält 


1 
| Ca+1 Eu Cn —— ef laut f(ı- = (1 > En, ee 2 )e+Bm amt 
0 


oder 
ß 1 
Ca e 1 ’ 0 
So —7 el al -")e + Pr io. 
Cn a Une 1 n 
Aus Nr. 22) ersieht man, dass C„ mehr beträgt als 
DD 
2 n—1 1 
I tur 
: L 220 ca) n 
der letzte Ausdruck auf der rechten Seite von Nr. 23) ist daher kleiner als 


SEHEN Der 


und hieraus schliesst man leicht, dass sich derselbe für unendlich wach- 
sende n der Grenze Null nähert; es ist daher 














RER ef 
Li Löwe 
im neh 
und 
-B@+1) C, 1 
e- Pr 6% eß —1 


Wählt man den positiven ächten Bruch ß>12 (z.B. P =0, 8, « =0, 2), so 
- beträgt die rechte Seite weniger als die Einheit; nach dem bekannten 
v(n+) 


vum 
Lim (e= Pr a == 6 


Satze, dass Zim y (n)—=0 wenn EEE <1 ist, folgt dann 


und nach Nr. 21) 
24) nd, 6. 
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Die in Nr. 20) und 24) verzeichneten Gleichungen geben zu erkennen, 
dass Lim 0» == Lim (An+ B„) zwischen —1 und +1 enthalten ist; hieraus 
schliesst man nach Nr. 18) 


Limi Ba ==. fürs >>0, 
und daher ist nach Nr. 17) 


N. 0, 0, 
2) [Ze b=_.e a 


Führt man in der für Q,„ angegebenen Formel die auf r bezügliche Inte- 
gration aus und benutzt die Orelle’sche Facultätenbezeichnung 


ua +D (u td... u+ki— Dem tUf, 


so hat man für O0, die vollständig entwickelte Formel 
m 


26) ‚On (ut UT Pa kur VIEH Dar a ee 
und z. B., nach Potenzen von u geordnet, 
em Gm, Gentn Smuti—n, 
0, =W+ Wu —5u+8u usw. 
Die Gleichung 25) enthält die Lösung einer Aufgabe, womit sich Le- 
gendre in Cap. XVII des 2. Bandes seines Trail des fonetions elliptiques 
beschäftigt und von welcher er sagt, dass sie besondere Schwierigkeiten 


darbiete. Es ist dies die Entwickelung des Integrales 
x 


I (o,&) = /(ı =) du 
V 


oder, wenn «== e”-?’ und 2 == e7) substituirt wird, des gleichgeltenden 
Integrales 
l 
ruamfr reed Di ylhh 
: & 
Man findet zwar leicht Baht die nach steigenden Potenzen von y fort- 
gehenden Reihen 


und*) eat 


*) Legendre gelangt zur zweiten Reihe mit Hülfe einer Differentialgleichung; 
ein kürzerer Weg ist folgender. In der Gleichung 
Yy 


on Y 
DT (0,2) Ja 1 e-0do - fae—1 ertdvu== T.l@) — fre= 1 e-tv dv 
0 


] 0 
setze man v=y(1l— m); diess giebt zunächst 
1 


Tee) (e) Sn e ft Te 


v 


Entwickelt man jetzt e”” in die bekannte, nach Potenzen von yw fortschreitende Reihe 
und integrirt die ne ern, Glieder nach der Formel 


Frmertm ee a. 
a(a +1) (a +2)... (a +m) 
so erhält man kapenbiickiieh das erwähnte Resultat. 
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ia : 
Fan) = Wet BET 1) 3 (EHI) (ara ) 


aber man kann von diesen Entwickelungen in dem Falle keinen prakti- 
schen Gebraueh machen, wo x ein sehr kleiner Bruch, mithin y eine sehr 
grosse Zahl ist; Legendre sieht sich daher genöthigt, eine halbeonvergente 
Reihe zu benutzen, die nur einen bestimmten, öfters ungenügenden Grad 
der Genauigkeit zulässt. (Vergl. 8. 502 und 503 a. a.0.) Diesem Mangel 
kann auf folgende Weise abgeholfen werden. Durch theilweise Integration 





findet man zunächst 
Bao 


wendet man diese Formel %-mal nach einander an, so erhält man I (a, ©) 


ausgedrückt durch 


% j va=ki 
T(@«—k, ®) -/(1}) Ba DB teargn 
0 y 
Vorausgesetzt, dass man für % die nächste unter « liegende positive Zahl 
nimmt (k<a<k+ 1), ist &—k—1 ein negativer ächter Bruch etwa 


== — u, und nun giebt die Formel 





Rt 0, 0, 
a ar: RA Ey 
oder z 
Zur = 9 + 9 


N — a —— [20000 
Bu 1 \@ 1 1 1 
Br I er 
ad € x it 
Diese Reihe convergirt immer und sehr stark wenn z ein kleiner Bruch ist. 
Aus Nr. 25) erhält man speciell für u —=1 
Q, % 
—— + — 2.1, 
1° (ce+1)(e +2) 
0, =1,0=1 =2 0,=4 0,1, 0, =38,...., 
womit eine neue Formel zur Berechnung des Integrallogaritımus gegeben 
ist. — Für u hat man 


ao 
28) erdb= en 0 


1: ii 0, 


29) BE TE + 02 in 


2z +1 (c<+1)(& +2) 
1 1 5 9 129 
ee ze se et} na 


Din 


oder auch, wenn v =?” und a? für & gesetzt wird 


EP. 2 Ei. eUN 9, gi 
fe = ne ft (gen re 


27* 
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Diese neue Formel zur Berechnung der Kramp’schen Transcendente hat 
the 1 

vor der gewöhnlichen, nach Potenzen von — fortgehenden halbeonvergen- 
2 


ten Reihe den Vorzug der immerwährenden Convergenz; für 2==3 geben 
die ersten drei Glieder 
on 


fe 2 11 == 0,00001958, 


ae 
was von dem genaueren Werthe 0,000019577 wenig genug differirt. 

_ V. Mit einer kleinen Modification ist das bisherige Verfahren auch auf 
das Integral 


2 
ori | e—zri (1m du 
0 

anwendbar, worin i wie gewöhnlich /—1 bedeutet. Durch die Substitution 

v | ö 2 
u= — — 1 erhält man einerseits dafür 

T. 

5 20 
vr R 


x 
andererseits findet man durch dieselben Umwandlungen wie in Nr. IV, 
dass das obige Integral dem folgenden gleich ist: 








& © 
1 f 1 ER he! 
ee : zu-i ef u—1o-T dr. 
- T(o)J zi+: Din)dizesi ü 
0 v 
Die Vergleichung beider Formen giebt 


& 


© 
1 ie Wet 1 
31) D- edv = — ——_ı ‚ul gt dr 
pu I (a) CF — vi 
X 


d 





und hieraus folgt durch Identifieirung der reellen, sowie der imaginären 


Partieen 
[a 6) 1 u on 
cos v Pin TCOSE —TSiNE 
32) . —— dv = —— —— 7! ee 
„e 7.(0) «+ 1 
L 0 
6 | oo 1 
sin v au tsinz TCOoSsx 
33) I dv == —— ET rt de 
vi I (u)e T + T 
x u 


Zur Entwickelung des in Nr. 31) vorkommenden Integrales 


I 
ı 1 
To em 
Le 51 
0 


kann man sich der Formel 10) für & = —- ri bedienen, weil diese als eine 
identische Gleichung betrachtet werden kann und daher auch für imaginäre 
a gültig bleiben muss. Dabei erhebt sich aber eine kleine Schwierigkeit 
hinsichtlich des Restes, den man leicht auf folgende Form bringt 
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a u OUT ER 
s(ce + )(c +2)... rn 2 — ri 


Wenn nämlich x in’s änene le so ER TIn. der erste Bruch ge- 
gen die Greuze Null, ferner wird 


Li Vieh). +5) 
ım Q — + — 0. — ano 


und folglich hat der Rest immer N Null zur Grenze, wenn r eine endliche 
Grösse bleibt. Daraus folgt aber nicht, dass auch das Restintegral ver- 
schwinden müsse; in der That besteht dasselbe aus zwei Factoren, von 
denen der eine, wie vorhin, gegen die Null convergirt, der andere aber un- 


SR Zr pTT 
J) Tale Ude msn‘ 


21T 


endlich wird wegen 





# 


Es bedarf daher m kleinen Modification des Verfahrens, wenn eine con- 
vergente Reihe erlangt werden soll. 
In der Gleichung 31) nehmen © =kz und substituiren rechter Hand 


t==kt; wir erhalten dann 
DD 


» an 
l 12! 07 1 
34 rt etdv—— Er ie, lg heit, 
) vi T (u) z—ti 
) 5 


kz 
Das Integral rechter Hand entwickeln wir mit Hülfe der Formel 10) indem 





wir 
5” 
35) fern 4 2)...(ii+m —ı) #—1e-kdi=—=H„+tiKn: 
u 
Ö 


setzen; die Entwickelung ist 





” 
l 1 
ERDE in WnNo—ke 
37) To), 5 wi Bade 
1 Hat ik, IR, Hn+ iKn 
At Bi + ——— ar a7 


TRET z(z+1)(z +1) z(E Kl). NZ T) 


abädı ilti +1)... (ihn — 1) tut Enke 
Fu)e Deteetin eh zen 


Das Ergänzungsglied, alches R„ heissen möge, bringt man leicht auf die 


di. 


Form 
BANDS) On 


My +1)... n—1)' Tu)’ 


DD 
Be ® I TR Re (z+ti)(cos$-Hti sam 9) u 7 
= fy(ı + n) (1 + Si (A_ı)% IV a re —k di, 
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und man erkennt hieraus, dass Zim Rn =0 wird bei jedem positiven z, sO- 


bald Zim on irgend eine endliche Grösse bleibt. Das Letztere ist aber der 
Fall wenn das Integral 


© 
ee? Veyn FNe in 
Be (+5). (tz I). gu e—ke dt 


nicht unendlich wird. Der Werth desselben beträgt nun weniger als 


an u Ga ie 
2 ct 


und der Werth des letzten Integrales ist ohne Zweifel eine endliche Grösse, 
sobald % mehr als 4x beträgt. Unter diesen Bedingungen kann jetzt die 
Reihe in Nr. 36) zu einer unendlichen gemacht werden. Nehmen wir spe- 
ciell k—=2 und setzen 





a 





in e Kam gt 





2 
m 
37) nr fe (E+1)(E+2)...(i+m— ı1)mtetdt—=Futit,, 
ferner = %x an | | 

2 F F F 
ON Ehe Sauna sa dl, 5 0 MR ZER u  EE  E IE Dan SE 

T r (+2) an c(2+2)(c-+4) = 2 (+2) GF@EB)" 
39) LEERE 4 2: 6 


x (+2) SEE DEFDN za FR er 
so haben wir nach Nr. 34) 


1 ac\T u 
40) nie) ei (U+ Pi) 


x 
oder auch durch Ispumang der reellen und imaginären Theile 


1—u 
41) = de - (2) (V cos& — Usin &). 


1 u 
42) fa dv =) (Vsinae + Ucosx). 
. 


Diese Formeln Mc, sich leicht auf ähnliche Weise wie die Formel 25) 
specialisiren lassen, wobei wir uns nicht aufzuhalten brauchen. 


VI. Die in Nr. I auseinandergesetzte Methode zur Entwickelung des 
Integrales 


ee 
43) 9 (x) = fee f(u) du 
v 
kann auch auf das etwas ERMplie gie Integral 


a -f/ N erh du 
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ara 
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angewendet werden und führt dann zur Entwickelung des endlichen Inte- 
grales von (x). Die Function (x) genügt nämlich der Differenzen- 
gleichung v(c +) — ya) =gY(x) und ist daher eine von -den unendlich 
vielen Functionen, die mit Zp(x) zu bezeichnen sein würden; um aber 
jede Vieldeutigkeit zu vermeiden, wollen wir künftig unter Ep(x) aus- 
schliesslich die mit Hülfe der Gleichung 


| Ep (x) [SER er (u) du 


definirte Function verstehen, so dass bei ganzen positiven die Einheit 
übersteigenden x 


Zzyp@)=PyVWLIYM)HTPEBY)+:..- +9y@—1) 
und für <—=1, 29 (2)=0 Die Substitution e”=1—t giebt nun 


2] 


und man bemerkt auf der ne dass hier ähnliche Transformationen, wie 
in Nr. I vorgenommen werden können. Wir wollen diese für einige der 
wichtigsten Fälle durchführen. 


VII. Für f(u)=1 hat man 9 (x) = - und 


„ U TU 
1 ou _— e7 
Aaafeeee 
& 1 — e”“ 
0 
oder hiermit ERS 


any — cu 
fe en du 
1—e”* u u 
fin — BFRAN. 
1— eT* 


Der Werth des ersten El hängt nicht von & ab und ist folglich eine 
numerische Constante, die 4 heissen möge; der Werth des zweiten Inte- 
grales ist bekanntlich =!x«; im dritten Integrale substituiren wir e*=1—1 


und erhalten 
2 —4 ra (1 — Dei dt. 
Ge) 


Zur Entwickelung des Ausdrucks 
1 1 


TE 
u 
1—1 


genügt die einfache Bemerkung, dass derselbe unter der Form 
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ı 
je (1 — de] oje 
0 
dargestellt und dass (1 — f)” mittelst des binomischen Satzes in eine Reihe 
verwandelt werden kann. Demgemäss haben wir zuerst 
(1 — I)’ — Ar af N u A = 9% au N 
1 1.2 1.2209 
v (1-—- v) (2 —v)...(n—1—v) 
e e.l.228,.0 000 
1 





0 
daraus erhalten wir, zur Abkürzung 
1 
46) m fon) (2 —v)...(m—1—v)dv 
0 
setzend, die weitere Entwickelung 
l 1 —4 


ar EFT WERBEN u — {m 
{ ( 1 a “ a Sig Ro 
1—1 
! 
+? zug 2 a fa—oyı- to) do, 
Ö 0 


N 
endlich nach Formel 45) 


1 1ya | a 1 a 
47 S— —=A I he Em SE 
2 az 1. .22(2 4 1) HT El 
1 An 


EC H2 (2 32)... Gr 


Der Rest R, erscheint zunächst in Gestalt des folgenden dreifachen Inte- 
grales 


IR = für ufrezae- are en ferne 


\ 
und wo wird bei Kr eo der Integrationen 


l l 
v(l—v v 
R,= aa, fü o)* do | "A —Y-! (1 —atyr—rdt, 
0 
Da f die Grenzen 0 und 1 nicht An. so ist 


ISu no ap 
mithin liegt R„ zwischen 
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1 1 
MN Aal ei er Un _ Daufa: (1 — 0)" do fe (1— Ha-idı 
v 


0 
und 


1 l 
Te 
ent, ( en ‚fü- @yr—! an jr (1—Hr1dı. 
V 


Das erste dreifache Integral Rn sich auf ein Product von drei ein- 
fachen Integralen und zwar ist sein Werth 
Gr 1 TEN; El Ani f 
Dan. .n np), (c+n) n+ila(c+1)...(e+n)’ 
das zweite Integral geht nach Ausführung der auf ! und » bezüglichen In- 
tegrationen über in 


1 
(1—v) (2? —v)....nm—ov) nn 
2 +) 27 ...(&+n) 
Setzen wir 1 — 2» und zur Abkürzung 
1 - 
48) f» »"+1)(w +2)... w+tn—1)do=c,, 
Ö 
so gelangen wir zu dem Resultate 
# 1 Un! R, Bi ”' En 
nr +1ix(2+1). Mn Take +l)...(e+n)' 
und haben Nr. 47) die bene Gleichung 





1 1a, 1 Üg 1 An 
er ser seh)... G@in— 
On 
zte+l)(e +2)...(e+n) 
worin die mit o„ bezeichnete Grösse der Bedingung 


x 
n+ Rt <Qn<en 





unterworfen ist. 


Um über die Convergenz der obigen Reihe entscheiden zu können, 
bemerken wir, dass @„., und c„ positive Grössen sind und dass folglich der 
Rest sicher verschwindet, sobald der Ausdruck 








l 
En 1 /® w-+1 N 
ar)... (an) R zs+l'c +2." c+n 


für unendlich wachsende rn die Null zur Grenze hat. Dies ist aber in der 
That bei jedem positiven x der Fall, weil der vorstehende Ausdruck weni- 
ger als 


408. Ueber Facultätenreihen. 


nnnnn Te ee 











N a a eV 


1 1 2 n 
zsce+t1ls+2"cstn 
beträgt; man darf daher die obige Reihe in’s Unendliche fortsetzen. 
Die allgemeine Form der Coeffieienten a ist nach Nr. 46) 
1 


ER ar Ba 2 Ws 
mithin 
1 A 1 , 1 15 9) N 
a=— Tea, Im, Bi HE u. = — Uu.$8Ww. 
1 2° 2 6 3 4 4 13° 5 4 


Die Constante A lässt sich auf doppelte Weise bestimmen. Man erhält 
nämlich einerseits für ©=1, weil dann &— verschwindet, 
2 


a nt Bi Re 
174 are 3.1527 3 


anderseits, wenn man für z eine DER: wachsende gänze positive Zahl 


ö 1 l 1 
um y str. )=4 
woraus hervorgeht, dass A gleich ist der Constanten des Integrallogarith- 
us: 0,5772156 ..n.» 


VIII. Noch einfacher gestaltet sich die Sache in dem Falle f (u) =u, 








setzt, 





1 
lee ne und 
1 


& 

1 "eu e-xu let 1 
a er u (5) di 
x 1 9% t 17 

V 
1 
1 1 dt 
FE ft 
ee 
v 


Da die Reihe für (2) mit ! anfängt, so ist der Werth jedes der beiden 


Integrale eine endliche Grösse; die erste derselben bezeichnen wir mit 4, 
und entwickeln den Logarithmus in die bekannte Reihe. Durch Integra- 
tion der einzelnen Glieder erhalten wir | 
1 . 
EEE eo ml 2 
1 1m2.B.0: (n— 1) | 
 ne@Htl)....(e+n—ı) 


worin der Rest durch Bene. Formel bestimmt wird 


naja 120 dan 


= 3 Ra 
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Ersetzt man dureh die na so findet sich 





—![o 
1 
fe — wo)" 
Rn ee azapr 
fü ) d AZtoyH do 
d.i 
51) Beer NR n 1 


(2 -+1).. TEE 


berücksichtigt man andererseits, dass 


ii ae ] — 0 \” 
y mithin auch 
1—[o 1—[/o 


” 
ein positiver ächter Bruch ist, so erhält man 


R, fan PD fi; - 
1— io 
ne fü tl —) dt. 


Der Werth 6, hier a Een Integrales ergiebt sich aus der Gleichung 











7 el ana 
fa=n 1yr1 dt — zs(ze+1)(e+2).. .(@+n-1) 


durch Differentiation in Beziehung auf z, wobei rechter Hand die bekannte 
Formel D, U=U.D,IU anzuwenden ist; man hat daher 
. (rn —1) (1 
een ) Aue u 
) ee ee en 
und kann nun die in Parenthesen stehande Summe auf verschiedene Weise 
kürzer ausdrücken. 





Da R, eine positive Grösse ist, so hängt das Verschwinden von Zim R, 
(für n= &) lediglich davon ab, dass die rechte Seite der Ungleichung 52) 
die Null zur Grenze hat. Hierüber ist leicht auf folgende Weise zu ent- 
scheiden. Für jedes positive z gilt bekanntlich die Ungleichung 


z 


<e 1i+2; 





!(ı1+ Fr oder l 
2 
) Fr 2 1+2z 
a Ein® 
aus dieser erhält man für ee nr 





! : und durch Multiplication 


aller entstehenden Ungleichungen 
1 1 : a —A 
cs#-1l'2 +2 c+n—1 


Setzt man zur Abkürzung 


car 
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x 
rer Dr 


so hat man sehr einfach 





e 
Be ae 3, 


bei unendlich wachsenden 2 wird =, Lim (we”-®) — 0, und mithin 
auch Zim R„=0. Zufolge dieses Ergebnisses darf die unter Nr. 50) ver- 
zeichnete Reihe in’s Unendliche fortgesetzt werden; ferner erhält man den 


1 . 
Werth von 4, aus der Bemerkung, dass &—, für @—=1 verschwindet, näm- 


lich 
1 1 1 
ee | 2r3 


was sich auch für 2 = % findet. 


A! 


Aufähnliche Weise kann man neue Formeln für 
1 5 1 
2?’ a# 


2 etc. 


entwickeln, die sämmtlielı den nicht unwesentlichen Vortheil bieten, dass 
die in ihnen vorkommenden Reihen für jedes positive die Null überstei- 
gende 2 convergiren. 


Hinsichtlich der Formel 44) mag noch folgende Bemerkung Platz fin- 
den. Wenn /(0) =0 ist, so besitzt die Reihe für pl (—)| kein con- 


stantes Anfangsglied und sei, abgesehen vom Reste, 
1 C 65 
Val ee ee N ef 
sun ae. 
in diesem Falle erhält man aus ei da) durch Integration der einzelnen 
Theile 





1 l £, l Ca 
Zol2)z=. — 273 
PA Te seat 

143€, 1 Cy 1 Ca 


— m ass en 0000 A ln kl m m 


1 .& 2 z(c+1) 3 c<(e +1) (2+2) 
Weniger einfach dagegen ist die Sache, sobald f(0) nicht verschwindet, 
also die Reihe von der Form ist 


1 C, Cz i 
rı()l=«+ en Ha re 


Die unmittelbare Integration der einzelnen Theile würde hier auf die Diffe- 





renz zweier unendlichen Grössen führen; schreibt man dagegen 


1 1 
1—- (1-1 
zy@=ef N Et _ )e-1] n +14 I .)aı 

Ö Ö | < 
und berücksichtigt die Bedeutung des ersten Integrales, so hat man 
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1 + 1 = 1 C3 
& 22 —_— — — — F = 
A f +7 2 Tu 1 @nan3ng 
I. 1 Ca 1 e% 


— m mn mm m = 


1x 2 c(c+1) 3 2(cH+1) (+2) 


% 1 i Er 
und kann hier statt &— seinen Werth aus Nr. 49) substituiren. Wenn 
A 


4 ; ER ! 
demnach rl: ee) in eine nach Potenzen von t fortschreitende Reihe 


verwandelbar ist, so lässt sich ge =, immer unter der Form 


Eee 73 | 
Zp(x) — Const. Au IRRE, er E nt zei +2 + 


darstellen, wie dies nach Nr. 7 mit @(x) selbst der Fall ist. 
IX. Die in Nr. VII gegebene Entwickelung beruht eigentlich auf einer 
Transformation des Doppelintegrales 


on 
1—-ew 
vl f ————— e7#% du dv; 
1 — e=* 
0.0 


durch Ausführung der auf v bezüglichen Integration erhält man nämlich 


r 1 1 7 
— 07 
ul ete du 
1 — e=* u 
0 


oder auch 
& 
Nette font 
Sen — — ee u in Ee... : 
» 1 — eT=*% u 
0 
En le er Tu 
— wet 
Me nr 
. s 

ds 


1 * 
U—=A+tlr—2—. 
T 


Nimmt man dagegen in dem ursprünglichen Doppelintegrale die Sub- 
stitution e*—=1—{ vor und vergleicht nachher beide Formen von U, so 


gelangt man zu der Gleichung 
1 


53) 2-=4+ts fra gr (1--OFT! dtdv, 


die mit Nr. 45) identisch a Zufolge dieser Bemerkung kann man sit 
veranlasst finden, überhaupt Doppelintegrale von der Form 


& b 
s=/ Je run du dv 
va | 


nach dem in Nr. I auseinandergesetzten Verfahren zu behandeln; da hier- 
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bei etwas prineipiell Neues nicht vorkommt, so wollen wir den Gegenstand 
nicht genauer untersuchen und nur einen derartigen Fall betrachten, weil 
derselbe wieder auf eine Summenformel führt. 


Es sei nämlich 


"(1-ew 
54) fet= - eu du dü 
024 


oder bei Ausführung RG ne Integration 
a 


1 1 erY 1 — e=% 
a)  — lese du. 
1 — 2772 & u u? 
0 


Wir zerlegen dieses I folgendermassen: 








u 
1 l Sue, 
zen NER. u rd du 
2 1.— e,* a — u u? da, 
0 
> (+1) 
men l PB PU P= ei Po x u dı 
ft EN er —enern au 
u u 1— e7% u 
V 0 


Der Werth des ersten Integrales hängt nicht von v ab und ist daher eine 
. . 1 . 
Constante C; das zweite Integral kommt mit 2— überein (Nr. VII); das 
zT 


dritte ist 
x 


Sefl eu. e- zu u= fizde=els tt; 
u u 
a 


das ee ae] hat den Werth 


x 
U — (2 +1)u 5 11 
fat, £ = du= far‘ 2 er 
at — eu dx 
0 


=IP(2 +19 = Ize-+1T(e)=Ie+ Zie, 
wobei &/x in dem Sinne genommen ist, der überhaupt für Ep(z) angege- 
ben wurde; wir haben demnach 








1 1 
SHE 22 - e—Vls+tz+2le. 


Substituiren wir ferner ee“ =1-—t in dem ursprünglichen Doppelinte- 
grale 54) und vergleichen beide Formen von S, so’ gelangen wir zu der 
Gleichung 


l 1 
Zis—=1—C+l@—1)ie—ca+, 2- 
T 


4 
wir Ar 
EN a ytaras, 
DR) 
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en 


[ “ » 1 . ji 
in dieser setzen wir noch für &— seinen Werth aus Nr. 53) und ziehen alle 
x 


Constanten zu einer einzigen B zusammen; dies Bank! 


55) sueanrletiee ff =: a Zar 1)" dtdu. 


Die Entwickelung des noch übrigen > hat nicht die min- 
deste Schwierigkeit, sobald man (1 — 1)” nach dein binomischen Satze in 
eine Reihe verwandelt und deren einzelne Glieder integrirt, wobei der Rest 
unter derselben Form wie in Nr. VII dargestellt werden möge, Setzt man 


abkürzend 


1 
56) Din (+ )a-yeı)...mr-nan, 
v 
so gelangt man auf der Stelle zu folgender Gleichung: 
1 1b 1 b 
Wi — — )IE I —- - -— 2... 

le +(e ;)1e r 1 € 2 2.(= +1) 

1 b„ 


nsz(e-+1) ERNEST 


worin der Rest R„ gleich dem dreifachen Integrale ist: 


ER | 
al ih G-)a—NTidı ee 
. ..o.Nn 
06 


% 


L Rn 


fa — o)" (1 — lo) r1do. 
0 


Das Verfahren, mittelst dessen wir früher den Rest zwischen zwei leicht 
angebbare Grenzen einschlossen, bedarf hier einer kleinen Modification, 
weil unter dem Integralzeichen ein Faetor (4—») vorkonmt, der innerhalb 
des Integrationsintervalles sein Vorzeichen wechselt. Aus demselben Grunde 
lässt sich auch nicht unmittelbar übersehen, ob d,, positiv oder negativ sein 
wird; wir unterziehen daher b„ und R„ einer genaueren Betrachtung. 

Zerlegt man das Intervall v—=0 bis v=1 in die beiden Intervalle 0 
bis 4 und % bis 1, so zerfällt d)„, in zwei Integrale, wobei im ersten v==u 
gesetzt und im zweiten v—=1—-u substituirt werden möge; beide Integrale 
erhalten jetzt die nämlichen Grenzen v0, u == }, und können daher zu- 
sammengezogen werden; dies giebt 


Din - (a u(l — u) (2 — u) (3 — u)..: (m --1— u) 
V 


— (1+u)(2+u)...(m—2+u)} du. 
Wegen >u ist nun 1—u>u mithin auh 2 —u>I+u, 3—-u>2+u 
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u.s.w., woraus unmittelbar hervorgeht, dass unter dem Integralzeichen ein 
positiver Ausdruck steht und folglich b„. positiv ist. 
Durch dieselbe Transformation erhält R„ folgende Gestalt 


4. 164 
nn [fa 1 _v)u(l—u) - Cr nen 
VUFU 


en nn Po 
et unge dt 


Wie vorhin ist hier 
1— u>u, 2 —u>1l+u,3—u>?2+uetc. 
mithin 
(2— u) 8—u)...(n— u) ) es (1+u)(2+u)...(n—1 +u( ), 
1—to re 

der Ausdruck 

@ —u) B—U)...(n—u) -A+W)(&+W)...(n—1+u 

(LE ja a Pe 

bleibt daher immer positiv und daher ist auch A, eine positive Grösse. 





Durch Differentiation in Beziehung auf ? ergiebt sich ferner 
Fo)= af — u) (2 —u) we (n—u) ul+u)...(n—1+ nu 
(1 — to)” a en 
und hier lässt sich ganz wie vorhin zeigen, dass die in Parenthesen stehende 
Differenz positiv ist. Daraus folgt, dass #(t) mit ! gleichzeitig wächst, also 
Ft) mehr als F«(0) beträgt. Setzen wir nun statt F(f) das kleinere F (0) 
und zugleich statt (1 — 1o)”” die kleinere Einheit, so erhalten wir 





2 
3 nf (4 —u)u(l —u) |? —u)...(n—u) 


DEU 


— (HU) (Et 1 ROTER 
d. i. bei Ausführung der A 


> Dat 
Fin en .(e-+n) 
Um eine obere Grenze für R,„ zu finden, lassen wir in Nr. 58) I für L--» 


eintreten und ersetzen gleichzeitig (1 — !o)’7=*—-1 durch a zu Ic 
(1 — o)P"-1; ae gelangen wir zu der Ungleichung 


| 1 
1 
DE oe ee: =)... 0—) ar fo) ao (may 
0 0 
0.38 
Cn 


een: 


wo c„ dieselbe Bedeutung hat, wie in Nr. VII. Die Gleichung 57) gestaltet 
sich jetzt zur folgenden 
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1 E 
ee 
9) ZIe—=B+|\e Bere .z 2E@HN 

1 b„ 1 On 


nela+l)...(ae+n—1) n +12 (ce +1)...(© + n)’ 
und darin gilt für go, die Bedingung 


1 1 
60) ee <m<zen 
Wie schon in Nr. VII gezeigt wurde, ist bei unendlich wachsenden n ° 
: & 
Li 


"za@c+1) Di a 
es verschwindet also in Nr. 59) der Rest für a=—= & , und daher wird die 
Reihe convergent. 

' Zur Bestimmung der Constanten kann man wieder zwei Wege gehen. 
Man berücksichtigt entweder den Umstand, dass Z/x=1I!T(«) für =] 
den Werth Null erhält und hat dann 
1b, 1198, PR 
Behr 
oder lässt man x in’s Unendliche wachsen und findet nach einer bekannten 
Methode B=}1(2n). 


B=1+ 


XVIL : 
Ueber Magnetismus. 


Von Gustav Roch, 
Schüler des polytechnischen Institutes in Dresden. 


tl. Die vorliegende Rechnung ist ein Versuch, die Hypothese Amperes 
über die Natur des Magnetismus in derselben Weise für eine Theorie des 
Magnetismus zu benutzen, wie dies von Poisson für die andre Hypothese 
geschehen ist, nämlich von den Gleichgewichtsbedingungen auszugehen, 
Es ist mir nicht bekannt, dass je ein Versuch der Art zu bemerkenswerthen 
Resultaten geführt hätte, wenigstens habe ich in Weber’s Abhandlung über 
Diamagnetismus keine Notiz gefunden, die nur etwas davon vermuthen 
liesse, und von neuerer Zeit ist mir auch nichts bekannt. Es wird sich zei- 
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gen, dass die Gleichungen für das magnetische Gleichgewicht eine ganz 
ähnliche Form haben, wie die, die Poisson aufgefunden hat, und ich habe 
auch diesen Gang der Rechnung, so weit es möglich war, beibehalten. 
Eine andre Rechnung lag mir bei der folgenden Arbeit nicht vor. 

2. Schon der Art des Gleichgewichts nach, welches für den Magne- 
tismus. gefordert wird, unterscheidet sich die Hypothese Amp£eres von der 
anderen. Letztere fordert, dass, ähnlich wie dies bei der Berechnung der 
Vertheilung der Elektrieität gefordert wird, die Vertheilung des Magnetis- 
mus über jedes magnetische Molekül in der Weise stattfindet, dass sich in 
keinem Punkte im Innern ein Streben zeigt, weitere Mengen magnetischer 
Flüssigkeit zu scheiden. Auf der Oberfläche jedes Moleküls findet dies 
Gleichgewicht nicht mehr statt und es wäre daher nicht nöthig, dass die 
magnetischen Moleküle, von denen durch ‚seine Elastieität das Fluidum 
sich immer mehr zu entfernen strebt, im Gleichgewieht wären. Umgekehrt 
wird im Folgenden angenommen, dass die geschlossnen Ströme, die ‚jedes 
Molekül umkreissen, vermöge der Inductionskraft und den übrigen Strömen 
des Magneten im Gleichgewicht sind. Vermöge dieser Bedingung kommt 
auch ein Fall mit in den Bereich dieser Hypothese, der durch die Poisson- 
sche, wie ich sie nennen will, ganz ausgeschlossen bleibt, nämlich, ‘der 
eines ganz unmagnetischen Körpers. Offenbar sind Ströme von der In- 
tensität Null unter allen Bedingungen im Gleichgewicht. 

3. Ueber die Gestalt der Moleküle und Ströme wird nicht die min- 
deste Voraussetzung gemacht zu werden brauchen; dies dürfte wohl ein 
Vorzug dieser Rechnung vor der Poisson’s zu sein. 

Es lässt sich denken, dass jeder Stromebene sowohl in verschiedenen 
Richtungen um dasselbe Molekül sich bewegen kann, und die Stellungs- 
winkel der Normale, wenn man sich den Strom eben denkt, und die Inten- 
sität müssen vermöge der Gleichgewichtsbedingungen als Functionen der 
Coordinaten bestimmt werden. 

4. Man wird also zunächst die Bedingungen aufsuchen müssen, dass 
sich der Strom in einer bestimmten Richtung entwickelt, d. h. man wird 
die Momente in 3 rechtwinklige Achsen die durch einen Punkt im Innern 
gehen, Null,setzen. Wie ich schon früher bemerkte (s. über magnetische 
Momente), liefert dies nur 2 Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der 
3 Unbekannten ia, iß,iy. Es wird nun gezeigt werden, dass die 3 Gleich- 
gewichtsbedingungen für Verschiebungen gerade die fehlende Gleichung 
ersetzen werde. Ich muss nun zunächst einige Bemerkungen machen über 
die Anwendung und resp. Richtigkeit der früher für Momente und Kräfte 
entwickelten Formeln. Bezeichnet man: 


1 
Pr 0 zit 
j r e ı Tl 
1) RD re Mr: ) 


so war früher angegeben, dass: 
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wobei die Momente positiv gerechnet sind, die bei der früher fixirten 
Richtung der Normale von links nach rechts drehen. Doch sind dies nicht 
mehr die wahren Werthe der Momente, wenn die Ströme so nahe aneinan- 
der sind, dass 
| ee  # 

00 Oyr vom? 
einen endlichen Werth hat, indem dann zu jedem der Momente noch ein 
Correctionsglied hinzukommt, resp. 


vv iu (ßyı —yB)UT 





4) zvviulya—ayı)U 
Ivy iülef —Pn) TV. 
Ist ferner: 
1 0g 0 
9) = a v1 (ur 2 em a a) 
0x = 02 


so war früher angegeben, dass die Kae ätr ee der Anziehung 
gegeben wären durch: - 

6) we he IE 

0%, oy, 02, 

Die wahren Werthe von X jedoch werden erhalten, wenn diese Werthe 
vermehrt werden um die Differentialquotienten nach x, , y,,2, von: 

7) V’=— !ıoyiiü len +BBı + yyı) d.- 

9. Ich habe gezeigt, dass man aus den Momenten durch Differential- 
gleichungen die Kräfte herleiten kann für den Fall, dass U=0 (s. über 
magnetische Momente). Schreibt man diese Gleichungen in der Form, wie 
sie durch No. 7) des a. O. gegeben sind, setzt die Werthe 2) ein, so erhält 
man die Werthe 6) und hat daher die Correktion 7) noch hinzuzufügen. 

Von der Richtigkeit der jetzt gemachten Bemerkungen wird man 
sich leieht überzeugen durch aufmerksame Wiederholung der früheren Ent- 
wieklungen, und ich habe dieselben darum jetzt erst gemacht, weil sie wohl 
nur für diese Zwecke von Nutzen sein dürften, und weil diese Reihenfolge 
am wenigsten leicht ein Missverständniss über die Giltigkeit der entwickel- 
ten Gleichungen eintreten kann. Man wird sich jetzt sehr bald überzeu- 
gen können, dass die Differentialgleichungen zwischen Momenten und Kräf- 
ten in der Form 3) d. a. ©. Bee für die in der angegebenen Weise corri- 
girten Werthe gelten. 

Die Correctionswerthe vereinfachen sich sehr bedeutend‘, da man die- 

28” 
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selben nur auf die Nachbarmoleküle auszudehnen braucht. Es soll im Fol- 
genden von dem constanten Factor 3», i, ganz abstrahirt werden, da er die 
Gleichungen nicht verändert. Anstatt des Volumens v des magnetischen 
Stromes führen wir das räumliche Volemelement ein: dx, dy, dz, oder 
eo’ siny dw d® de, multiplieirt mit k; k ist <1, da die Ströme den Raum 
nicht stetig erfüllen. Da jeder Strom um ein Molekül kreist, so wird dies 
Verhältniss dasselbe sein, wie das Volumen der magnetischen Moleküle zum 
ganzen Raume; es wird daher bei homogenen Körpern %k constant sein. 
Diese Specialisirung schadet aber der Allgemeinheit gar nicht, indem für 
variable %k die Grösse ki den Gesetzen unterliegt, die für © entwickelt wer- 
den sollten. 

6. Die Nachbarmoleküle des affıcirten Punktes M, mögen einen Theil 
B des ganzen Magneten ausmachen; der übrige Theil sei 4. In der Aus- 
dehnung von B kann man aber z.B. “ schreiben. 

oo, 


iao=ıh04,+ Fe (e-—) + Wu) Ton 2-2) 


Führt man ähnliche Werthe für @ß in 4) ein, so et man, dass die 
vom constanten Theile dieser Grösse ‚herrührenden Werthe gleich Null 
sind. Setzt man dann v=e*’sinydyd®, was jedenfalls zu gross ist, so 
sieht män, dass vermöge der Potenzen von go, die U enthält, die Integrale 


En En 








dieser Ausdrücke von derselben Ordnung sind wie die Dimensionen von 2, 
d.h. unendlich klein. : Es. ist daher gar nicht aäl ie auf die Oorrektion 4) 
der Momente Rücksicht zu nehmen. - 

V” redueirt sich nach 7) auf: - viU,da,d,+ß,dß, +y a ei 

7. Sollen die bis jetzt aufgeführten Formeln auf 3 ausgedehnt wer- 
den, so ist zu berücksichtigen, dass innerhalb 3 die Dimensionen der 
Ströme nicht als verschwindend gegen ihre Entfernung angesehen werden 
dürfen. Die Volumenelemente müssen also sehr klein sein sogar gegen die 
Dimensionen der Ströme und es ist daher nieht erlaubt, für % einen Mittel- 
werth zu nehmen, da ja einige Volumenelemente ganz innerhalb, ‚andre. 
ganz ausserhalb magnetischer Ströme fallen können. Es ist daher wohl. 
möglich, dass man, mit einem. constanten %k auch innerhalb 2 rechnend, 
falsche Resultate erhält. Setzt man aber voraus, dass die Ströme mit einer 
gewissen Symmetrie um den affieirten Strom vertheilt sind, so-werden die 
mit constantem k berechneten Werthe sich nur durch eonstante Faetoren 
von den wahren unterscheiden, wie später gezeigt werden soll. Ehe näm- 
lich die Wirkung von B genügend bestimmt werden kann, müssen wir: die: 
Wirkung des ganzen Magneten auf einen äusseren oder inneren Punkt auf, 
die einfachste Form bringen. 

8. Diese Wirkungen sind im Allgemeinen dureh dreifache Integrale 
gegeben, deren Grenzen die Oberfläche des Magneten liefert. , Für einen 
äussern Punkt dürfen die Integrele ohne Weiteres über. den ganzen Magne- 
ten ausgedehnt werden, und die Gränzen sind daher unabhängig von 2,9, 2%, 
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den Coordinaten des affieirten Punktes. Man kann daher die Differentia- 
tionen, vermöge deren Momente und Kräfte aus g hergeleitet werden, nach 
ausgeführter Integration bewerkstelligen, und es wäre nur nöthig, einen 
einfachen Ausdruck für das Integral von 4, welches wir wieder mit g be- 
zeichnen wollen, zu erhalten. 


= Nee 2 


r 
sen Sf: az = u) dx dydz 
(+ 7 


Da es ganz gleichgiltig \ Each borätnaie als abhängige Variable an- 


yo 


gesehen wird, so kann im ersten Gliede eine Integration bewerkstelligt 
werden, z. B. 


„7 
ir I dedyde— ASfFizar)+( (Sfr av), 
02 
” ; 
(Sf rar av) )+ (Sfrara) ), sten 


wo sich die Indices auf die einzelnen Durchgangsstellen des z durch die 
vielleicht vielfach gefaltete Oberfläche beziehen, dy dy aber ist gleich der 
Projection des Oberflächenelementes dw auf die Horizontale, und zwar ist 
sowohl dx dy als dw stets positiv. Der Oosinus des Winkels des äusseren 
Theiles der Normale mit der z- Achse ist für die Orte 0, 2, 4 negativ, für 
1, 3,5 positiv, so dass man das dreifache Integral schreiben kann: 


FR dmwcosn, 
r 


und sind ebenso /, m die Winkel der nach aussen gerichteten Normale mit 
den positiven Achsen, so ist: 


8) =— [ia cos1 + ißcosm Hiy con) 2 dw + 


9) == rl (fee +2 n HEN). ae ayaz. 


9. Liegt der Punkt im Innern n Magneten, so dürfen die früheren 
Formeln nur über den Theil 4 ausgedehnt werden, oder man dehnt sie 
über den ganzen Magneten aus und zieht die Werthe der Momente oder 
Kräfte M’ oder X’, die nach diesen Formeln berechnet werden, ab. Die 
eigentlichen von 3 herrührenden Momente oder Kräfte 7”, K” müssen so 
berechnet werden, dass k nicht constant innerhalb 3 angenommen yird. 

Vergleicht man die Ausdrücke für Kräfte und Momente, so sieht man, 
dass die Kräfte go‘, die Momente g° im Nenner enthalten, Setzt man 


420 Ueber Magnetismus. 





v— 0° sin dı d®, so wird klar, dass in den Ausdrücken für die Momente, 
ausgedehnt über 2, eine Veränderlichkeit von ö«, ia, iy nur Glieder liefert 
von der Ordnung der Dimensionen von B, und daher weggelassen werden 
kann. Es ist aber evident, dass die Wirkung lauter gleich intensiver 
Ströme von gleicher Richtung, wenn dieselben in einer Kugel gleichmässig 
vertheilt sind, auf ihren Mittelpunkt gleich Null ist. 

Berechnen wir nun das Moment derselben Kugel bei constant gedach- 
tem k. Es ist dazu nun nöthig, 04 ER vu zu bilden und die Integrati- 

OxE ay, dx, 

onen auszuführen. Da 


ae 
Re 
Ar, wade: 


so ist z. B.: 


gi get at 
04 Lkl r r i r | 
— oh LE NIE ee EN 
dy, ee te 


und die eine Integration kann man ausführen; schreibt man dann: 
dw —= 0? siny dw d®, cosl = cosy, cosm —sinı cos ©, cosn —sin sin ®, 
so sieht man, dass nur das mittelste Glied bleibt, und. es kommt: 


04 win AnR. 
dp HL. auahs i Ph, 
indem ia, iß,iy als constant angesehen werden. Es kommt ebenso: 
04 Ank: 
dx, AR 230 40, 
10) En IE ne n ip 
og Asck, 
22, Renz 2, uyın 


wenn % über die Nachbarmoleküle ausgedehnt wird. Aehnliche Werthe 
hätte man auch erhalten müssen, wenn man ? durch eine beliebige krumme 
- Fläche begränzt dachte, z. B. eine gegen den affıcirten Punkt excentrische 
Kugelfläche.*) Dann könnte man g durch Integration bilden und die 
Werthe rechter Seite von 10) wären die Differentialquotienten dieses Inte- 
grales gewesen. Es folgt daraus, dass auch i, a, %,ß,,&,yı als Differential- 
quotienten eine Function 9, geschrieben werden können: 


. ERDE FRE, 09 n 0 
4 HT Di,’ 4 fe Sy ı nd, 
11) und ebenso: 
Bin &; Op dp 
7 — — 7 ZI N —, 
6 Ude P oy’ u 98 


*) Siehe hierüber das Ende dieser Abhandlung. 
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Dieser Beweis wird durch eine bald zu machende Bemerkung noch 
etwas kräftiger gemacht werden, als er so.zu sein scheint. Man könnte 
nämlich einwenden, dass bei der Bildung der Differentialquotienten von g, 
die in die Momente eingehen, i«,iß, iy und ebenso i,«,, 2, ß,,%yı, als unab- 
hängig von &, yı 2, angesehen würden und dass es frei stünde, jede Grösse 
W als partiellen Differentialquotient nach z, z.B. von 

U, + /yı + Wz 
anzusehen. Ä 

11. Werden die Werthe 10) in die Momente eingesetzt, so ergiebt sich 
M„=M,=M;=0. Es dürfen daher die Momente eines Magneten auf 
einen Strom im Innern nach den früheren Formeln berechnet werden. 
Rechnet man dazu das von der indueirenden Kraft herrührende Moment, 
welches jedenfalls auch durch die Formel 2) berechnet werden kann, wenn 
nur anstatt des Integralwerthes g ein g’ eingeführt wird, das für jeden ge- 
gebenen Fall zu bestimmen ist, so sind die von den Momenten herrühren- 
den Gleichgewichtsbedingungen: 


a, ei ee 
an Ta oyı "ay = 


0g = De = 
2 n ee a ART 
a) ANETTE CFINIE FT) roh 


„(a 
\oy, ! oy, \0a,% &x, ; 


Man sieht sofort, dass sich diese Gleichungen auf 2 redueiren, oder auch 
wenn 9+4== 0 gesetzt wird, geschrieben werden kann: 
( 0 0 

12b) ua; Fuß; =, 
wobei « eine vorläufig ganz unbestimmte Function der 3 Coordinaten, die 
vermöge der Bedingungen des Gleichgewichts für Verschiebungen bestimmt 
werden soll. 

12. Die Differentiationen, vermöge deren die Kräftecomponenten X, 
Y, Z aus den Momenten oder direct aus g hergeleitet werden, sind so zu 
nehmen, dass 3, &,,,ß,,üyı als unabhängig von z,, y,, 2, angesehen werden, 
Wurde nun das Integral g über 2 ausgedehnt, so war zu schreiben: 
nt en) + ge 2) 
ip==ip, tete: 
| iy=üy, + ete: 
und offenbar sind ia, iß,iy unhedingt unabhängig von z,,y,,%. Dies er- 
giebt sich auch aus 13), aber man sieht ein, dass bei der Berechnung von 
X, Y, Z aus q oder M wohl zu unterscheiden ist, welche ö, «,, i, ß,,‘,yı von 
ia,iß,iy herrühren und welche ursprünglich sind. Die ersteren sind bei 
allen Differentiationen nach z,, y,, 2; als variabel anzusehen. 

Dies ist die Bemerkung, die zur Stützung der Gleichungen 11) ver- 








13) 
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sprochen wurde, indem sie zeigt, dass in der That die Grössen i,0,, & By, &ı yı 
bei der Bildung von 10) nicht als constant betrachtet wurden; diese Her- 
leitung der. Formeln 11) hängt nicht mit den Gleichgewichtsbedingungen 
zusammen, sondern ist durch die Form der Werthe M, M, M, bedingt. Sie 
wird also auch im bewegten Zustande richtig bleiben. 
I». ae eben gemachte Bemerkung soll nun zur Herleitung des Wer- 
= R 0 
0x tn Ngz3 


den. Eine wird später folgen. 








benutzt und so ihre Anwendung gezeigt wer- 


Man sieht sofort ein, dass bei dieser Rechnung g’ gar nicht in Betracht 
kommt. Durch eine andre Anordnung aber erhält man für diesen Werth 


die Form: 
f (102 + + ) dv 
k — iy — 
ia - 0 y 


Aral ah 3 
I rfie fie Udv, 


wenn do» das Volumelement. Vermöge der Eigenthümlichkeiten von U 
(s. Nr. 4) und der in dv eingehenden Potenzen von ge bei Wahl der Polar- 
coordinaten e,%, © sind die von der Veränderlichkeit von ia,öß,iy her- 











rührenden Theile e 13) gleich Null, und da/Udv==— 4n wie man weiss, 
so ist: 
RR "ON 40 (& ir Br}, 0 20 
1: = 4nk - - 
+ aa ih aa lan, A 


was mit dem von Poisson entwickelten Werthe stimmt,. wenn man berück- 
sichtigt, dass der Werth O bei uns der negative Werth des O ist was Poisson 
benutzt. 

Ebenso kann der Werth Y aus 7) durch Integration bestimmt werden: 


v=—kfitum + PPı + yyı) Udy, 











oder 
V’—=+ Anki,, 
15) 0V 0 oV' Or, Och 
==4n — 4nk See 
Or; 2 Oyı E ur Oo 3 02, 


14. Nach dem früheren ist es nicht richtig, die Werthe X, Y, Z die 
von den Nachbarmolekülen kerrühren, selbst unter Benutzung der Correk- 
tionen, mit constantem X zu berechnen, sondern man muss vielmehr erwar- 
ten, dass anstatt X eine Funktion von go, , © eingeht, die periodisch nach 
allen ist und innerhalb 0 und A für g unendlich oft die Werthe 0 und 1 
passirt, nie dieselben überschreitend. Man hat aber nicht nöthig, eine der- 
artige verwickelte Funktion einzuführen. Aus den Formeln 10) folgt näm- 

04.09.08 
lich, dass die Werthe von en — bezüglich B unabhängig von der 
1 1 
Grösse des Kugelradius sind, den man B giebt, und dass man dieselben 
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Werthe 10) auch erhalten, wenn. diese Kugel in einem endlichen Verhältniss 
zum magnetischen Molekül stände, dem das Theilchen angehört, während 
es doch unendlich’ viele derselben umfassen sollte. Man kann aber im mag- 
netischen Molekül allemal eine Kugel construiren, die ganz innerhalb des: 
selben fällt, und die das betrachtete Theilchen mit umfasst; für diese Kugel 
aber wäre k=1 zu setzen und man sieht daher „ dass die eigentlichen 
Werthe von nr ... aus den früher entwickelten hervorgehen, wenn man 
darin 1 anstatt % setzt. Diese Betrachtungen gelten übrigens für alle mag- 
netische Theilchen, in die man das Molekül zerlegen kann, mit Ausnahme 
der in der Oberfläche liegenden, so dass schon auch hier ein Unterschied 
hervortritt zwischen Oberfläche und Innerem, nur braucht derselbe nicht be- 
rücksichtigt zu werden, weil die Oberflächen-Theilchen nur einen unendlich 
kleinen Theil vom ganzen Volum ausmachen. 

15. Es ist jetzt leicht zu sehen, von welcher Form die Correktionen 
sind, die den Werthen X, Y, Z, wie sie aus den früheren Formeln folgen, 
beizufügen sind. Es braucht hier nur eine dieser Grössen, z.B. X, betrach- 
tet zu werden. 

Man berechnet aus 3 Theilen: Die früheren Formeln werden über den 
ganzen Magneten ausgedehnt, dann der Integralwerth X’ bezüglich B sub- 
trahirt, und zuletzt der, wahre von 2 herrührende X” dazugerechnet.. Man 
sieht sofort ein, dass: die Differenz X7— X’ unabhängig von.der Wahl der 
Gestalt von 3 sein muss, Diese Bemerkung wird die Betrachtung der 
Correktionen bedeutend vereinfachen, und auch einige wichtige Relationen 
entwickeln lassen. Vergleicht man die Formeln 10) mit 14), so sieht man, 


nn 


dass die Formeln 10) nicht die vollständigen Werthe von Er Sesgeben. 
1 


Es müssten nämlich zu diesen Werthen Glieder kommen, die die Diffe- 
rentialquotienten von da,2ß,iy enthalten, und Factoren von der Ordnung 
wie R enthalten. Bei Differentiation nach .z,, y,, 2, werden diese Glieder 
endlich. Wählt man aber für 3 eine um das Molekül concentrische Kugel, 
'so enthalten diese Glieder gar keine bei der lifferentiation nach z,,yı, 2, 
als variabel zu betrachtenden Grössen und sie brauchen daher nach der eben 
gemachten Bemerkung bei der Berechnung von X’— X gar nicht berück- 
sichtigt zu werden. Diese Bereehnung aber kann auf doppelte Weise aus- 
geführt werden, einmal mit zu Hilfenahme der Differentialgleichung: 
Sam Dans, [AO ES AN) ai, 

02, oYı 00. 0yı 02," oz 
und des zweite Mal direct aus V, welches durch 6) gegeben ist. Nach der 
eben gemachten Bemerkung aber ist es erlaubt, anstatt 
My, M;, 2 de 

2, 0q 02; 
die durch die Formeln 10) gegebenen Werthe zu benutzen, während für 


x 


ı 
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ox, oyı 02, 
der Werth 14) einzuführen ist, und nicht ein Werth, wie er aus den Formeln 
10) zu berechnen wäre. Y kann geschrieben werden: 


\/ Re R— ) 
r 

v—_ > ER TE 72°. SEHE 
| je PA nz ne nz nur 02, 


( 2 je 1 tr) 
. r e r | r 
an rt 


( il — a 
. 2 i 
a a try 


Are ff 
tel JS z 5 a 


da sich bei der Integration ia eine um den betrachteten Punkt concent- 
rische Kugel die übrigen Glieder heben. Bei der Differentiation nach z, 
ist in den Factoren «,°, ß,’, yı nur ein «,, ß,, yı als variabel anzusehen nach 
$ 12, doch fällt dies hier nicht ins Gewicht, da 

dat Add ty dyı=d, 
und wegen &° + P?+yı==1 kommt: 


X—X = Fun +irll Az . 


und es ist daher: 





2 Yu 
N. => 
x 








dydz 








Berechnet man jetzt X”— X’ mit Hilfe Vier Momente: 


Ark. Ark. 
nn) 


Ark. Ank. 
NM; ==0; 2 Far ! «) va ßı (n Sal «), 














so folgt: 
Ri ‚a 4 Oi, a, Oi, ee oie, 
3 nz ra 08, 
u, cCuhı KEN) = 0d + 0 DESFBIE 
= ee A E 1—%k 
(5 + oy, F 02, +0, 02? er at el ) 


+4n (1%) z. 


oa ouyı oa düm 


Vermöge der Gleichungen 10) aber ist a en Be 





‚ und 


es entsteht bei Benutzung von 14): 


Von Gustav RochH. 425 


Ann INANANNAAIAIIRANANANANAININARTIIIINAIIANAN N mmnn 





Z ruht ngt 


ei, Oi, ß, Oi 
ah, (in er sin), 
= 0x, a oyı 4 02, 


Aus der Vergleichung dieser beiden Werthe folgt, dass sobald nicht k==1 
ist: 
Oiay Oi, ß, oüyı 


==), 
dc, oyı 02, 


16) 
"16. Schreibt man: 





X — Be yoga 
od 


so erhalten die Gleichungen X==0, Y = 0, Z==0 die einfache Form: 




















ou ou ou di 
re tn Hirt — 
ou z ze di 
e an, Bı n +Y vr +4n er 2, en, 
% en ee, Ka (e+ 92 2_, 
oder, da 
| dat Pı aß, +7: dy=0, 
ou ou ou 
folgt fü —,.—: 
so folg az Dr , 
ou Oi 
ee k : 
Di An (k+ Se 
ou a 
— —=—4An(k+s 
on ER 
ou . 
en k 
3% An(k+ Soc: 
und diese 3 Gleichungen reduciren sich auf: 
17) u= —An(k+s)u+l, 
wobei C durch unsre 'T'heorie ganz unbestimmt bleibt. Bildet man den 
2 2 
Ausdruck f Dir 0 +2 mit Beachtung von 12b) und 17), so folgt 
0X 09 02, 
wegen 16): 


18) IB HERR IM: 
02. oyı 84, 2 
Da ua, wß,,uy,, Differentialquotienten einer Funktion 0, i, &,, 4, ii yı aber 
solche einer Funktion 9, sind nach 11), so muss nach 17) auch sein: 
0 _0Y9ı Oo, 
Die Gleichungen 14) und 19) lassen sich weiter combiniren zu interessanten 
Folgerungen. 
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Die Gleichungen: 
rd u rd, } yo, ö Op, 
Oo oydea oo Ontyöydz Ozdy 
verglichen resp. mit u 
09, 108 Op, , 09, PR." 0° p, \ op, ÄiE, 0°, 
ö2,0y, Oyıoda 0002, 92,00, Oydz, 920Y, 
liefern die beiden Gleichungen: 
du a ..0 
20) Br e 
Legt man die Achsen sö, dass die «-Achse die Normale zum Strome x, yı 2% 
bildet, so folgt hieraus: 


21) 

















a 208 Kan 
oy, Oz, 
d. h. die Intensität ist constant in den von den Stromebenen umhüllten 
Flächen. Aus den Gleichungen 16) und 18) aber folgt auch: 


==, 


di, 0%, Oi, 
r de, Tr fıy, Trgus 9 
was sich mit 20) nur verträgt, wenn: 
0 2; ei AR: Oi 4 
ung == () 
2 DT N 


d.h. wenn die Intensität constant ist in der Ausdehnung des ganzen Mag- 
neten. 

Daraus folgt, dass u, wie es die Gleichung 17) liefert, constant ist, 
und es soll der besseren Vergleichbarkeit wegen mit den Formeln von 
Poisson in der Form 


24) = (h— k)i, 


geschrieben werden. 
Für diesen allgemeinsten Fall des magnetischen Gleichgewichts wer- 
den die Gleichungen 12b) möglichst einfach. Ich werde später darauf zu- 
rückkommen, dass nicht in allen Fällen diese einfache Form zulässig’ ist. 
‚17. Wegen der, Gleichung 16) vereinfacht sich der Integralwerth von 
q in 8) zu: | 


25) = (52 ost +58 cosm + Peosn) 
Die 3 Gleichungen 12b) lassen sich in eine zusammenziehen: 
4 
26) = h—hp + 


und die Constante C, kann ausser Acht gelassen werden, wenn man sich 
op, mit derselben behaftet denkt. Die SE 2 wird dadurch zu: 


27) Zah) 9 ++. (08 + cosm yo a 0. 
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Man kann auch 25) noch einfacher schreiben. Ist « der Winkel der nach 
aussen gerichteten Normale mit dem Radiusvector, so \ist: 
1 
dw — 0* siny dw dO. —— 
aloe cos" 
und setzt man: 


op 09 op in 
28) MG cost + 2® cosm +5 cosn — Ecosa, 


so wird g zu: 


29) uf frt 8 sinw an ao, 
r 


und die Gleichung 27) zu: 
30) what SS einyay do yo. 


18. Für Aa==1 sind diese Formeln identisch mit den von Poisson ent- 
wickelten. Die Willkührlichkeit von A zeigt, dass das magnetische Gleich- 
gewicht auf unendlich viele verschiedene Arten eintreten kann. Jedenfalls 
aber steht dieser Werth in einem gewissen, durch diese Betrachtungen aber 
nicht entdeckbaren Zusammenhange mit der inneren: Beschaffenheit des 
Körpers. : Es ist aber wohl denkbar, dass ‘je nach der Beschaffenheit von 
g’ auch ein anderes A bedingt wird und es braucht desshalb auch ;, propor- 
tional zu sein der Inteneität der Induction. Man sieht ‚nämlich leicht ein, 
dass für ein fest bestimmtes A die Proportionalität durch Gleichung 27) oder 
30) verlangt wird, dass aber für ‚variable A dieselbe nicht gefordert wird. 
Es erklärt also auch. die Ampere’sche Hypothese in ihrer einfachsten 
Form diese durch die Experimente bewiesenen Umstände ohne zu Hilf- 
nahme der von Weber in seinen elektrodynamischen: Maassbestimmungen 
über Diamagnetismus angenommenen. Modification. Diese Verschieden- 
heit der Amp£ere’schen Hypöthese und der von Poisson benutzten ist, wie 
ich glaube, desshalb bis jetzt nicht aufgefunden worden, weil man die.Iden- 
tität beider Hypothesen schon daraus genügend dargethan glaubte, dass die 
Wirkung eines geschlossenen Stromes dieselbe ist, wie die einer gecchlos- 
senen magnetischen Fläche. 

Ist gar keine inducirende Kraft vorhanden , ist:g'== 0, so ergiebt die 
Theorie 9==0, d.h.i==0.: Dieses Letztere aber kann auch nach unsrer 
Theorie bei beliebigem g’ eintreten. ‘Es ist;nämlich in allen Gleichungen 
der Factor 5v, i, weggelassen, also. seine Verschiedenheit von 0 angenom- 
men worden. Für i==i,=0 aber ist es nicht erlaubt, und es ist dann 
offenbar auch jedes Molekül des Magneten im Gleichgewicht, wie: dies na- 
türlich auch bei ganz unmagnetischen Körpern stattfindet. Unsre "Theorie 
umfasst nach Poisson auch das elektrische Gleichgewicht, indem für A—=k 
die Gleichungen identisch werden ‚mit. denen, die von. ihm für diesen 
Fall entwiekelt worden sind. Wollte man die elektrische Vertheilung eben- 
so wie,die magnetische, entweder durch eine Vertheilung der Fluide oder 
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durch elektrische Ströme in den Molekülen erklären, so würde unsre 
Theorie noch einen bemerkenswerthen Vortheil gegenüber der anderen be- 
sitzen. Die von Poisson für das magnetische Gleichgewicht gelieferten 
Formeln gehen nämlich in die fürs elektrische über für k—=1 also für eine 
ganz specielle Beschaffenheit der Substanz, und es wäre sonach in einem ‘ 
des Magnetismus fähigen Körper keine elektrische Vertheilung möglich; 
diesen Widerspruch enthält die Gleichung 27) und 30) nicht, wenigstens 
' bis jetzt nicht, da noch kein Zusammenhang zwischen den inneren Eigen- 
thümlichkeiten der Substanz und Ah aufgefunden ist. Die Gleichungen 12a) 
zeigen übrigens, dass für Ak oder u==0 jeder beliebige Strom im Innern 
im Gleichgewicht ist, dass also ein elektrischer Körper ganz indifferent ge- 
gen innere Ströme sich verhält, wenn k=1. 

19. Die Entwicklung der Gleichung 27) oder 30) kann vermöge der 
Reihen geschehen, in die jede Funktion zweier Winkel © verwandelt 
werden kann. Die Funktion Be der Gleichung 


31) u. + 


02° } 
wie sofort aus 16) folgt. 
Man kann die Gleichung 31) in Polarcoordinaten umsetzen, indem man 
schreibt: 
2=0C0sY, y=osinwcosQO, 2 = osiny sin. 
Die Gleichung 31) wird so zu: 





Rd 
32) u mr), re 
o 00 sinydw sin? 0° 
Die Funktion @ soll nun in eine Reihe 
33) g—=R+R+R+... 


verwandelt werden, deren Glieder alle einer Differentialgleichung genügen, 
z.B. R„ der Gleichung: 


re 
0 DER i 
ee EEE Ge BD. 
siny O9 Ian 3 eb 
diese Reihenentwicklung ist für jede Funktion zweier Winkel » © in der 


ganzen Ausdehnung 0 bis m und 0 bis 277 und zwar nur eindeutig möglich. 
Vergleicht man diese Gleichung mit 32), so folgt: 








0° 0 ad 
00° 
und wegen der Eindeutigkeit der ecke Dr folgt hieraus 
Ru 
n.(a-+1) Rn ag . 


0€ 
woraus folgt, dass R„ von der Form ist: 


&(n)(n+1)R, Lyyadi 2 o 





« na heil .n n 
34) Rn u S Hn Et; geht 
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wo H,„ und 6, der Differentialgleichung genügen müssen, und keine Funk- 

tionen von o sind. 
20. Es ist also p ganz eindeutig entwickelbar und es wäre eine Prob 

für die Theorie, dass der Werth von p den Gleichungen genügte, die 


FREE, 2 2 
früher für ihn entwickelt sind, dass er für i== e 7) + ee ar ei 
0% oy 027 


‚einen constanten Werth ergiebt. Da es nicht möglich ist, die Gleichung 
27) allgemein zu lösen, so lässt sich auch die Probe nicht allgemein an- 
stellen. Im Uebrigen lässt sich sicher erwarten, dass sie zutrifft, weil dies 
Resultat aus gewissen Eigenthümlichkeiten von O selbst folgte. Wir wer- 
den übrigens auch Fälle kennen lernen, wo die Theorie diese Constanz 
nicht verlangt. 

Man sieht aus dem Vorigen, dass ich die Wirkung der Nachbarmole- 
küle auch durch die Formeln 1) und zwar mit Zugrundelegung rechtwink- 
liger Coordinaten berechne. Wenn auch dann die Formeln eigentlich un- 


: r 0 , . 
bestimmte Ausdrücke gr geben, so sieht man doch, dass denselben ein ganz 


bestimmter Integralwerth entspricht. So ist es z. B. auch möglich, das 


Integral von 
EEE 
ONE 
02°. 0% 0°z 
auf diese Weise sicher zu berechnen. Nun ist es dann nicht mehr erlaubt, 
die Elemente so gross zu nehmen, dass sie eine Anzahl grösserer Moleküle 
umfassten. 

21. Ohne jetzt die Ausnahmefälle zu betrachten, in denen nach der 
jetzt entwickelten Analyse die aufgeführten Reultate nicht mehr zulässig 
sind, will ich ein ganz specielles Beispiel betrachten, welches zugleich als 
Ergänzung von No. 19) aufzuführen nöthig ist. Aus der Beschaffenheit 
der Gleiehgewichtsbedingungen ersieht man, dass es viel leichter ist, das 
g zu bestimmen, das einer bestimmten Vertheilung des Magnetismus ent- 
spricht, als umgekehrt aus g’ die letztere zu berechnen. Es soll daher be- 
rechnet werden, wie die influenzirende Kraft beschaffen sein muss, damit 
in einer Kugel alle Molekularströme in parallelen Ebenen liegen. Man 
wird aus diesem ganz speciellen Beispiele zugleich ersehen, wie in der 
That die Willkührlichkeit von A zur gleichzeitigen Erklärung des magneti- 
schen und des diamagnetischen Gleichgewichtes genügen kann. Wegen der 
Eindeutigkeit der Reihenentwieklung 33) kann dem so berechneten g auch 
nur diese specielle Vertheilung entsprechen. Die constante Intensität sei i. 
Die Ebene der Ströme werde zur yz-Ebene genommen, so ist: 


09, 0909, 


—t u m ZI 
art ; 
also bis auf eine ganz einflussreiche Constante = ix, oder 
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g=igcosy, 
und ist a der Kugelradius, so ist 
1 1 
-——+— Up t 
i - P, Fa 2 + etc. 
’ E=—kicosy, 


in 30) aber ist anstatt go? einzusetzen «a. Da nun cos y der Werth von 2, 
ist für == 0 und da allgemein: 
m 2% 


Yn Pn siny dv dO —=0 ' 
0 

Tr :2u 
/ Y„ Pı siny dv dO = 
| 00 
wo .YF, „der Werth von Y,„.ist, wenn man durch w, ersetzt ‚so folgt, dass 
aus 30) die drleichung wird: 


4 
2 Y, ’ 
2n +1 _* 


4 4 $ 
Zhnh)ie gr 0: 


Es muss’ daher g' von der Form sein 

gerne 
Dies tritt z. B. ein, wenn sich die Kugel in einer gegen ihren Durchmesser 
sehr weiten und langer Spirale, die von einem Strome durchflossen wird, 
befindet. Das Gleichgewicht besteht, sobald 

ai hi m. 

3 
Für A==1 wird dies identisch mit der Formel von Poisson und man ersieht 
daraus, dass die Einführung von k nicht einmal genügt, nach der Poisson- 
schen Hypothese zu erklären, warum die Intensität in den verschiedenen 
Substanzen beim indueirten Magnetismus so verschieden ist. Die Formel 
35) zeigt übrigens, dass, da A willkührlich ist, das magnetische Gleichge- 
wicht für jede beliebige Intensität eintritt, so dass es erklärlich ist, dass 
verschiedene Substanzen nach Aussen unter denselben Umständen entge- 
gengesetzte Wirkungen’ ausüben können, indem für ein A von entgegenge- 
setzten. Vorzeichen auch ö: von entgegengesetzten Vorzeichen wird; dies 
deutet dann entgegengesetzte ‘Richtung aller Molekularströme an. Da 
41,9 =y=0undO(=g-+7g) von der Form Ai, ist, so muss auch 
in’ der That das Gleichgewicht sowohl gegen Drehung als gegen Verschie- 
bung für jede beliebige Intensität bestehen. 

Bei. der Berechnung des von den Nachbarmolekülen herrührenden 
Momentes dürfen dieselben 'als parallel und gleich intensiv "angenommen 
werden (s. Nr..9 und 10). Da nun sowohl g als'g einer so beschaffnen 
magnetischen Kugel für jeden beliebigen inneren Punkt nach der letzten 


k 
Entwickelung gleich _i x, ist und bei beliebiger Lage der Achsen 
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un 





— en (% + Pıyı +Yı2%) sein würde, so folgt die Richtigkeit der For- 
meln 10) auch für den Fall, dass 3 eine beliebige gegen die Punkte x, yı 2, 
excentrische Kugelfläche sei; nur muss sie alle Nachbarmoleküle umfassen 
und sehr klein gegen die Dimensionen des Magneten sein. Es sind daher 
bis auf Grössen von der Ordnung wie + ar Sage dieser Kugel die 
Ausdrücke ne, 4, — —. Bir. — ss Werthe von p2 ; = 2% 
3 “sW oz, ey 02, 
für eine beliebige A Gestalt von B und es sind daher auch nach 
Nr. 14), wenn nicht eben k=1 ist, die Gleichungen 11) hinreichend be- 
sründet. 
Die Ausnahmefälle von den jetzt entwickelten os nen gedenke ich 
in einem späteren Aufsatze noch kurz zu erwähnen und dabei zugleich in 
Etwas auf die Zustände an der Oberfläche zu kommen. 


Kleinere Mittheilungen. 


XXXIX. Entwickelung einer neuen Reihe für die Gammafunction. 
In der bekannten Gleichung 


u fe e=2)P dz 


nehmen wir zuerst z=1-+y, N 


ö a 
Ener mei. 
ı) m Slate 
—1 
erhalten wird, und benutzen hierauf die fernere Substitution 
2) A+J)e7—=1— ea. 
Dem Intervalle „= —1 bis y= + entspricht das Intervall 2 — I 


bis e— +1, und es ist nur noch dy durch dx auszudrücken. Zu diesem 
Zwecke geben wir der vorstehenden Gleichung die Form 
De /(), 
yı—(tnNe 
bei welcher das Theorem von Zagrange angewendet werden kann. Man 
findet mittelst dieser Umkehrungsformel 
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. IV. 29 
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a, a 
a 
4, = mir | für „=0 
und nach Cauchy’s Untersuchungen *) gilt diese Entwickelung für jedes 
x, dessen Modulus weniger beträgt als der Modulus des kleinsten &, welches 
durch Auflösung der Gleichungen { 


‚ Zt (a DES i Ja 
fW)=y/(). For 


erhalten wird. Im vorliegenden Falle ist leicht zu sehen, dass die genannte 





3) 


Entwickelung für jedes « gilt, dessen absoluter Werth unter der Einheit 
liegt; bestimmt man daher dy aus Nr. 3) und setzt den Werth von dy nebst 
dem, was unter Nr.?) angegeben ist, in die erste Gleichung ein, so hat man 
die Gleichung 


= 2708 (a + + art, ...)de 


23 fan (unge et) 


32.8.4 


oder 





Die Integration ie einzelnen Glieder geschieht nach der Formel 


1 
BI P’(m+3)T(p+1) 
fa Par — Ton 


_Yr 1.3.5... (2m—1) 1 pT(p) 
ei 2” @+DEtH...Cm+3) Tp+y) 
und führt zu folgendem Resultate 
Kim nat Var an: 4; Az A | Ad; + | 
Pat + A et) 


Für p=g—4, wo g jedenfalls mehr als 3 betragen muss, ergiebt sich 

















hieraus 


IT EM ER RIE u 
Be e ) a ee 


und es dürfte diese Gleichung insofern bemerkenswerth sein, als hieJ’ (g) 








durch eine Facultätenreihe ausgedrückt ist. 
Zur Berechnung der Coefficienten «,, a,, a, etc. empfiehlt sich die in- 
dependente Formel 


On = [2._, (ty) 
Vı—(1#y)e-v 


nieht sonderlich und es ist daher besser, eine recurrirende Formel aufzu- 


*) Moigno, Lecons de calcul differentiei, lecon 18. 
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suchen. Aus der Gleichung 2) erhält man zunächst durch Differentiation 
und Elimination von e=Y 


Me )yy=22(149), 
ferner durch nmalige Differentiation dieser Gleichung 
(1 — a?) Dr (yy) — nz DrA(yy) —2n (n— 1) TE (yy) 
—=2(ey®)+nyr-V),; 
führt man linker Hand die a Differentiationen aus, setzt dann 
z 0 und berücksichtigt, dass für diesen Specialwerth y verschwindet und 
y%) — a, wird, so gelangt man zu folgender Reeursionsformel 
(n), aan + (nr), aan _ı + (N); (a; — 3.2a,) an 
+ (nr), (4 — 4.305) an—3 + (n), (a, —5.44,)a,_4+... 
WI BR 
Diese liefert der Reihe nach, wenn a, = 0 gesetzt wird, 


= 4 ll  - 344 2307 ,- 
EV RENT la 


und es ist daher nach Nr. 4) 


erh Hea .2 
2 rD=eyEn( e ) q oe 





oder auch 
Wry=ey (2 ERBRHARN San am 
” ar) ey (IT Jen ii Mr am (EHE +2) tan 


Die in Nr. 2) benutzte Substitution ist übrigens nur ein specieller Fall 


der allgemeineren 
2\ 
(1 +9) r—(1- =) 
Q 


worin o eine beliebige positive Grösse bezeichnet; nimmt man g=@, so 
wird 
(HN) er=en, 
und dies ist jene bekannte Substitution, welche zuerst von Zaplace inNr. 
23) der Theorie analytique des probabilites angewendet wurde. 
ä OÖ. SCHLÖMILCH. 


XL. Ueber eine transcendente Function. Die bekannten Regeln zur 
Entscheidung der Convergenz oder Divergenz unendlicher Reihen geben 
zu erkennen, dass die Reihe b 


u u u\® ZEN“ 
rt 
für jedes endliche u convergirt; ihre Summe ist daher eine bestimmte Fune- 
tion von u, die F (u) heissen möge. Bei kleinen u hat es keine Schwierig- 
keit, die Werthe von F (u) mittelst der Reihe selbst numerisch zu berech- 
nen, bei einigermassen grossen u dagegen, wie z. B. für v==100, wird diese 
| 297 
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Operation unausführbar, und es machen sich dann andere Methoden noth- 
wendig. Hierüber mögen ein paar Worte folgen. 


Setzt man 
0.8) 


1) F (u) — feet dz, 
0 
verwandelt die Exponentialgrösse e“*°”” in die gewöhnliche, nach Poten- 
zen von uze-* fortschreitende Reihe und integrirt die einzelnen Glieder 
mittelst der Formel 


? 1,203 
RE HE ER 
f- Ren Fer ® 
6 
so erhält man augenblicklich 
2) 1 za 5 +5 +# Br en t 
und es ist daher 
2) FW) =1+uf(u). 


Um weiter f (u) zu transformiren, nehmen wir in Nr. 1) z=1-+y und be- 


U .. . . . 
zeichnen — zur Abkürzung mit v; dies giebt 
e 


Rn 
fu)= 1 (erunen +y)eYay. 
a 
Hier benutzen wir dieselbe Substitution wie im vorigen Aufsatze, nämlich 
| i+y)ev—=1-a, 
woraus für alle ächt gebrochenen & folgt 


a, 





a sh, 
=—- + — + —- 04... 
var 1 
wir erhalten dann 
+1 
1 ne g fig 
er er =) ja + © + Rare la 
—1 
“oder 
l 
2 2 ! 
rw? feuer — a9 Ia, ne er Ken a ST da, 
a .2. 3. 4 
Multiplieirt man die eingeklammerte Reihe mit I— x? und setzt 
er A; ‚4: 4, a 
ab, er: a Br 5m U.8.W., 
so hat man nach dem Vorigen und nach Nr. 2) 
1 
3) FwW=ıt2uernt ferr* +, +bat+..... )de. 


0 
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Die Ooeffieienten b,, b,, b, ete. sind vermöge der obigen Formeln bekannt, 
nämlich: 
NE 1_-— 23 _, 
Dis 2 Du = — V2 be — 
ana Ai 2 w% : sr” 
es handelt sich also nur noch um die Ausführung der angedeuteten Inte- 
gration. Ist nun x, mithin auch v, positiv, so setzen wir 


° t 
vr tt, 2a — 


Vo 


und erhalten 








Vv 
L 
u alu) — tz ehr fer \6.+ ich Day + tt; 
v 
0 
Die Integration der einzelnen Glieder liefert ein Resultat von der Form 
bu Je. 8:02J, 
4) un Vbo do, Fr Hokeliene Br 
worin 
| Vo 
5 were 
v 


Das erste der en Integrale nämlich 


‚oO 
nu fe rurzfe = fer ale urfori di 
v Vv Vv 


kann mittelst Fi Kramp’schen Tafel für die T'ranscendente 
[e 6) 


fe dt 


m 
sehr leicht berechnet werden; ferner giebt die theilweise Integration in 
Nr. 5) 
ER Vm+1 e’+ 2 Im? 

= m+1 

oder umgekehrt 
Inz = [m +1) m — Yurtteme], 

und hieraus finden sich der Reihe nach J,, J, ete. Zufolge der angegebe- 


2 u 8 se 
nen Üoefficientenwerthe und wegen v—=— hat man nun für positive « 
e 


an a l e 23 e\? Ä 
F(u) =1+2Y2u e? 157 Franc) FR ih, | 


Bei einigermassen bedeutenden u vereinfacht sich diese Formel. Weil 


DD 
1 
fra Blu, 
2w 
m 


nämlich 


' . 8 
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so kommt der Werth dieses Integrales schon bei mässigen u (z.B. für u==5) 
der Null sehr nahe, sodass J, == $ V rn gesetzt werden darf; gleichzeitig 
werden vv BER V e-” etc. sehr klein und es ist daher näherungsweis 


ar „si yr 


h=3 





> J ae a) uU.S. W 
mithin | 
‚ u 1 z 2 
——--3 IniVe 23 e 
TIER —| Irue® Ks (Se (2) 
) = r Vv $ 24 \u 1152 \ u 


So wird z. B. für u == 100e — 271,82818, v — 100, Yv —= 10, 


nn 
<feru<heme(s)" 
20 10,27 
vu 


ferner haben 10. e-!1% und 10°. e=!0" noch keinen Einfluss auf die 40'° De- 
cimalstelle, und es sind daher die oben angegebenen Näherungswerthe 
von Jy, Ja, Jı auf 40 Decimalen richtig. Dies giebt 


F(10e\—=1+ 10 2m. el 11 — ——  ——_ — 
Da +10y2= 2400 11520000 


oder 
F (100 6) — 1 == 10 Y 2. e!® . 0,99958, 
log [F (100 e) — 1] = 44,82836; 
demnach beträgt 7 (100e) eine Einheit mehr als eine aus 45 ganzen Ziffern 
bestehende Zahl, welche zwischen 67353 . 10° und 67354.10° enthalten ist. 
Bei negativem u wird auch v negativ und nach Nr. 3) 
l 


. 
F-W)=1-— Sue he + +b2t + ....)de; 
VÖ 
hier lässt sich zwar die nämliche Substitution vo2?=t anwenden, aber das 
Resultat ist von keinem Nutzen, weil man weder für 


sn 2 
fer dt noch für oo ft di 


Ww IV 
eine Tafel besitzt. Wir gehen daher einen anderen Weg. 
Durch Reihenentwickelung und Integration der einzelnen Glieder zeigt 


sich, dass auch 
| *% 
f(u) = fen in 2 dz 
0 


ist; lässt man hier — u an die Stelle von x treten und benutzt die Substi- 
tution e?=1—-z, so erhält man 


f- = fr -(-tM-z)i—8 de- fü — 2)“ (1 — 2?) us Ig. 


. 
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Auf den Ausdruck (1 ul 2 “= ist zunächst der Binomische Satz anwendbar 
und zwar wird man die einzelnen Binomialeoeffhicienten entwickeln und 
Alles nach er von z ordnen; dies giebt 


$ 
© 2 
N) für fr Elan. 
Die einzelnen Ber können mit Hülfe der Formel | 
1 
5 BEREIT SHARM T 
eg Ma Sg Er in) 00 
fi ) (v+l)(ut2)....(u+n+1) 


0 
integrirt werden, wobei zur Abkürzung 
(url) (u+2)(u+3)....(u+m) = un) 
sein möge; man hat jetzt 
l 2u 3u , Ssu+12ı , 30u + 601° 








f(- u) =— + — + — + —— + +5... 
UA) U (3) U(4) u (5) U (6) 
1 2u 23B3u+15uW  354u-4+ 7500 + 180 u 
u Sup irebe Zih: -+ 
un) U) U (5) Um) 
mithin | 


u 20 23uWH+15W 3540? + 78010 + 1804 
8) FI-W)W=1— ———— er T enger a 
un, Up) U (5) Un) 


Man ersieht hieraus, dass F(—t) bei unendlich wachsenden u sich der 
Grenze Null nähert. OÖ. SCHLÖMILCH. 





XLI. Eine Eigenschaft der conjugirten Diametralebenen des Ellip- 
soids. Herr Lector Lindmann bewies im Jahre 1853 das bemerkenswerthe 
und, wie es scheint, nicht beachtete Theorem, dass die Ellipse von conju- 
girten Durchmessern in vier gleiche Theile getheilt wird. Vermöge der 
zwischen‘den Eigenschaften der Ellipse und denen der Ellipsoide stattfin- 
denden Analogie lässt sich ein ähnlicher Satz für das Ellipsoid vermuthen. 

Die Gleichung des Ellipsoides, bezogen auf drei conjugirte Diameter 
mit den Längen 2a, 2b, 2c ist 


2 2 2 
T y z 
kt Yackum rl 
a? b? ce? 


Bezeichnet man mit A den Winkel zwischen den Achsen der y und z und 
mit « den Winkel zwischen der Achse z und der Ebene yz, so ist das Vo- 
lum eines der acht Theile, in welche das Ellipsoid durch die Ebenen 


+zy, +22, +yz getheilt wird, 


L 
DURTE ee 
Hi a 
a 7 yı a 25° 1 a? bb? 


sin A sin u fa fa dz 
0 0 
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sich die verschiedenen Vorzeichen der Grenzen auf jene acht verschiede- 
nen Theile beziehen. Mit Hülfe der Formel 


« m ® m 1 
[as fr y) dy  fvaz /f (2, vy): (v eine Function von ®) 
0, u EV Ö | 


- erhält man das in Frage stehende Volum, ohne Rücksicht auf die Zeichen 


EHEN 
f} 2? Turm, 
— snasingbe aa (1 -Z) Vi ay 
a 
0 0 
un 
kennen [lu 5). 
ES SEN 1— — 2 
z sı nu ndc 2 


0 
sinAsinumabe 


6 - | 
Der absolute Werth dieses Ausdrucks ist unabhängig von den Zeichen 
der Grenzen; hieraus folgt, dass die conjugirten Diametralebenen das 
Ellipsoid in acht gleiche Theile theilen. 
Gothenburg. G. R. DAHLANDER. 


XLH. Ueber die Genauigkeit einer besonderen Art von Nivellirin- 
strumenten. Das von dem Ingenieur- Obersten Hogrewe erdachte Ni- 
vellir-Instrument (welches jetzt in vorzüglicher Beschaffenheit vom Mecha- 
niker Starke am k. k. polytechn. Institut in Wien verfertigt wird) hat, 
wie bekannt, die Eigenthümlichkeit, dass man aus den Umdrehungszahlen 
welche eine am Instrument angebrachte verticale mikrometrische Schraube 
angiebt, und welche der horizontalen Richtung der Fernrohraxe und deren 
Einstellungen auf zwei an der Nivellirlatte befestigte Zielscheiben entspre- 
chen, sowohl die Distanz der Latte vom Instrumente als die Lattenhöhe zu 
berechnen im Stande ist. Die vollständige Beschreibung seiner Erfindung 
hat Hogrewe in dem 1800 in Hannover erschienenen Buche: „Praktische 
Anweisung zum Nivelliren‘“ nebst detailirten Zeichnungen und allen nöthi- 
gen Rechnungsvorschriften veröffentlicht. Die späteren Nachahmungen so- 
wohl jenes Instrumentes als jenes Buches gaben zwar diesen beiden Dingen 
eine äusserlich verschiedene Gestalt, aber das Wesen derselben ist durch 
sie nicht erweitert worden. Dies ist so richtig, dass, wenn Hogrewe 
(S. 113 seines Buches) nur den Fehler in der Distanz einer Berechnung 
unterzieht, welcher aus einer Unrichtigkeit in den Ablesungen an der 
Schraube entsteht, den aus gleicher Quelle entspringenden Fehler in der 
Lattenhöhe aber gar nicht untersucht, genau eben so weit auch in allen 
späteren über diesen Gegenstand erschienenen Schriften und in derselben 
Weise vorgegangen wird, obgleich schwerlich Jemand verkennen kann 
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dass die Fehler, welehen das Instrument beim Nivelliren unterworfen 
ist, viel stärker ins Gewicht fallen und darum weit eher eine genauere Un- 
tersuchung erheischen, als jene, welche bei der Anwendung desselben In- 
strumentes als Distanzmesser zu befürchten sind. Ohne eine genauere 
Untersuchung ist aber nicht nur kein Urtheil über die Leistungsfählgkeit 
jenes Nivellirinstruments an sich, sondern auch keine Vergleichung dessel- 
ben mit den gewöhnlichen Instrumenten möglich, und wenn Jemand, be- 
züglich des erstern auf die günstigen Resultate von Erfahrungen sich be- 
ruft, welehe vermeintlich in der nahen Uebereinstimmung zweier mit ver- 
schiedenen Instrumen ausgeführten Nivellements von recht langen Li- 
nien liegen, so ist es damit wohl nur auf ein „rein praktisches“ Publikum 
abgesehen. 

Dass das mehrerwähnte Nivellirinstrument dem gewöhnlichen, bei 
sonst gleicher Beschaffenheit der Libelle und des Fernrohrs, nachstehe, 
lässt schon der Umstand vermuthen, dass bei ersterm die Bestimmung jeder 
einzelnen Lattenhöhe zwei Pointirungen und drei Ablesungen an der 
Schraube, somit fünf Fehler zu befürchten sind, während bei letzterm, 
unter sonst gleichen Umständen, nur ein Fehler beim Einstellen der Ziel- 
scheibe möglich ist. 


I 


Indem es nun meine Absicht ist, die Gesammtwirkung jener fünf Feh- 
lereinflüsse oder den mittleren Fehler des Instruments zu bestimmen, 
müssen nothwendig die beiden, bei jeder Pointirung im Visiren und im Ab- 
lesen an der Schraube eintretenden Fehler vereinigt gedacht und ihr mitt- 
lerer Betrag als gegeben vorausgesetzt werden. . Ebenso wird der mitt- 
lere Fehler in der Beobachtung der einspielenden Libelle und der ent- 
sprechenden Ablesung an der Schraube, — womit, wie bekannt, keine 
Pointirung in Verbindung steht, — als gegeben betrachtet. 

Dies vorausgesetzt sei nun: 

s, die beobachtete Angabe der Schraube bei einspielender Libelle, 

s; und s, die beobachtenden Angaben der Schraube bei Einstellung 
der Visirlinien resp. auf die untere und obere Zielscheibe, 

Uy, &ı, 4 die beziehungsweise diesen drei Beobachtungen entspre- 
chenden mittleren Fehler, 

D die Entfernung der Zielscheiben, 

A der Abstand der untern Scheibe vom Fusspunkte der Latte, 

L die aus den Beobachtungen berechnete sogenannte Lattenhöhe, 

a der mittlere Fehler in Z. 

Dieser Fehler u nun wird durch einen Satz bestimmt, NEE Gauss 
in der Theoria combin. observ. erroribus minimum obnoxiae (pag. 21, art. 18) 
begründet hat und welcher folgendermassen lautet: 

Bezeichnet Z eine gegebene Function der Unbekannten s,, $,, 5; und u 
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den mittleren Fehler, welcher in der Bestimmung von Z zn befürchten ist, 
wenn für s,. S}, $ nicht die wahren, sondern die von einander unabhängig 
beobachteten Werthe, welche resp. den mittleren Fehlern u,, u; , u, unter- 
worfen sind, gesetzt werden, so ist: 


Tan arw, 
u ; 2 KEN, 2 
eV (ya + (5) 7 () He 

Für die Berechnung von Z ) man, wie bekannt, den sehr genäherten 


Ausdruck: 


Ss 
BESARE 1 





.D, 
525 


folglich 
ON D; au SH —% D; OL__ —H D, 
dad 5 05 (51) 05 (H—51) 


womit man zu der Formel: 





alagräs,) — an "u + (HS) mir (Ss; — So, — 80)? He a ) 


gelangt, aus welcher sich die folgenden Bemerkungen ergeben. 


2, 


Unter den Stellungen, welche die Latte, bei unveränderlicher Entfer- 
nung vom Instrumente, je nach der höheren oder niederen Lage des Auf- 
stellungspunktes haben kann, giebt es eine, worin der Fehler u sein Mini- 
mum erreicht. Um diese Stellung zu bestimmen, bemerke man, dass für 
eine und dieselbe Entfernung die Differenz s, — s, als unveränderlich an- 
zusehen ist, und dass, wenn man für einen Augenblick 

SS —sı =ralo gs —=r+s 
setzt, der Ausdruck für u in: 


D ty EI RRRRSSTST ENG TE ee. REED EE 
Pal + (Si en u + (Si — 80)’ We” 
übergeht. Darin kann sich allein noch s, ändern, und wenn man nach 


d ’ : i 
dieser Grösse differentiirt und n —0 setzt, so ergiebt sich als Bedingung 
5 
für das bezeiehnete Minimum die Gleichung 
(Ss — sı — r) m? — (Sı — 50) u? = 0 
aus welcher man durch Elimination von r findet: 


oe 5; Sı Ho" + PR tu 
’ ur tu 
oder, da in der Bere die mittleren Fehler u,, u, als gleich anzusehen 
sind: 
s s 


u 


Wie sich hieraus ergiebt, ist der mittlere Fehler in der Lattenhöhe, bei 
jeder Entfernung vom Instrumente, am kleinsten, wenn die horizon- 
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tale Visirlinie die Latte in der Mitte der beiden Zielschei- 
ben trifft. Obgleich sich dieses Ergebniss voraussehen liess, so ist seine 
Begründung dennoch von Interesse, weil sich aus der Natur des Minimums 
nun mit Sicherheit schliessen lässt, dass der mittlere Fehler um so 
stärker ausfallen werde, je mehr die Latte entweder nach 
der Tiefe oder nach der Höhe sich von der bezeichneten 
Minimumstellung entfernt. 

Daraus folgt, dass das Instrument gerade unter den Umständen, unter 
welchen es, als die Arbeit fördernd und sehr bequem, besonders empfehl- 
ungswerth erscheint, nämlich bei sehr starken Gefällen, die geringste 
Genauigkeit darbietet. 

Ebenso wie bei starken Gefällen verhält es sich bezüglich des Nivel- 
lirens auf grosse Distanzen, denn wie ein Blick auf die Formel für u zeigt, 
wächst diese Grösse sehr rasch mit der Distanz, welche durch den Aus- 
druck: 

k 


u 7 





‚ (X eine Constante) 


bestimmt ist. 

Treten starke Gefälle und grosse Distanzen bei Anwendung dieses 
Nivellirinstruments gleichzeitig auf, so wirken diese beiden, die Genauig- 
keit beeinträchtigenden, Umstände zusammen und erhält der mittlere Feh- 
ler überraschend grosse Werthe. In welchem Maase dies der Fall ist, geht 
am bestimmtesten aus der nachfolgenden Betrachtung einiger besonderen 
Fälle hervor. 

3: 

Was zunächst die Zahlenwerthe der Fehler u, und u, betrifft, welche 
füglich einander gleich zu setzen sind, so hängen dieselben allerdings von 
mehreren, nicht allein durch die Beschaffenheit des Instruments bedingten 
Umständen ab. Man wird aber dem richtigen Werthe nahe kommen, wenn 
man für eine gewählte Distanz der Latte das Einstellen auf eine Zielscheibe 
sowie die entsprechenden Ablesungen an der Schraube öfter wiederholt, 
die Summe der Quadrate der Abweichungen der einzelnen Angaben der 
Schraube vom arithmetischen Mittel aller durch ihre um die Einheit ver- 
minderte Anzahl dividirt, und schliesslich aus dem Resultate die Quadrat- 
wurzel zieht. 

Für die vom Mechaniker Star'ke verfertigten Instrumente wird häufig 
als Ablesungsfehler der Betrag 0,003 einer Umdrehung der Schraube ange- 
geben. Dagegen fanden Prof. Bauernfeind (s. Vermessungskunde 1. Bd. 
p- 367) und andere Beobachter, dass der Werth 0,005 der Wahrheit näher 
liegt. Für ein, allerdings schon seit mehreren Jahren in Gebrauch stehen- 
des Instrument bezeichneter Art ergab sich mir (bei einer Distanz von 80 
Klaftern) der mittlere Pointirungs- und Ablesungsfehler zu 0,0055. Es ist 
daher im Allgemeinen eine der Genauigkeit günstige Annahme, wenn man 
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u — u, = 0,005 
setzt. 

Für u, kann man, — die sorgfältige Justirung der Libelle und des 
Fadenkreutzes vorausgesetzt, — in ähnlicher Weise wie oben für u, durch 
wiederholte Beobachtungen einen mittleren Werth erhalten. Für das so 
eben genanute Instrument ergab sich immer ein über 0,004 hinausgehender 
Werth. Zwar stehen mir ähnliche Bestimmungen für andere Instrumente 
von derselben Construction nicht zu Gebote, jedenfalls aber dürfte der 
Werth 

Yo = 0,004 
im Allgemeinen eher zu niedrig als zu hoch gegriffen sein. 
Dieses vorausgesetzt, sei nun beispielsweise: 
a el euer 

Hieraus erhält man aus der am Schlusse des Art. 1 angeführten Gleichung 
den überaus grossen Werth u = 0,0029 Kl. oder 0,21 Zolle. Der für u, an- 
genommene Werth trägt hier so wenig zur Grösse von u bei, dass, wenn 
man selbst u,=—0 gesetzt hätte, gleichwohl u = 0,0028 erhalten worden 
wäre. | 

Die Constante k hat für die hier vorausgesetzten Instrumente von 
Starke und für D=1 den Werth 324, die Entfernung der Nivellirlatte be- 
trägt also im vorliegenden Falle 54 Klafter. 

Der Fehler a ist somit der „g455 Theil jener Entfernung! 

Obgleich nun die für s,, 5;,s, angenommenen Werthe einen ziemlich 
starken Gefälle entsprechen, so ist doch die Distanz nicht beträchtlich und 
beziehen sich jene Annahmen auf einen bei Anwendung dieses Instruments 
keineswegs selten vorkommenden Fall. 

Um eines zweiten Falles zu erwähnen, sei 

s=215, 1 = 2,0, 8 —=3,0, Del, 
so entsprechen diese Annahmen der oben gefundenen Bedingung für das 
Minimum des mittleren Fehlers, und man erhält für « = 0,0018 Kl. Da 
die Distanz 108 Kl, beträgt, so ist der Fehler 45455 der Distanz, während 
beim Nivelliren nach der gewöhnlichen Art, welches hier leicht hätte statt 
finden können, nur 757%, also nur die Hälfte des oben erhaltenen Feh- 
lers zu befürchten gewesen wäre. 

Es wäre leicht noch viel ungünstigere Fälle, welche häufig genug vor- 
kommen und in welcher der Fehler das gewöhnliche Maas weit überschrei- 
tet, zu bezeichnen. (So ist z.B. wenn , = 21,5, 5; = 36,5, , —38,5, DI 
gesetzt wird, die Distanz = 162 Kl. u = 0,028 Kl. oder zz, d. D.) Das 
Angeführte reicht jedoch schon hin, um die Behauptung zu rechtfertigen, 
dass die nach dem Prineip von Hogrewe verwendeten Nivellirinstrumente 
gegen die gewöhnlichen, unter sonst gleichen Umständen, hinsichtlich der 
Genauigkeit bedeutend zurückstehen, so grosse Vorzüge sie unläugbar 
durch die schnelle Förderung der Arbeit, ferner bei manchen Terrain- 
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schwierigkeiten und in allen Fällen darbieten, in welchen es sich vor Allem 
um Zeitgewinn, nicht aber um eine erhebliche Genauigkeit handelt, welche 
also zu jener Art vorläufiger Ermittelungen gehören, deren Ausführung 
Gauss bezeichnend ‚‚den Horizont abfegen“ nennt. 

Gratz. Dr. A. WINcKLER. 


XLIIN. Einige Theoreme der Mechanik. 1) Wenn man überden 
Seiten eines rechtwinkeligen Dreiecks Quadrate construirt 
und die Schwerpunkte derselben geradlinig verbindet, so 
hat das entstehende Dreieck den nämlichen Schwerpunkt 
wie das rechtwinkelige zuerst erwähnte Dreieck. 

Ist abe das rechtwinkelige und mnp das abgeleitete Dreieck, wobei die 
Schwerpunkte m,n,p der über 
den Seiten des rechtwinkli- 
gen Dreiecks gezeichneten 
Quadrate verbunden sind, 
und bedeutet ferner o den 
Schwerpunkt des rechtwin- 
keligen Dreiecks, so bleibt 
zu beweisen, dass o der 
Schwerpunkt des Dreiecks 
mnp ist. 

Der Schwerpunkt des 
Dreiecks mnp ist derselbe 
wie der Schwerpunkt dreier 
gleichen in den Punkten m, 
n, p angebrachten Massen. 





Es genügt dann zu erweisen, 
dass wenn man m,n, p auf die Seiten ab und be projieirt, die Summe der 
Entfernungen der Projectionen der Punkte m,n, p von der Projection des 
Schwerpunktes =0 ist. 
Bezeichnen d, e, f, 9 die Projeetionen der Punkte m, o,n, p auf be, so ist 
de = db + be = %ab + 4bec 
ef == of abe 
fg = hk; 
wenn hk rechtwinklig gegen pg ist, 
RER ZERF ENG, 
und folglich 
kkmmhfzefo: 
Weiter ist 
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eg =ef + f9 == be + yab, 
folglich 
de — ef-—eg=!. 
Auf gleiche Weise lässt sich zeigen, dass die Summe der erwähnten 
Entfernung =0 ist, wenn m, n, p, o auf die Linie ab projieirt werden. Das 
angegebene 'I’'heorem ist hierdurch bewiesen. 


2) Wenn man aus dem Schwerpunkte eines Körpers als 
Mittelpunkt sphärische Oberflächen construirt, so ist für 
jeden Punkt irgend einer dieser Flächen die Summevonden 
Trägheitsmomenten des Körpers, hinsichtlich dreier gegen 
einander winkelrecht durch den Punkt gehenden Achsen, 
dieselbe. Jene Trägheitsmomentsumme ist ein Minimum für 
den Schwerpunkt des Körpers und wächst immer proportio- 
nal mit dem Quadrate der Entfernung von diesem Punkte. 

Die Summe der Trägheitsmomente eines Körpers bezüglich dreier ge- 
genseitig rechtwinkeligen Achsen ist 2 f(@?+ y’ + 2?) dm. Bezeichnet man 
mit x die Entfernung vom Coordinatenanfang bis zu jedem Partikel des 
Körpers, so ist die Summe —=2 fr?dm. Bezeichnet r' die Entfernung vom 
Coordinatenanfang bis zum Schwerpunkte des Körpers und r” die Entfer- 
nung von diesem bis zu einem beliebigen Partikel des Körpers, so ist 

EAN IIFTT RR 
oder, weil vermöge der Eigenschaft des Schwerpunktes cos (r',r”)—0, 
Yr—r? + r 2? 
und 
2frdm = 2f(r.? +7") am e2r HH 
wenn M die Totalmasse des Körpers ist. Aus dieser Formel für die Summe 
der Trägheitsmomente findet man die oben erwähnten Sätze. 


3) Der Gleichgewichtsbedingung für ein rotirendes Flui- 
dum genügt ein unendlicher hohler Cylinder mit zirkelför- 
miger Basis, welcher mit constanter Geschwindigkeit um 
seine Achse rotirt, sobald die gegenseitige Attraction der 
Partikeln nebst der durch die Rotation verursachten Cen- 
trifugalkraft allein auf denselben einwirken. | 

Die allgemeine Gleichgewichtsgleichung eines rotirenden Fluidums ist 

dp=eo|Xde+Ydy+Zdz +w (ade + ydy)], 

wenn p den Druck, e die Dichtigkeit, welche hier als constant vorausge- 
setzt wird, X, Y, Z die Composanten der auf die Masseneinheit einwirken- 
den Kräfte und » die Winkelgeschwindigkeit sind. Bezeichnet man den 
inneren Radius des hohlen Cylinders mit r, den Radius eines beliebigen 
Punktes mit 7’, die Attraction zwischen zwei Massen, jede =1 und in der 
Entfernung 1, mit f, so sind die auf die Masseneinheit in den Punkten «, y, 2 
einwirkenden Attractionscomposanten: 
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X= Bere TC, 
sel; 
2noef(r’— r?) 
ein, 
ei: 


Durch Einsetzung dieser Werthe erhält man 


2nof(r’— r? 
Nun ist 2 + „P==r”, also 
dr? 
zdx + ydy = as 


und 
nr Dres MET 0 
pt (m — ee ea are): 


Durch Integration ergiebt sich 


P= - or? + 2mofri(e?)— 2nofr?] + 6. 
Nun ist == 0, wenn r ==[r, folglich 
Be z E ("?—r?) +2mofr?l (3) — 2nof (r? — )| : 
Bezeichnet man mit R den Radius des äusseren Grenzeylinders, so ist, 
wenn »=—=0 für r =R, 


r? R? 
Peer); 


Als Bedingung für die Möglichkeit des Gleichgewichts wird daher er- 
fordert, dass 


r? R? i R? R? 


j Eur R. 3 
Diese Bedingung ist immer erfüllt, da — immer grösser als 1 ist. Fer- 
r 


ner ist es nöthig, dass die auf ein Partikel einwirkende Kraft an der 
Fläche gegen das Innere der Masse gerichtet ist. Dieser Vorbehalt wird 
ausgedrückt wie folgt: 
| 2rof (R’—r? R°1 BEN, 
n® R au) R oder 52 | N) | a, 
welehe Bedingung immer erfüllt ist. 
Gothenburg. G. R. DAHLANDER. 


XLIV. Ueber die elementare Bestimmung der Trägheitsmomente. 
Wo es darauf ankommt, die Mechanik ohne Hilfe der höheren Analysis 
vorzutragen (wie z. B. an Gewerbschulen), benutzt man zur Bestimmung 
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der Trägheitsmömente das bekannte elementare Summationsverfahren, wel- 
ches eigentlich eine verkappte Integration ist und zuletzt immer auf den 
Satz zurückkommt, dass der Quotient 





1 +2#+3°%+...+n% | 
ee 
bei constanten ganzen positiven k und unendlich wachsenden » gegen die 
Grenze En convergirt. Dieser Weg hat zwar keine Schwierigkeiten, ist 


aber manchmal etwas weitläufig; man wird daher eine kürzere Methode 
gern sehen, bei welcher der genannte Hilfssatz erspart und nur die Aehn- 
lichkeit geometrischer Gebilde in Anspruch genommen wird. Ein solches 
Verfahren findet sich in dem ‚Bericht über die königliche Provinzial - Ge- 
werbeschule zu Hagen, von dem Director Dr. Zehme, Hagen 1858‘; mit 
Erlaubniss des Verfassers theilen wir das Nachstehende daraus mit. 

Sind M,, M,, M, etc. die Massentheilchen eines um eine Achse rotiren- 
den Körpers, &,, &,, &; etc. die respectiven Abstände derselben von der 
Drehungsachse, so ist bekanntlich das Trägheitsmoment des Körpers 

T—=M,&? + a? + Ma? +... —E(Ma}). 

Das Gewicht eines jener Massentheile sei @, sein Volumen P/, seine 
Dichtigkeit y, und g die Beschleunigung der Schwere; man hat dann 

et Biber 
da 
mithin 


1 
T = g & (Y Vx*), 
und bei einem homogenen Körper, wie er künftig immer vorausgesetzt wird, 
T=Lx2(VaR). 
g 


Die noch übrige Summe enthält nur geometrische Grössen und kann 
demnach der geometrische Factor des Trägheitsmomentes heissen. Im 
Folgenden handelt es sich überhaupt um die Bestimmung dieses Factors 
und daher sollen künftig unter M,, M, etc. nicht die Massen selbst, sondern 
nur ihre geometrischen Factoren verstanden werden. 

Aus der Definition des Trägheitsmomentes folgt der bekannte Satz: 
Ist T das Trägheitsmoment der Masse M in Bezug auf eine gegebene Achse, 
U ihr Trägheitsmoment in Beziehung auf eine durch den Schwerpunkt von 
M gehende Parallelachse, endlich d der Abstand beider Achsen, so gilt die 
Relation . 

T=U+ Md?, 
deren Beweis wir füglich übergehen können. 

Wir betrachten nun zwei geometrisch ähnliche Körper, die um ähn- 
lich liegende Achsen rotiren, und nennen m das Verhältniss zweier ent- 
sprechenden Linien in jenen Körpern; wir haben dann einerseits 
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Dir), no & (us?) 
Andererseits ist wegen der Aehnlichkeit M—=m’u, x —=m&, folglich 
Dame ln EN KO Te m 
Bei rotirenden Flächen ergiebt sich auf gleich einfache Weise: 
FEmM 





und-bei rotirenden Linien: 
an: 
Diese Hilfssätze reichen aus, wie man sogleich sehen wird. 

1. Das Trägheitsmoment einer &eraden / in Beziehung auf 
eine durch ihren Endpunkt senkrecht zu ihr gelegte Achse heisse 7; in 
Beziehung auf eine durch ihren Mittelpunkt (Schwerpunkt) parallel zu jener 
gelegten Achse sei das Trägheitsmoment U, es ist dann 

T=U+M(N), 
wo M die Masse der Geraden bedeutet. Denkt man sich eine zweite Ge- 
rade $/, welche um eine durch ihren Endpunkt senkrecht zu ihr: liegende 
Achse rotirt, und nennt r ihr Trägheitsmoment, so ist einerseits 

UT, 
weil die ganze um die Mittelachse rotirende Gerade / für zwei Gerade 
(jede 37) gelten kann, die um eine gemeinschaftliche Endachse rotiren. 
Andererseits hat man wegen der Aehnlichkeit für m = 2 
ar: Dre dr: 
aus den drei vorhandenen Gleichungen mit den Unbekannten 7, U, r er- 
giebt sich 
T=4M!?’ und U=7,M?, 

womit das Trägheitsmoment einer Geraden sowohl in Beziehung auf eine 
Endachse, als für die Mittelachse bestimmt ist. 

2. Das Trägheitsmoment eines Rechtecks von der Breite 5, 
der Höhe A und der Masse M sei 7, wenn die Drehung um b geschieht; es 
heisse dagegen U, wenn die zu b parallele Mittellinie als Rotationsachse ge- 
nommen wird; es ist dann . 

T=U+M(In). 

Man theile nun das Rechteck durch zwei Mittellinien in vier congruente 
Rechtecke, deren jedes 35 zur Breite und 4% zur Höhe hat, und nenne r 
das Trägheitsmoment eines solchen Rechtecks, wenn es um die Seite 4b 
rotirt; es ist dann einerseits | 

IA, 
weil das kleine Rechteck um die Mittelachse des grossen viermal ebenso 
abgelagert ist, wie um seine Seite%b. Andererseits giebt die Aehnlichkeit 


für m=2 
Tarot, N 
und aus diesen drei Gleichungen folgt 
2 T=3Ml?, U=],MR®. 
3. Das Trägheitsmoment eines rechtwinkligen Parallel- 
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epipedes aus den Kanten a, b, c heisse 7, wenn die Drehung um die 

Kante c geht, dagegen U, wenn eine durch den Mittelpunkt des Körpers 

parallel zu c gelegte Gerade zur Rotationsachse genommen wird; es ist dann 
a? + b? 
T=U+M®—=U+M——. 

Zerlegt man den Körper dureh Mittelflächen in acht congruente Pa- 
rallelepipede, deren jedes die Kanten 3a, 4b, 1c besitzt, und nennt r das 
Trägheitsmoment eines solchen Theiles in Beziehung auf $c als Drehungs- 
achse, so hat man ähnlich wie vorhin 

U=-%87 
und zugleich wegen der Aehnlichkeit 
De reer 
Aus diesen Gleichungen finden sich die Werthe 
T=-1M(® +8), U—,,M (+). 

Wie man mittelst der vorigen sechs Formeln die Trägheitsmomente 
geradliniger Gebilde überhaupt entwickeln kann, ist bekannt genug und 
bedarf deshalb hier keiner Auseinandersetzung. 

Noch wollen wir das Verfahren mittheilen, welches der Verfasser zur 
Bestimmung der Trägheitsmomente des Kreises, des Cylinders und der 
Kugel anwendet; dasselbe ist zwar nicht kürzer als das gewöhnliche, aber 
durch eine gewisse Eleganz bemerkenswerth. | 


4. Das Trägheitsmoment der Kreisfläche in Beziehung 
auf einen Durchmesser. Man denke sich den Durchmesser 2r, wel- 
cher als Momentenachse genommen ist, in 2n gleiche Theile getheilt, wobei 
r £ | ; £ 
En ö sein möge, lege durch jeden Theilpunkt eine Senkrechte zu 2r und 
r 
ziehe durch die Punkte, in welchen letztere den Kreis treffen, Parallelen 
zur Achse; es entsteht dann ein Polygon mit abwechselnd ein- und aus- 
springenden Winkeln. Die Abseissen der Theilpunkte mögen der Reihe 
nach 2,,2,,...2.==r, die zugehörigen Ordinaten y,Y2, --. Yn —0 heissen; 
irgend einer der entstandenen Streifen hat 2„-— 2,_ı==6 zur Breite und _ 
2yn—=2Yr’— 2, zur Höhe; seine Masse sei u„. Nun ist sein Trägheits- 
moment in Beziehung auf die gegebene Momentenachse — -!5 un (24m), 
mithin das Trägheitsmoment des halben Polygones 

T=24uf)=32 [ur —®)] 
oder auch, wenn die Summirung auf die einzelnen Theile bezogen und die 
Masse des Halbpolygones =M gesetzt wird, 
Er T,=4Mr? — 32% (u2?). 

Man denke sich jetzt eine zweite Momentenachse durch den Mittel- 
punkt des Kreises senkrecht zur ersten gelegt; in Beziehung auf diese ist 
das Trägheitsmoment des vorigen Streifens — un (0m — 45) + ud 
folglich das Trägheitsmoment des halben Polygones 
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7, — E[u(@ &30% + }n8°] 
= zu) — d2|ule —z0)) + 252 (u) 
Eher ER 8) +25 MR. 
Aus beiden Gleichungen erhält man durch Elimination von &(u«?) 
3T,+T,=Mr —ö62[u (re — 46)| + „5 M 8°. 
Dabei ist 2[|u (2 — 48)] die Summe der statischen Momente aller Streifen, 
also = M&, wenn & die Abseisse des Schwerpunktes vom Halbpolygone be- 
zeichnet *). Lässt man nun in der Gleichung 
37, + T,—= Mr — Med +2; M0? 
n ins Unendliche wachsen also ö gegen die Null convergiren, so wird 
| IT, FT, Mr 
und es ist jetzt 7, das 'Trägheitsmoment des Halbkreises in Beziehung auf 
den ihn begrenzenden Durchmesser, T, das Trägheitsmoment desselben 
Halbkreises in Beziehung auf den zu jenem normalen Durchmesser, M die 
Masse des Halbkreises. Bezeichnet U das 'T'rägheitsmoment des Vollkreises 
in Beziehung auf einen Durchmesser und M’ seine Masse, so hat man gleich- 
—4U, M=1M'", mithin aus dem Obigen 
(= + M TR. 

9. Das Trägheitsmoment eines geraden Kreiseylinders in 
Beziehung auf seine geometrische Achse kann auf bekannte 
Weise aus Nr. 3. abgeleitet werden und findet hier nur des Folgenden 
(Nr. 7.) wegen Erwähnung; es ist, wenn r den Radius und M die Masse be- 


zeitig 7,50, T, 


zeichnet, 
Veh Mr®: 

6. Das Trägheitsmoment des geraden Kreiscylinders in 
Bezug auf eine durch seinen Schwerpunkt normal zur geo- 
metrischen Achse gelegte Momentenachse findet man auf eine 
ganz ähnliche Weise, wie in Nr. 4. das Trägheitsmoment des Kreises. 
Denkt man sich nämlich die dortige Figur als normalen Querschnitt des 
Oylinders, dessen Höhe A sei und dessen geometrische Achse senkrecht auf 
der Ebene der Figur steht, so entsprechen den früheren Parallelstreifen 
nunmehr Parallelepipede, von denen irgend eines die Kanten d, y, h be- 
sitzt und dessen Masse u heissen möge. Es ist nun 

Te? +ayY) >: lau rar —aeR)] 
— „MR HAM — 18 (u); 
andererseits in Beziehung auf die y-Achse 
T, = Z[u(@ — 38)’ + Jar (+ 6°)] 
= (u) + 152(ur) -dr[u (a — 30) - gu 
— £(u2?) + „MR — ME —ı0M, 


*) Wir sind hier, wie auch bei den nachherigen Entwickelungen, dem Verfasser 
nicht wörtlich gefolgt; derselbe vernachlässigt nämlich das oben durch & ausgedrückte 
Glied, und dies ist deswegen ungenau, weil eine unendliche Menge unendlich kleiner 
Vernachlässigungen möglicherweise einen endlichen Fehler zur Folge haben könnte. 


». 
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wo M die Masse des halben eingeschriebenen Parallelepipedes und & die 
_ Abseisse seines Schwerpunktes bezeichnet. Man hat nun weiter 
| 37, + 7, = iM ME Ms — AM8®, 
mithin durch Uebergang zum Cylinder 
Tr HN ER): 
Ist nun U das ursprünglich gesuchte Trägheitsmoment und M’ die Masse 
des ganzen Cylinders, so muss aus naheliegenden Gründen sowohl 7, als 
T, gleich 3U und M—=3$M’ sein; daraus folgt 
UN (ri, ), 

7. Trägheitsmoment der Kugel in Beziehung auf einen 
Durehmesser. Denkt man sich den in Streifen zerlegten Kreis um die 
xz-Achse rotirend, so beschreibt jeder Streifen einen Cylinder, dessen 
Masse u heissen möge; für jeden solchen Oylinder ist die z- Achse die geo- 
metrische Achse, daher nach No.5. 

u Rei) —4L A) —INr— LE (ve). 
Ferner hat man nach Nr. 6. | 
1, — 2[e ed +49 41409), 
oder vermöge des Werthes von 4? 
Der) El] ee, 
folglich ; 
37, +27, ==2Mr”—2MEö — 4MÖ?, 
mithin für die Halbkugel 
81, F 2 IT, =2Hr. 
Nennt man U das gesuchte Trägheitsmoment und M’ die Masse der 
Vollkugel, so ist ,=}U, T,=30, M=3M', folglich 
Üe= 2 M'r?. 
O. SCHLÖMILCH. 
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Literaturzeitung. 


Recensionen. 


Lehrbuch der Geometrie zum Gebrauche an höheren Lehranstalten. Von Dr. 
E.Heıs, Professor an der Akademie zu Münster, und Tr. J. Escı- 
WEILER, Director der höheren Bürgerschule zu Cöln. 2 Theile. 
Cöln, Du Mont - Schauberg. 

Die Verfasser des vorliegenden Werkes gehen von der Ansicht aus, 
dass ein Lehrbuch die Schüler nach und nach an das Selbstfinden der Be- 
weise und Auflösungen gewöhnen müsse und daher zu beiden nur Andeu- 
tungen geben dürfe, welche an Ausführlichkeit in dem Maasse abnehmen, 
wie die Erkenntniss wächst, und dass zweitens ein Lehrbuch einen mög- 
lichst reichen Uebungsstoff darbieten müsse, um sowohl den Wissensdrang 
besonders strebsamer Schüler zu befriedigen, als auch dem Lehrer eine 
Erleichterung zu verschaffen, so bald er es nöthig oder rathsam findet, mit 
dem Uebungsmaterial zu wechseln. Offen gesagt, ist Referent mit dieser 
Ansicht durchaus nicht einverstanden, vielmehr hegt er, und zwar aus ganz 
empirischen Gründen, die gerade entgegengesetzte Meinung. Bevor näm- 
lich überhaupt die Rede davon sein kann, den immer nur sporadisch vor- 
kommenden besonders wissbegierigen Schülern etwas Besonderes darzu- 
bieten oder mit der vollen Classe Excurse zur Uebung vorzunehmen, muss 
ohne Zweifel erst das wirklich Nothwendige gelernt sein, jene Fundamen- 
talsätze, die sich von selbst ergeben, wenn man die Geometrie auf das 
äusserste Maass der Kürze reducirt, müssen unerschütterlich fest stehen; 
aber schon Das ist nicht so leicht.zu erreichen, und Referent gratulirt von 
Herzen jedem Lehrer, der wenigstens drei Viertheile seiner Schüler dahin 
gebracht hat. Bleibt dann noch Zeit zu Exceursen, so dürfte es wohl kei- 
nem Lehrer der Gegenwart schwer werden, das nöthige Uebungsmaterial 
zusammenzubringen. Nun wird man nicht leugnen, dass in einer Wissen- 
schaft, wo es auf Consequenz des Denkens und Präcision des Ausdrucks so 
sehr ankommt, gerade die Fundamente nicht oft genug und zwar in der 
nöthigen strengen Form wiederholt werden können; verweist man zum 
Zwecke dieser Repetitionen die Schüler auf ein Buch, das nur Andeutun- 
gen giebt, so schleichen sich unvermerkt, theils aus Unverstand, theils aus 
Flüchtigkeit, allerhand schiefe Auffassungen ein, mit deren Correcetur man 
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schliesslich seine Noth hat. Zufolge dieser Gründe, die durch eine zehn- 
jährige Praxis mehr und mehr bestätigt worden sind, ist Referent der Mei- 
nung, dass ein Lehrbuch den Schülern ausführliche Beweise der Funda- 
mentalsätze darbieten muss; die Frage kann daher nur noch sein, ob auch 
die Exeurse andeutungsweise mit aufgenommen werden sollen. Selbst da- 
gegen erklärt sich Referent; sind der Excurse wenige, so ist die Auswahl 
zu gering, sind ihrer viele, so vergrössern sie das Volumen, und es sieht 
nachber wunderlich aus und bringt den Lehrer in ein ungünstiges Licht, 
wenn ein dickes und theures Buch angeschafft werden musste und am Ende 
nur der kleinere Theil desselben beim Unterrichte benutzt worden ist. 
Will man’ aber dem Lehrer die von den Verfassern beabsichtigte Erleich- 
terung verschaffen, so scheint es dem Referenten praktischer, ein besonde- 
res Werk, Materialien für den geometrischen Unterricht enthaltend, her- 
auszugeben; dieses sei dann für den Lehrer der Vorrathskeller, woraus er 
den Wissensdurst der wenigen eminenten Köpfe befriedigt und aus welchem 
er bei besonderen Gelegenheiten ein Ahors d’oeuvre auftischen kann. Diese 
Differenz der Ansichten hat übrigens den Referenten nicht verhindert, sich 
mit dem vorliegenden Werke näher zu befreunden, und er bekennt gern, 
dass ihm die Ansicht desselben viel Vergnügen gewährt hat. Logische An- 
ordnung des Materiales, Präcision des Ausdrucks und Strenge der Be- 
weise sind Vorzüge, die man nicht immer beisammen findet, und gerade 
durch diese drei Eigenschaften zeichnet sich das Buch vortheilhaft aus. 
Der erste Theil desselben erschien bereits 1854 (in zweiter Auflage 1858) 
und wird den meisten unserer Leser wohl bekannt sein, da schon der Name 
des Herrn Professor Heis die Aufmerksamkeit erregen musste; unsere 
weitere Besprechung kann sich daher nur auf den neu erschienenen zwei- 
ten Theil (die Stereometrie) beziehen. 

Was zunächst die Definition und die Fundamentaleigenschaften der 
Ebene betrifft, so erscheinen dieselben in einer wohl nicht gut zu recht- 
fertigenden Art und Weise; im ersten Theile wird nämlich die Ebene als 
die Fläche definirt, die durch drei Punkte nur auf einerlei Art gelegt 
werden kann, und als Grundsatz angenommen, dass die Verbindungslinie 
zweier Punkte derselben ganz in ihr erhalten ist; den Anfang vom zweiten 
Theil macht eine genetische Erklärung, wobei die Ebene als Kegelfläche 
mit geradliniger Directrix angesehen wird, und die Verfasser suchen zu 
beweisen, dass die entstehende Fläche eine Ebene sei. Jene Definition 
lässt sich allenfalls vom wissenschaftlichen Standpunkte aus vertheidigen,; 
pädagogisch betrachtet ist sie aber nicht viel werth. Wenn eine Ebene: 
durch drei Punkte gelegt ist wie eine Platte auf drei Stützen, so kann sie 
immer noch geschoben und gedreht werden, ohne die Punkte zu verlassen; 
bei einer unendlichen Ebene fallen zwar diese verschiedenen Lagen zu- 
sammen, wer sich aber die Ebene begrenzt vorstellt — und dies thun die 
Schüler anfangs immer, wie jeder Nichtmathematiker — der kann jene 
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Lagen sehr wohl unterscheiden, und für diesen ist die Definition nicht ganz 
klar. Ausserdem liegt immer eine Schwierigkeit darin, sich einen Gegen- 
stand zu denken, der eine vorher bestimmte Eigenschaft besitzen soll, wäh- 
rend es unbedenklich’ist, einem schon vorhandenen, durch Construction ge- 
wonnenen Öbjecte irgend welche Prädicate beizulegen. Die Verfasser hät- 
ten daher besser gethan, ihren Gedankengang umzukehren und die gene- 
tische Definition vorauszuschicken. — Der übrige Inhalt des ersten Oa- 
pitels (Linien, Ebenen, körperliche Ecke) ist meistens auf die gewöhnliche 
Weise behandelt. Das zweite Oapitel enthält die Sphärik; diese Abweich- - 
ung von der gewöhnlichen Anordnung ist wohl aus dem Wunsche.entstan- 
den, bei den Polyedern Gebrauch von der Kugelfläche machen zu können, 
denn ausserdem wäre sie nieht nothwendig gewesen. Capitel III behan- 
delt die Polyeder, namentlich den Euler’schen Satz, die Oberflächen (Com- 
planation), die Congruenz, Symmetrie und Aehnlichkeit der Polyeder und 
die regelmässigen Körper. Darauf folgen in Capitel IV die Schnitte der 
Cylinder und Kegelflächen, sowie die Complanation derselben nebst der 
Complanation der Kugelfläche; Oapitel V enthält die Oubatur der Polyeder, 
Capitel VI die Cubatur der runden Körper. — Dieser Anordnung, welche 
immer mit gerade und krumm wechselt, liegt offenbar folgender Gedanke 
zu Grunde: Wenn nach irgend einer Richtung ein Gebilde @ untersucht 
werden soll (wie z. B. wenn die Oberfläche oder das Volumen von @ zu 
bestimmen ist), so hat man zu unterscheiden, ob @ ein Polyeder oder ein 
von krummen Flächen begrenztes Gebild ist; daher z. B. die Eintheilung 
HILFEN -V; VI: 
A. Complanation (a Polyeder, 5 runde Körper) 
B. Cubatur (a Polyeder, b runde Körper). 
Diese Anordnung ist zwar nicht unlogisch, aber unpraktisch,, weil die ver- 
schiedenen Eigenschaften eines und desselben Gebildes in ganz verschie- 
denen Capiteln stehen. Will z. B. Jemand irgend eine Untersuchung über 
den Kegel vornehmen, so muss er bald Capitel IV, bald Capitel VI zu Rathe 
ziehen, bei Polyedern dagegen sind Capitel I, III und V zu benutzen, da 
man im Voraus nicht wissen kann, welcher Eigenschaften man im Verlaufe 
der Untersuchung bedürfen wird. Es giebt aber noch einen anderen, mehr 
wissenschaftlichen Grund, der gegen jene Eintheilung spricht. Man frage 
doch die analytische Geometrie, wie sie ihr Material anordnet; hier ist 
der Gedankengang strikte durch die Natur der Gleichungen begründet. 
Erst kommen die Gleichungen ersten Grades (die ebenen Gebilde), nach- 
her die Gleichungen zweiten Grades (krumme Flächen) ete., und es wird 
Niemandem einfallen, hieran etwas zu ändern. Dies giebt einen Finger- 
zeig, dass die Eintheilung nicht nach den Eigenschaften, sondern nach den 
Objeeten zu machen ist, also im obigen Falle 
I. Polyeder (1, Complanation, 2, Cubatur) 
-II. Runde Körper (1, Complanation, 2, Cubatur). 
1* 
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Bei soleher Anordnung, der auch Referent in seiner Geometrie gefolgt ist, 
hat man den pädagogischen Vortheil, dass der höhere Unterricht dem nie- 
deren parallel läuft. 

An die sechs Capitel reihen sich zehn Anhänge verschiedenen Inhalts. 
Der erste giebt einen Abriss der descriptiven Geometrie, wobei Referent 
bedauert, dass derselbe zu dürftig ausgefallen ist, um bedeutenden Nutzen 
stiften zu können. Wer den hohen Werth dieses Theils der Mathematik 
aus eigener Erfahrung kennt, wird dem Referenten in der Meinung bei- 
stimmen, dass die Verfasser besser gethan hätten, hier ausführlicher zu sein 
und dafür die Complanation und Cubatur der hufförmigen Abschnitte von 
Cylindern und Kegeln,. welche die Quadratur aller Kegelschnitte voraus- 
setzt, ganz wegzulassen. Auch der Anhang über Maxima und Minima ge- 
hört, trotz des sehr interessanten Inhaltes, unter die Luxusartikel. Ueber- 
haupt will es den Referenten bedünken, als wenn die Verfasser beiden An- 
hängen den bekannten Unterschied zwischen mulltum und multa vergessen 
hätten. 

Trotz dieser Ausstellungen ist übrigens ‚Referent nicht im mindesten 
darüber in Zweifel, dass das vorliegende Werk unter die beachtenswerthe- 
sten Erscheinungen der geometrischen Literatur gehört, und hält es daher 
für seine Schuldigkeit, die Leser darauf aufmerksam zu machen. — Die 
äussere Ausstattung ist sehr gut, namentlich der Druck so elegant, wie man 
es von der Teubner’schen Offiein gewohnt ist. SCHLÖMILCH. 


A. Ganot's Lehrbuch der Physik und Meteorologie. Nach dem Standpunkte 
deutscher Wissenschaft für den Selbstunterricht und zum Ge- 
brauche an höheren Lehranstalten frei bearbeitet von Dr. ApoLpn 
WEISKE, Docent der Physik an der Universität Leipzig. In 
zwei Bänden. Mit 582 in den Text eingedruckten Holzschnitten. 
(in 8. 1. Bd. 480 8., 2. Bd. 534 8.) Leipzig, Leopold Voss. 1858. 

"Das Lehrbuch+von An welches hier dem deutschen Publicum in 
einer freien Bearbeitung geboten wird, gehört zu jener Classe von. Lehr- 
büchern der Physik, die sich mit. einer Darstellung der Resultate der 

Wissenschaft und mit der Anwendung derselben, sei es zum Nutzen, sei es 

zur Unterhaltung, begnügen. Es führt in ziemlicher Ausführlichkeit die 

physikalischen Erscheinungen vor, nennt die Gesetze denen sie folgen, um 
sie hinterher, wo es angeht, durch das Experiment zu beweisen. Die 

Eixperimente werden durch eine grosse Anzahl sauber ausgeführter Holz- 

schnitte von Apparaten nach Originalzeichnungen anschaulich gemacht. 

Die Darstellung ist einfach und klar. Das Zurechtfinden im Buche wird 

erleichtert durch Eintheilung in einzelne Paragraphen mit Ueberschriften 

und durch ein ausführliches Inhaltsverzeichniss.. Von einem Bestreben, 
die Erscheinungen genau nach Zahl und Maass zu bestimmen, um die für 
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die "Theorie unentbehrliche Grundlage zu gewinnen, von einer Aufstellung 
physikalischer Probleme, und von dem Versuche, dieselben zu lösen, ist in 
dem Ganot’schen Buche allerdings nicht die Rede. Eine tiefere Einsicht 
in den Zusammenhang physikalischer Erscheinungen zu eröffnen, scheint 
nicht in der Absicht des Verfassers gelegen zu haben, wenigstens macht 
der Titel des Buches ‚Traite elementaire de physique experimentale et appliguee“ 
in dieser Hinsicht keine Erwartungen rege. Was der Verfasser mit seinem 
Buche will, geht übrigens deutlich aus dem Titel hervor, denn es heisst auf 
demselben: a usage des Etablissements d’insiructions des aspirants aux grades 
des Faculles el des candidalts aux diverses ecoles du Gowvernement. Das Buch 
ist ganz in die Organisation des öffentlichen Unterrichts in Frankreich ein- 
gepasst und den grossen Erfolg, den es dort gehabt hat, verdankt es neben 
der Klarheit der Darstellung und der schönen Ausstattung zumeist wohl 
diesem Umstande. Der Erfolg, den ein Buch in Frankreich hat, recht- 
fertigt aber allein noch nicht eine deutsche Bearbeitung. Das deutsche 
Schulwesen ist von dem französischen gänzlich verschieden und ein Buch, 
welches für französische Verhältnisse zugeschnitten ist, muss eben dess- 
wegen den Zwecken unsererLehranstalten nicht entsprechen. Die besseren 
deutschen Lehrbücher der Physik, mit dem Ganot’schen Lehrbuch ver- 
glichen, zeigen zudem deutlich, dass man in Deutschland von ganz anderen 
Voraussetzungen ausgeht. Für den ersten Unterricht in der Physik, der 
wenig oder gar keine mathematischen Kenntnisse voraussetzt, bietet das 
Buch viel zu viel, und für den Unterricht an unseren höheren Lehr- 
anstalten ist es zu oberflächlich. Wir können uns eigentlich nur einen 
Kreis von Lesern denken, denen das Buch willkommen ist, Leuten nämlich, 
denen es nur um die Anwendung der Wissenschaft zu thun ist und die zu 
bequem oder mit zu wenig@n mathematischen Vorkenntnissen ausgerüstet 
sind, um einer theoretischen Erörterung folgen zu wollen oder zu können. 
Dass das Ganot’sche Lehrbuch für deutsche Lehranstalten nicht ausreicht, 
scheint der Bearbeiter auch gefühlt zu haben, indem er es nach dem Stand- 
punkte deutscher Wissenschaft bearbeitet zu haben vorgiebt. Ein Buch 
aber, das von Haus aus auf keinen. hohen wissenschaftlichen Standpunkt 
steht, kann durch eine blosse Bearbeitung nicht zu einem Lehrbuche werden, 
wie wir es auf unseren höheren Lehranstalten gebrauchen. Sollte es ein 
“wissenschaftliches und selbst nur ein elementares Lehrbuch werden, ein 
Lehrbuch, welches sieh unsern guten deutschen Lehrbüchern an die Seite 
stellen könnte, so müssteesso umgearbeitet werden, dass von seiner ursprüng- 
lichen Gestalt wenig oder nichts übrig blieb, d. h. es müsste eine selbst- 
ständige Arbeit werden. 

Gehen wir nach diesen allgemeinen Bemerkungen etwas näher auf die 
deutsche Bearbeitung ein, so finden wir; dass eine wörtliche Uebersetzung 
vor der freien Bearbeitung den Vorzug verdient hätte. Wir können natür- 
lich nicht Sehritt für Schritt eine Vergleichung zwischen der Bearbeitung und 
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dem Originale geben, und beschränken uns daher an einigen Beispielen das 
Verhältniss beider zueinanderzu zeigen. Ueber den Schwerpunkt sagt Ganot: 
„Lecentre de graviteE d’un corps est un point par lequel passe constamment la resul- 
tante des actions de la pesanleur sur les moleeules de ce corps, dans loules les posi- 
tions quil peut prendre. On demontre, en statique, que tout corps a un centre de 
gravite uniqüe;“ der Bearbeiter dagegen: „die an den einzelnen Moleeulen 
eines Körpers wirkenden Schwerkräfte lassen sich alle durch eine einzige 
Resultante ersetzen. Den Angriffspunkt dieser letzteren nennt man den 
Schwerpunkt des Körpers. Es kann daher ein Körper nur einen einzigen 
Schwerpunkt besitzen.‘ Ueber die verschiedenen Arten des Gleichgewichts 
heisst es bei Ganot: „Z’eguilibre stable est letat d’un corps qui, devie de sa posi- 
tion d’equilibre, y revient de lui-meme aussitöt qu’aucun obstacle ne s’y oppose. 
(et elat se presenle loules les fois quWun corps est dans une position telle que son 
centre de gravitd est plus bas que dans loute autre posilion voisine. Si le corps est 
alors deplace, son centre de gravile ne peut etre que releve, ei comme la pesanteur 
iend sans cesse a Vabaisser, elle le ramene, apres une suite d’oseillalions, @ sa posi- 
tion premiere, el lequilibre se retablit. — L’equilibre instable est letat d’un 
corps qui, devie de sa position d’equilibre, ne tend qu’a s’en ecarter davantage. Cet 
elat se presente toutes les fois qu’un corps est dans une position telle que son centre 
de gravite est plus haut que dans toute aulre position voisine ; car, par un depla- 
cement quelconque, le centre de gravile etant abaisse, la pesanteur ne lend qu’d 
Vabaisser davanlage. — Enfin on nomme equilibreindifferent celui qui per- 
siste dans toutes les positions que peut prendre un corps. Ce genre d’equilibre se 
rencontre lorsque, dans les diverses positions du corps, son centre de gravite n’est 
ni releve, ni abaisse, ainsi qui arrive par une roue de voiture soulenue par son 
essieu, ou pour une sphere reposant sur un plan horizontal.“ Ueber denselben 
Gegenstand lautet die deutsche Bearbeitung: ‚Am stabilen Gleichgewicht 
befindet sich ein Körper dann, wenn er freiwillig in seine Gleichgewichts- 
lage zurückkehrt, nachdem man ihn aus derselben entfernt hat, und ihn 
dann wieder sich selbst überlässt. Dies Gleichgewicht findet allemal dann 
statt, wenn der Schwerpunkt des fraglichen Körpers sich unterhalb seines 
Unterstützungspunktes befindet, also z. B. bei allen frei an einem Faden 
herabhängendenKörpern. Die Verschiebung eines solchen hat zur Folge, dass 
er, nachdem das Hinderniss verschwunden, so lange um seine Ruhelage hin 
und her oscillirt, bis er wieder in derselben stehen bleibt. — Man kann 
auch einen Körper, der unterhalb seines Schwerpunkts unterstützt ist, in 
das stabile Gleichgewicht bringen, sobald man ihn nicht blos auf einen ein- 
zigen Punkt, sondern auf eine breite Fläche oder mindestens auf drei weit 
genug auseinander gelegene Punkte stützt. Das labile Gleichgewicht 
findet dann statt, wenn sich der Schwerpunkt eines Körpers senkrecht über 
dem Unterstützungspunkte befindet."Verschiebt man in diesem Falle den 
Schwerpunkt nur wenig seitwärts, so tritt ein völliges Umschlagen des 
Körpers ein. Beim indifferenten Gleichgewicht endlich beharrt 
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der Körper in allen möglichen Lagen, in die wir ihn bringen, und zeigt 
kein Bestreben, von selbst in eine andere Lage sich zu begeben. Es ist 
dies dann der Fall, wenn der Schwerpunkt mit dem Unterstützungspunkt 
zusammenfällt, wie wir es bei einem Rade finden, das man um seine Axe 
drehen kann und das in jeder Lage stehen bleibt. Doch kann auch der 
Fall vorkommen, dass der Schwerpunkt selbst nicht unmittelbar unterstützt 
ist, dass sich aber bei jeder Verrückung des Körpers immer wieder senk- 
recht unter dem Schwerpunkt ein Stützpunkt vorfindet. Ein Beispiel für 
diesen Fall liefert eine Kugel, die auf einer horizontalen Fläche ruht.“ 
Wollten wir alle Stellen anführen, wo die Bearbeitung zu ihrem Nach- 
theil von dem Original abweicht, so würden wir uns schwerlich den Dank 
unsrer Leser verdienen. Wir erwähnen nur noch, dass auch in der An- 
ordnung der einzelnen Gegenstände die deutsche Bearbeitung hier und da 
vom Original abgewichen ist. So lässt der Bearbeiter z. B. die Betrach- 
tung des Gleichgewichts eines Körpers auf einer schiefen Ebene, die im 
Original bei Gelegenheit des Falles der Körper eine Stelle findet; auf den 
Satz vom Parallelogramm der Kräfte (der wie im Original ohne Beweis 
hingestellt wird) folgen, obgleich von der Schwerkraft erst viel später die 
Rede ist: aber es kam dem Bearbeiter darauf an ‚eine der wichtigsten 
Anwendungen der Zerlegung der Kräfte“ zu geben. An die Betrachtung 
der schiefen Ebene schliesst sich die Betrachtung desKeils und der Schraube. 
Des Hebels und der Rolle wird in einem andern Abschnitte Erwähnung 
gethan. Wenn der Bearbeiter über die einfachen Maschinen nichts Besse- 
res zu sagen wusste, als wir hier finden, so war es besser sie ganz mit Still- 
schweigen zu übergehen, wie es Ganot gethan hat. In dem Paragraphen 
über die Planetenbewegung, den die deutsche Bearbeitung hinzugefügt hat, 
findet man nach dem ersten Kepler’'schen Gesetze die Bemerkung: „die 
Brennpunkte sind bekanntlich zwei auf dem grössten Durchmesser der 
Ellipse gelegene Punkte, die in den geometrischen Beziehungen dieser 
krummen Linie eine wichtige Rolle spielen.‘ Was diese Bemerkung soll 
wissen wir.-nicht; denn entweder setzt man voraus, der Leser weiss, was 
für Punkte die Brennpunkte sind, oder man setzt es nicht voraus, in welchem 
letzteren Falle man es ihm einfach zu sagen hat. — Aus dem Angeführten 
mag Jeder sich ein Urtheil bilden, was er von dem wissenschaftlichen 
Standpunkte der deutschen Bearbeitung zu halten hat. Erwähnen wollen 
wir nur noch, dass von den 228 Seiten, die die sogenannte mechanische 
Naturlehre einnimmt, eine Seite und sieben Zeilen auf die Wellenbewegung 
kommen. In der Akustik und Optik, wo es wünschenswerth ist die Schwin- 
gungsbewegungen durch Abbildungen veranschaulicht zu sehen, felılen diese 
fast gänzlich, während sonst im Buche ein unwürdiger Luxus mit Holz- 
schnitten getrieben worden ist; denn wie soll man es anders nennen, wenn 
das Herabfallen der Feder und der Bleikugel im luftverdünnten Raume, das 
Zerdrücken einer Membrane durch den Luftdruck, das vergebliche Bemühen 
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zweier Hände die Magdeburger Halbkugeln von einander zu reissen und 
ähnliche Dinge abgebildet sind. Die Holzschnitte Fig. 13. 98. 99. 100. 244 
gehören aber geradezu in ein Bilderbuch. 

Noch einen Punkt müssen wir berühren. Der Bearbeiter hält es, wie 
er in der Vorrede sagt, entschieden für zweckmässiger die Lehre vom Mag- 
netismus als einen Theil der Electrieitätslehre zu behandeln. Uns scheint 
zunächst die Frage nicht zu sein, ob es zweekmässig ist die Lehre vom 
Magnetismus als einen Theil der Eleectricitätslehre zu behandeln, vielmehr 
wünschten wir vorher die Frage entschieden zu sehen, ob die Wissenschaft 
überhaupt schon bis zu dem Punkte gelangt ist, alle magnetischen und 
diamagnetischen Erscheinungen aus den allgemeinen Ausdrücken für die 
zwischen zwei Electricitätstheilchen wirkende Kraft ableiten zu können. 
Diese Entscheidung ist im Buche nicht gegeben und in demselben nicht zu 
erwarten; man findet darin weder das Amp£re’sche Fundamentalgesetz noch 
auch die Verallgemeinerung desselben von Weber ausgesprochen. Gesetzt 
aber den Fall, die Frage wäre entschieden, und man könnte oder müsste 
die alte Hypothese der beiden magnetischen Materien fallen lassen, 
so könnte entweder von Zweckmässigkeit gar nicht die Rede sein oder 
doch nur insofern, als man es für den Unterricht erspriesslich hielt zu 
zeigen, was die alte Hypothese leistete, und bei welchem Punkte sie auf- 
gegeben werden musste. - Da die alte Hypothese so ziemlich alle magne- 
tischen Erscheinungen ungezwungen zu erklären vermag, so ist es gewiss 
zweckmässig sie im Unterrichte zunächst noch beizubehalten; der Unter- 
richt hat ja darzulegen, wie die Wissenschaft, von besonderen Hypothesen 
ausgehend, sich schrittweise zu allgemeineren Vorstellungen erhebt. Diese 
Ueberlegung ist wohl auch der Grund, warum in unsern besten Lehrbüchern 
die Lehre vom Magnetismus zunächst getrennt von der Elestrieitätslehre 
vorgetragen wird. 

Wir glauben von einem weiteren Eingehen in das Buch absehen zu 
müssen, da eine derartige Bearbeitung der Physik einen zu: geringen wis- 
senschaftlichen Werth besitzt. Bedauern müssen wir übrigens, dass der 
Bearbeiter, der Docent an einer Universität ist, die sofort -an die Na- 
men Fechner und Weber erinnert, von dem Standpunkte deutscher 
Wissenschaft sowohl als von dem Bedürfnisse an unseren höheren Lehr- 
anstalten einen so geringen Begriff hat. Dem Referenten kommt unwill- 
kürlich der Gedanke, dass der Bearbeiter bei seiner Bearbeitung des Ganot- 
schen Lehrbuches an junge Mediciner eines gewissen Schlages gedacht hat, 
denen er für die Repetitorien der Physik ein Buch hat in die Hände geben 
wollen. Zu einem solchen Zwecke können wir es immerhin empfehlen und 
würden es noch lieber thun, wenn es Herrn Dr. Weiske gefallen hätte, eine 
reine gute Uebersetzung zu liefern. Der Verlagsbuchhandlung ist man hin- 
sichtlich der Ausstattung des Werkes jede Anerkennung schuldig. 


Dr. RupoLr Horrmann. 
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Literaturzeitung. 


Die Elementar-Mathematik für den Schulunterrieht bearbeitet von Lupwiıq 
Kamsry, Professor am Gymnasium zu St. Elisabeth in Breslau. 
. Vollständig in vier Theilen: 
Erster Theil: Arithmetik und Algebra. Dritte, vermehrte und ver- 
besserte Auflage. Breslau, Ferdinand Hirt’s Verlag. 1857. 
Zweiter Theil: Planimetrie. Fünfte, verbesserte Auflage. Mit vier 
Tafeln lithographirter Abbildungen. 1858. 
Dritter Theil: Ebene und sphärische Trigonometrie,. Dritte, 
verbesserte Auflage. Mit einer Tafel lithographirter Abbildun- 
gen, 1857. i 
Vierter Theil: Stereometrie. Zweite, verbesserte Auflage. Mit vier 
Tafeln lithographirter Abbildungen. 1858. 


Die vorliegende Elementar - Mathematik soll, wie der Verfasser selbst 
bemerkt, nicht ein ausführliches Lehrbuch für den Selbstunterricht oder für 
tiefer eingehende Studien, sondern nur ein Leitfaden für die Schule sein. 
Der Verfasser hat sich aus diesem Grunde auf das Unentbehrlichste be- 
schränkt und da er vorzugsweise die Bedürfnisse der Gymnasien im Auge 
gehabt hat, so war auch die Zeit, die anf diesen dem mathematischen Un- 
terricht eingeräumt ist, für die Menge des aufzunehmenden Stofles maass- 
gebend, Mit der Einschränkung des mathematischen Unterrichts auf ein enges 
Gebiet kann man sich gewiss nur einverstanden erklären, nur muss das We- 
nige dafür um so genauer und gründlicher- durchgenommen werden. Soll 
der Leitfaden dem Schüler die Ausarbeitung eines vollständigen Heftes er- 
setzen und er denselben mit Nutzen zur Vorbereitung auf die Stunden und 
zur Wiederholung gebrauchen können, so muss er mit einer gewissen Aus- 
führlichkeit geschrieben sein. Der Verfasser hat hierbei jedenfalls das rich- 
tige Maass getroffen. Die Form der Darstellung ist in allen vier Theilen 
die dogmatische. Wenn der Referent sich mit der Wahl dieser Darstel- 
lungsweise nicht ganz einverstanden erklären kann, so will er biermit den 
Streit über die Wissenschaftlichkeit der dogmatischen Form und über die 
Zweckmässigkeit derselben in didaktischer Beziehung nicht erneuern, zu- 

Literaturztg, d. Zeitschr, f. Math, u. Phys. IV, 3 
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mal da bei der Anordnung des Inhalts ein heuristischer Gedankengang im 
Wesentlichen bestimmend gewesen ist. Aber man braucht kein Gegner der 
synthetischen Methode zu sein, um die bis zur Ermüdung getriebene Wie- 
derholung der Wörter: Lehrsatz, Behauptung, Beweis, Folgerung, Zusatz, 
Anmerkung u: s. w. weder schön noch unbedingt nothwendig zu finden. 
Dass man auch ohne dogmatische Form kurz, wissenschaftlich streng und 
systematisch schreiben kann, und eine heuristische Gedankenentwickelung 
auch ohne eine unerträgliche Breite oder einen ermüdenden Wortschwall 
möglich ist, davon geben die üblichen Darstellungen der nicht elementaren 
Theile der Mathematik und der mit ihr verwandten Wissenschaften wie 
z. B. die Mechanik einen glänzenden Beweis. Freilich einen guten Styl zu 
schreiben: ist auch in der Mathematik nicht leicht und das erklärt uns eini- 
sermaassen die Hartnäckigkeit, mit der man in den Büchern über die Ele- 
mentar - Mathematik an der dogmatischen Form hängt. ‚Auch können wir 
nicht zugeben, dass bei einem guten Style die individuelle Bedeutung der 
Sätze verloren gehe, müssen vielmehr behaupten, dass gerade bei einer un- 
gezwungenen und ungekünstelten Darstellung die wichtigsten und frucht- 
barsten Sätze in ihrer Bedeutung sich am nachdrücklichsten hervorheben 
lassen. | 

Im ersten Theile, welcher die Arithmetik und Algebra enthält, ist 
der Verfasser seinem Vorsatze, dem Inhalt eine solche Anordnung zu geben, 
„dass man an ihr einen stetigen Fortschritt der Entwicekelung, die nothwen- 
dige Bewegung des mathematischen Denkens nachweisen kann,‘ nicht im- 
mer treu geblieben. So wird die Untersuchung der Verbindung der (abso- 
luten ganzen) Zahlen zu Summen, Differenzen, Produeten und Quotienten 
unterbrochen durch die Erklärungen von Potenz und Wurzel, die vor der 
Erklärung des Quotienten zu stehen kommen. Wollte man den Grund gel- 
ten lassen, dass die Definition der Potenz und deren unmittelbare Folge- 
rungen nur einen speciellen Fall der Multiplication betreffen und sich dieser 
eng anschliessen, so müsste ja auch das Product unmittelbar nach der Summe, 
als specieller Fall derselben, genannt werden, und damit wäre immer noch 
nicht erklärt, warum Differenz und Wurzel vor dem Product und vor dem 
Quotienten erwähnt werden. Soll jede neue Rechnungsart zunächst als ein 
besonderer Fall der vorhergehenden erscheinen, was doch zu einem steti- 
gen Fortschritt der Entwickelung gehört, so wäre der Erklärung des Pro- 
ducts in $ 12 die Auffassung desselben als Summe gleicher Posten vorzu- 
ziehen. Nachdem die Division auf eine Erweiterung des Begriffs der Zahl 
in-der Weise geführt hat, dass er auch gebrochene Zahlen umfasst, ist es 
natürlich nothwendig, die früheren Definitionen der Multiplieation und Di- 
vision zu erweitern und die Gültigkeit der früheren Lehrsätze für gebrochene 
Zahlen zu erweisen und zwar in aller Strenge. Dass eine pädagogische 
Rücksicht es war, die den Verfasser veranlasste, die Erweiterung der ge- 
fundenen Gesetze auf eigentliche Brüche nicht in aller Strenge zu erweisen, 
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muss uns Wunder nehmen. Wenn schon hier in Rücksicht auf die jugend- 
liche Kraft der Schüler die Strenge aufgegeben werden soll, so fragen wir, 
welchen Zwecken der mathematische Unterricht dient? Nach der Meinung 
des Referenten treibt man mit einem Schüler erst dann allgemeine Arithme- 
tik, nachdem er in dem sogenannten Zahlenrechnen die nöthige Fertigkeit 
erlangt hat. Ist dies aber der Fall, so sind die Schwierigkeiten, welche der 
Eintritt in die allgemeine Arithmetik dem jugendlichen Geiste bereitet, 
wahrhaftig nicht so gross, als dass er sie nicht bewältigen könnte. Und 
heisst es denn Schwierigkeiten entfernen, indem man die Strenge zum 
Opfer bringt? Strenge allein gewährt auf die Dauer dem Schüler volle Be- 
friedigung und man täuscht sich, wenn mian glaubt, dass ihm eine sogenannte 
populäre Darstellung zusagt. Wir müssen noch einige Punkte anführen, 
wo der Verfasser, ohne durch die Sache dazu genöthigt zu sein, von der 
mathematischen Strenge abgewichen ist. Nach der Erklärung des Quotien- 
ten in $ 17 muss der Divisor immer eine unbenannte Zahl sein; gleichwohl 
ist in Anmerkung 2 desselben $ von einem Quotienten die Rede, dessen 
Glieder benannte Zahlen sind. Die Strenge erfordert hier nicht nur eine 
Erklärung, was man unter dem Quotienten gleichnamiger Zahlen, sondern 
was man unter dem (Juotienten gleichartiger Grössen überhaupt zu vefste- 
hen habe. Diese Erklärung würde freilich zum Messen der Grössen oder 
zur Angabe ihres (geometrischen) Verhältnisses und somit schliesslich zu 
den irrationalen Zahlen geführt haben, vor denen aber der Verfasser, wahr- 
scheinlich aus pädagogischen Rücksichten, eine gewaltige Scheu zu haben 
scheint. Dass es irrationale Zahlen giebt, erfährt der Schüler erst in $ 50, 
nachdem die Lehre von den Verhältnissen und Proportionen und die ganze 
Lehre von den Potenzen und Wurzeln vorgetragen worden ist. Verweist 
man die Lehre von den Verhältnissen und Proportionen in die Arithmetik, 
so folgt sienaturgemäss auf die Lehre von den Producten und Quotienten. 
Das Verhältniss incommensurabler Grössen führt dann auf die Irrationalzah- 
len und macht somit eine Erweiterung des Zahlbegrifis nöthig. Der Nach- 
weis, dass alle für Rationalzahlen bewiesenen Gleichungen auch für Irra- 
tionalzahlen gelten, darf nicht ausgelassen werden. Der Verfasser über- 
scht, wie schon gesagt, die Irrationalzahlen, und lässt sich in der Lehre 
von den Verhältnissen und Proportionen nur auf Zahlen, Verhältnisse und 
Zahlenproportionen ein. Der Bezeichnung und dem allgemeinen Gebrauch ent- 
sprechend wäre es gewesen, den Verhältnissexponenten dem Quotienten des 
Vordergliedes durch das Hinterglied gleich zu setzen und nicht umgekehrt; 
ein Nutzen erwächst jedenfalls nicht aus dieser Auffassung. Warum 5 23 
und $ 24, die von der Null und dem Unendlichgrossen und Unendlichklei- 
nen handeln, zwischen die Lehre von den Producten und Quotienten und 
die Lehre von den Verhältnissen und Proportionen eingeschaltet sind, be- 
greift man nicht recht; unsrer Ansicht nach gehören sie an die Spitze des 
zweiten Abschnitts, der von den relativen oder algebraischen Zahlen han- 
ar 
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delt. Die Ausdrücke „algebraische Zahlen,“ ‚„algebraische Addition,“ „al- 
gebraische Subtraction“ u. s. w. zu vermeiden ist wohl wünschenswerth, in- 
dessen für die jetzige Terminologie sehwieriger durchzuführen, jedenfalls ist 
es aber thunlich den Namen Algebra nur für die Lehre von den algebraischen 
Gleichungen beizubehalten, wie es ja auch so ziemlich allgemein Gebrauch 
geworden ist. — In $ 53 sagt der Verfasser: „Eine gerade Wurzel aus einer 
negativen Zahl ist unmöglich, weil keine positive und negative Zahl, ins 
Quadrat oder in eine andere gerade Potenz erhoben, eine negative Zahl 
hervorbringen kann.“ Hieran schliesst er die Erklärung: „Solche gar 
nicht existirende, unmögliche Wurzeln werden imaginäre, und im Gegen- 
satz zu ihnen alle übrigen Zahlen reelle Zahlen genannt.“ Nun ist es rich- 
tig, dass, so lange der Zahlbegriff blos reelle Zahlen umfasst, eine gerade 
Wurzel aus einer negativen Zahl unmöglich d. h. keine reelle Zahl ist, 
ebenso wie es unmöglich ist, so lange man nur absolute Zahlen kennt, einen 
Unterschied anzugeben, dessen Subtrahend grösser als der Minuend ist. 
In beiden Fällen liegt in dieser Unmöglichkeit die Aufforderung den Be- 
griff der Zahl zu erweitern; obige Erklärung ist daher nicht statthaft. Von 
etwas, was gar nicht existirt und unmöglich ist, lässt sich überhaupt keine 
Erklärung geben; aber in der That sind die imaginären Wurzeln etwas Exi- 
stirendes und folglich Mögliches — unmöglich sind sie denn doch nur in- 
nerhalb eines zu engen Begriffs. — Im dritten Abschnitt, der von den Lo- 
garithmen handelt, finden wir bei den numerischen Beispielen siebenstellige 
Logarithmen angewendet und entnehmen daraus, dass der Verfasser die 
gleichen Tafeln auch bei seinem Unterrichte anwendet. Man muss sich 
wirklich wundern, dass siebenstellige Logarithmentafeln noch so oft in un- 
seren Schulen angetroffen werden, da doch gegen ihr Beibehalten so viele 
und gewichtige Gründe sprechen und auch oft genug schon geltend gemacht 
worden sind. Für die Schule zunächst empfehlen sich Tafeln mit möglichst 
wenig Bruchstellen nicht nur durch den geringen Umfang und die Ueber- 
sichtlichkeit, sondern auch durch den Umstand, dass der Schüler bei dem 
Gebrauch soleher Tafeln in das Wesen der Interpolation besser eindringen 
muss, was ihn befähigt auch andere mathematische Tafeln von abweichen- 
der Einrichtung zu gebrauchen. Ferner darf wohl die nicht unbedeutende 
Zeitersparniss in Anschlag gebracht werden, die hierbei keineswegs auf 
Kosten der Gründlichkeit erkauft wird, da in den meisten Fällen Tafeln 
mit vier oder fünf Stellen diejenige Genauigkeit geben, welche den einer 
Aufgabe zu Grunde liegenden Zahlen und somit der Genauigkeit des dar- 
aus abgeleiteten Resultates entsprechen. Bei jeder numerischen Rechnung 
kommt es darauf an das Endergebniss mit dem geringsten Aufwand von Mit- 
teln zu erreichen und solche einfache und ausreichende Mittel sind vier- 
oder fünfstellige Logarithmentafeln. Zuletzt ist für die Schule auch der ge- 
ringere Preis kleiner Tafeln nieht ausser Acht zu lassen, 

Was die Logarithmen von Deeimalbrüchen anlangt, so halten wir, mit 
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Rücksicht auf $ 63, folgende Bemerkungen für die Praxis des Rechnens, 
obwohl sie nicht neu sind, nicht für überflüssig: Der Logarithmus eines De- 
eimalbruchs ist negativ. Um negative Logarithmen zu vermeiden, kann man 
zwei Wege einschlagen. Der erste Weg besteht darin, dass man negative 
Charakteristiken einführt; z. B. 


25 
log 0,25 = log 107 log 25 — log 100 = 1,39794— 2 == 0,3979 — 1. 


Hierbei bleibt die Mantisse positiv. Diese Art die Logarithmen der Deci- 
malbrüche auszudrücken verlangt aber auch das Minuszeichen und fordert 
Aufmerksamkeit, um sich in den zwei entgegengesetzten Operationen, der 
Addition der Mantisse und der Subtraction der Charakteristik, nicht zu ir- 
ren. — Der zweite Weg, welcher auch negative Kennziffern vermeidet, 
verdient allgemein befolgt zu werden. Da es in keiner Rechnung vorkom- 
men kann, dass man sich um 10000 Millionen irrt, so vermehre man, wenn 
es nöthig ist, die Charakteristik um 10 Einheiten, um sie immer positiv zu 
haben. Man schreibe also 


25 25 
log 0,25 = log m — 9,39794, log 0,0% — log on — 8,3979, 


25 
log 0,0025 = log 1000 > 7,39794 


u. 8. w. Hieraus folgt die Regel: um die Kennziffer des Logarithmus eines 
Deeimalbruchs zu finden, hat man nur nöthig die Anzahl der Nullen, welche 
im gegebenen Bruche unmittelbar hinter dem Komma stehen, von der Zahl 
9 abzuziehen. — Hat man umgekehrt zu dem Logarithmus eines Decimal- 
bruchs diesen Bruch zu suchen, so schreibe man eine Null hin und lasse 
auf dieselbe das Komma und so viele Nullen folgen, als Einheiten an der 
Kennziffer fehlen, um sie zu 9 zu ergänzen; hierauf suche man, ohne Rück- 
sicht anf die Kennziffer, in den Tafeln die zur Mantisse gehörige Zahl und 
hänge diese den schon hingeschriebenen Nullen an. — Da der Logarithmus 
eines Decimalbruchs stets eine Kennziffer. hat, die kleiner als 10 ist, so 
braucht man bei der Addition der Logarithmen von Decimalbrüchen auf die 
Zehner der Kennziffer der Summe nicht Rücksicht zu nehmen. Man kann 
dieselben stets weglassen. Diese Regel gilt auch noch, wenn unter den Lo- 
garithmen, die zu addiren sind, sich solche von Zahlen finden, die grösser 


als die Einheit sind; z. B. a 
log (0,25 > 0,2) = log 0,25 -+ log 0,2; log (0,25 X 12) = log 0,25 + log 12 
log 0,25 = 9,39794 log 0,25 = 9,39794 
log 0,2 = 9,30103 log 12 == 1,07918 
Summe = 18,69897,  - Summe — 10,47712, 


wofür man schreibt 8,69897 — log 0,05; ‚wofür man schreibt 0,47712 = log 30. 


Hat man zwei Logarithmen zu subtrahiren, so wird man, wenn es nöthig 
sein sollte, die Kennziffer des Minuenden um 10 Einheiten erhöhen; z. B. 
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log ei — log 3 — log 4, log 3 = 0,47712 
log 4 = 0,60206 
Unterschied = 9,87506 == log 0,75; 
log B — log 0,06 — log 0,12, log 0,06 = 8,77815 
log 0,12 = 9,07918 
Unterschied = 9,69897 == log 0,5. 
Hat man einen Deeimalbruch auf eine gegebene Potenz zu erheben, seinen 
Logarithmus also mit dem Potenzexponenten zu multiplieiren , so lässt man 
im Producte ebenfalls die Zehner der Kennziffer weg. Es ist z. B. (0,4)? — 
0,16 und (0,4)? =.0,064. Mit Hilfe der Logarithmen findet man 
log 0,4 = 9,60206; log 0,4 == 9,60206 
2 log 0,4 — 19,20412; 3 log 0,4 — 28,80618 
wofür man schreibt 
2 109 0,4 — 9,0412; 3 log 0,4 — 8,80618 
== log 0,16 — log 0,064. 
Hat man aus einem Deeimalbruch die m Wurzel zu ziehen, also den Lo- 
garithmus derselben durch den Wurzelexponenten zu dividiren, so muss 
man zur Kennziffer des Logarithmus (m—1) Zehner hinzudenken; z. B. 


ze tig, BMG 
log Vo,16 = 5 log 0,16; log V 0,064 = 3 log 0,064 
log 0,16 = 9,20412 !og 0,064 = 8,80618 
( = 19,20412) ( = 28,80618) 


1 
5 log 0,16 = 9,60206 == log 0,4; 5 log 0,064 = 9,60206 — log 0,4. 


Da die Sinus und Cosinus, sowie die Tangenten unter 45° und die Con- 
tangenten über 45°, stets echte Brüche sind, so gilt für ihre Logarithmen 
Alles, was wir von den Logarithmen der Decimalbrüche gesagt haben; hier- 
nach erklären sich auch die in den Tafeln stehenden Kennziffern der Loga- 
rithmen der Winkelfunctionen. — Hat die zu einem Logarithmus gehörige 
Zahl das negative Vorzeichen, so zeigt man dies durch ein n an, welches man 
auf die letzte Deeimale der Mantisse folgen lässt; z. B. log cos 120° — 9,69897,. 

Der vierte Abschnitt handelt von den Bestimmungsgleichungen und 
zwar von den algebraischen Gleichungen des ersten und zweiten Grades, von 
den Gleichungen mit mehren unbekannten Grössen, von den Exponential- 
gleichungen und von der Synthesis der Gleichungen d. i. von der Bildung 

‘der Gleichungen nach Bedingungen einer in Worten gegebenen Aufgabe. 
Im fünften Abschnitt findet man die arithmetischen und geometrischen Rei- 
hen und die Zinses-Zins-Rechnung und im sechsten Abschnitt die Combi- 
nationslehre und den binomischen Lehrsatz. Der Binomialsatz konnte auch 
ohne die Aufnahme der Combinationslehre entwickelt werden, diese aber 
zugelassen, durfte der construirende Theil derselben wohl nicht ganz über- 
gangen werden. Die Deeimalbrüche, die Kettenbrüche, die Lehre von der 
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Theilbarkeit der ganzen Zahlen und die Theorie der diophantischen Gleichun- 
gen sind auf 22 Seiten abgehandelt und in den Anhang verwiesen. Zweck- 
mässig und wissenschaftlich zu gleicher Zeit wäre es gewesen, die Rech- 
nungsoperationen mit Deeimalzahlen auf die Reehnung mit Polynomen fol- 
gen zu lassen und an diese die Ausziehung der Quadrat- und Cubik - Wur- 
zeln anzuschliessen. Ebenso gebührte den Elementen der Zahlentheorie 
ein Platz vor der Lehre von den Potenzen und Wurzeln. 

Der zweite Theil, die Planimetrie, geht von der Betrachtung einer 
Geraden, zweier einander schneidender Geraden und der parallelen Linien 
(1. Abschnitt) über zur Betrachtung von drei und mehren sich schneidenden 
Geraden und der hierbei entstehenden ebenen Vielseiten, insbesondere der 
Triangel und Vierseite (2. Abschnitt). Hieran schliesst sich die Entwicke- 
lung der Eigenschaften des Kreises und der regulären Polygone (3. Ab- 
schnitt). Der folgende Abschnitt enthält die Lehre vom Flächeninhalt ge- 
radliniger Figuren, ihre Vergleichung, Verwandlung, Theilung und Aus- 
messung. Im fünften Abschnitte ist von der Proportionalität gerader Linien 
und der Achnlichkeit geradliniger Figuren und von der Proportionalität ge- 
rader Linien am Kreise die Rede; im sechsten von der Berechnung der 
Seiten regulärer Polygone nnd der Rectification und Quadratur des Kreises. 
Der siebente Abschnitt enthält Aufgaben aus der rechnenden Geometrie 
und die Construction algebraischer Ausdrücke. Im Anhang endlich sind 
156 Uebungsaufgaben zusammengestellt. Wir vermissen in diesem Theile, 
der es doch mit der Geometrie des Maasses zu thun hat, die Vergleichung 
der Längen gerader Linien und die Aufsuchung des numerischen Verhält- 
nisses zweier commensurablen oder inecommensurablen Linien, ferner die 
Angabe der Kennzeichen der Proportionalität zweier zusammengehörigen 
Grössenarten. Die Behandlung mehrer Sätze würde dadurch an Strenge 
gewonnen haben. Dass die einer Geometrie der Lage angehörenden Sätze 
ausgeschlossen sind, können wir bei dem Zwecke des Buches nicht tadeln. 

Dem planimetrischen Theile entsprechend ist der Lehrgang des vierten 
Theiles, der Stereometrie. Die drei Abschnitte derselben behandeln 
1) die Lage gerader Linien gegen Ebenen und gegen einander (gerade Li- 
nien, welche eine Ebene schneiden, und gerade Linien, welche einer Ebene 
parallel sind) und die Lage der Ebenen gegen einander (zwei einander 
schneidende, zwei parallele und drei oder mehr durch einen Punkt gelegte 
Ebenen), 2) die Körper in Beziehung auf ihre Grenzen und Durchschnitts- 
figuren, nämlich die ebenflächigen Körper (Prisma, Pyramide und die übri- 
gen Polyeder) und die krummflächigen Körper (Cylinder, Kegel und Ku- 
gel), 3) die Ausmessung des räumlichen Inhalts und der Oberfläche der Kör- 
per, nämlich Prisma und Cylinder, Pyramide und Kegel und die Kugel. 
Den Anhang bildet die Construction der regulären Polyeder, die Berech- 
nung ihrer Volumina und der Neigungswinkel ihrer Seitenflächen und Kan- 
ten, und 127 Uebungsaufgaben. — Als einen grossen Mangel dieses Theiles 
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müssen wir bezeichnen, dass die Congruenz (und Symmetrie) und Achn- 
lichkeit der Polyeder und der runden Körper ganz mit Stillschweigen über- 
gangen ist. i 

Was endlich die ebene und sphärische Trigonometrie betrifft, 
die den dritten Theil von K.’s Elementar-Mathematik bildet, so finden wir zu- 
erst einen kurzen Abriss der Goniometrie (Erklärung der trigonometrischen 
Linien und Functionen spitzer Winkel; Abhängigkeit der trigonometrischen 
Functionen eines Winkels von einander; Aenderung der trigon. Funetionen 
durch Aenderung des Winkels, Funetionen der Winkel über 90°; Functio- 
nen zusammengesetzter Winkel). In der ebenen Trigonometrie folgt auf die 
Auflösung der rechtwinkligen Triangel, die Auflösung der gleichschenkli- 
gen Triangel und der regulären Polygone und zuletzt die Auflösung der 
schiefwinkligen Triangel. Ein Anhang enthält eine Zusammenstellung der 
wichtigsten goniometrischen Formeln und Debungsaufgaben, zum "Theil mit 
Andeutung ihrer Auflösung. Die sphärische Trigonometrie behandelt zuerst 
die rechtwinkligen sphärischen Triangel, dann die sphärischen Triangel im 
Allgemeinen und schliesst mit der Berechnung ihres Flächeninhalts. Ein 
Anhang enthält noch eine Anzahl Uebungsaufgaben. — In der Goniometrie 
genügt es nicht, wie esin $ 10 geschehen ist, den Zeichenwechsel der gonio- 
metrischen Functionen als blosse Sache des Uebereinkommens zu behandeln; 
vielmehr muss die Nothwendigkeit desselben nachgewiesen werden. . Am 
einfachsten und anschaulichsten kann das aber auf folgende Weise gesche- 
hen. Man denke sich in einem mit dem Halbmesser r beschriebenen Kreis 
zwei aufeinander senkrechte Durchmesser AB und CD gezogen und die 
Bogen in dem Sinne von A nach (© positiv gerechnet. Ist dann « ein belie- 
biger positiver oder negativer Bogen, der bei 4 anfängt und im Punkte Z 
endet, so ist sein Complement,, 90°— «, ein bei E anfangender und in C en- 
dender Bogen. Bezeichnet man die Projection des Bogens «@ auf den Durch- 
messer AB mit a, die Projection seines Complementes auf den andern 
Durchmesser mit b, so liegen die Werthe von a und b stets zwischen den 
Grenzen O und 2r. Bezeichnet man ferner die Projectionen des beweglichen 
Radius auf die Durchmesser AB und CD resp. mit r und r", so stellen r’ und 
r' die Cosinuslinie und die Sinuslinie vor, und man hat für sie Ausdrücke 

r=r—audr =r—l. 

Aus diesen Gleichungen ergiebt sich, dass die Cosinuslinie r (und folglich 
COS — —) positiv ist für a<r, d. i. für Bögen, deren Endpunkte im er- 
sten und vierten Quadranten liegen und negativ füra>r,d.i. für Bögen 
im zweiten und dritten Quadranten ; dass ferner die Sinuslinie r” (und folg- 


lich sin. & = —) positiv oder negativ ist, je nachdem b <roder >r, d.i. 


für Bögen, die bezüglich im ersten und zweiten oder im dritten und vierten 
Quadranten liegen. Kennt man den Zeichenwechsel der Sinus und Cosinus, 
so findet man aus den Definitionsgleichungen 
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sin & 





1 1 
EHER ZERO, RZ KEE == c0Sec & 


R, — 
COS & ig & cos & ’ sind 


leicht den Zeichenwechsel der übrigen Functionen. Am anschaulichsten tritt 
der Verlauf auch dieser Functionen, d. h. ihre Werth- und Zeichen - Aen- 
derung, in den entsprechenden goniometrischen Linien hervor, deren Dar- 
stellung in einem Buche wie das vorliegende nicht fehlen sollte. — An $ 12, 
wo die Formel für sin («+ ß) entwickelt wird, wollen wir schliesslich noch 
die Bemerkung knüpfen, dass man die Herleitung allgemein geltender For- 
meln füglich wohl auch in die Elemente der Goniometrie verweisen kann, 
zumal diese mit so wenig Schwierigkeiten verbunden, wie gerade hier. Am 
besten nimmt man hierzu die Formel 


CH & 
cos@ + cosß = 2cos zz cos In 








zum Ausgangspunkt. 

Wenn Referent an einem Schulbuche, von dem das Erscheinen mehre- 
rer Auflagen beweist, dass es seinem Zwecke als Leitfaden für den mathe- 
matischen Unterricht an Gymnasien entsprechend befunden worden ist, die 
obigen Ausstellungen nicht hat unterdrücken wollen, hat er damit lediglich 
im Interesse der Sache zu handeln gemeint und er würde sich freuen, wenn 
sein Referat in diesem Sinne auch von dem verdienstvollen Verfasser dieses 
Leitfadens aufgefasst würde, eventuell bei einer folgenden Auflage des 
einen oder andern Theils einige Berücksichtigung erführe. 


Dresden. Dr. RupoLr Horrmann. 


Die Physik, für den Schulunterricht bearbeitet von ALBERT TRAPPE, Ober- 
lehrer an der Realschule zu Breslau. Zweite, wesentlich verbesserte 
und bereicherte Auflage. Mit 205 in den Text gedruckten Abbil- 
dungen. Breslau, Verlag von Ferdinand Hirt, 1858. 8. 246 8. 

Die Verlagshandlung von Ferdinand Hirt in Breslau hat schon eine 
Reihe von Jahren der naturwissenschaftlichen Schulliteratur ihre Sorge ge- 
widmet und ist bemüht gewesen für eine den Forderungen der Gegenwart 
entsprechende Vertretung der Naturwissenschaften mitzuwirken. Die Vor- 
züge ihrer Unternehmungen sucht sie in dem inneren Gehalte, der prak- 
tischen Brauchbarkeit, der vorzüglichen Ausstattung und dem überaus wohl- 
feilen Preise. Was namentlich die naturgeschichtlichen Bücher anlangt, so 
hat sie kein Opfer gescheut, der Anschauung durch naturgetreue künstlerisch 
ausgeführte Abbildungen zu Hilfe zu kommen. 

Die vorliegende Physik von Trappe bildet einen Theil. dieser Schul- 
bibliothek. Sie macht keinen Anspruch auf den Namen eines Lehrbuches 
der Physik; sie ist nicht für den Selbstunterricht, sondern lediglich für den 
„Schulunterricht geschrieben, und setzt einen Lehrer voraus, der des von 
ihm vorzutragenden Gegenstandes mächtig ist und, wie der Herr Verfasser 
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selbst bemerkt, seine Kenntnisse nicht erst aus dem Schulbuche zu schö- 
pfen braucht. 

Ueber den Zweck und den Gebrauch des Buches spricht sich der Herr 
Verfasser in der Vorrede aus. Das Buch soll dem Schüler zunächst das 
Ausarbeiten eines vollständigen Heftes ersparen; er soll nicht daraus lernen, 
sondern das Gelernte danach repetiren. Uebrigens enthält das Buch reich- 
lichen Stoff, an welchem der Schüler unter Anleitung des Lehrers seine 
Kräfte üben kann. Der Menge des Stoffes nach, welche in dem Buche ver- 
arbeitet ist, kann es auch auf Anstalten benutzt werden, die dem physika- 
lischen Unterrichte mehr Zeit widmen als das Gymnasium oder bisweilen 
auch die Realschule. Da überall die Anwendung der physikalischen Gesetze 
auf das praktische Leben berücksichtigt wird, so dürfte das Buch sich viel- 
leicht auch auf Gewerbschulen als brauchbar erweisen, welche der Herr 
Verfasser bei Abfassung desselben allerdings zunächst nicht im Auge gehabt 
hat. Dem Zweck des Buches entsprechend, welches stets die Mitwirkung 
des Lehrers beim Unterricht voraussetzt, ist bei den Abbildungen der In- 
strumente alles Unwesentliche weggelassen und nur das Princip derselben 
dargestellt, welches der Schüler sich ja zunächst einprägen soll. Der Ge- 
sichtspunkt des Herrn Verfassers ist hierbei jedenfalls der richtige, denn 
Abbildungen von Instrumenten, wie sie meistens nur grosse physikalische 
Cabinete anschaffen können, lenken die Aufmerksamkeit des Schülers zu 
leicht von dem Wesentlichen ab und haben jedenfalls dann keine Bedeutung 
für ihn, sobald der Lehrer nicht mit ähnlichen Apparaten experimentiren 
kann. Dies wird aber wohl immer der Fall sein, denn ein und dasselbe In- 
strument hat in den verschiedenen Uabineten ein verschiedenes Aussehen. 

Der Inhalt des Buches ist in folgende sechs Abschnitte vertheilt: T. 
Eigenschaften der Materie und Wirkungen der Massentheilchen auf einander; 
. II. Ruhe und Bewegung der Körper; III. der Schall; IV. das Licht; V. die 
Wärme; VI. Magnetismus, Blectrieität, ae Dass der zweite Ab- 
schnitt, welcher von den Gleichgewichts- und Bewegungsgesetzen der festen, 
flüssigen und luftförmigen Körper handelt, den andern Abschnitten gegen- 
über mit grösserer Ausführlichkeit bearbeitet ist, kann der Referent nur 
passend finden. Besonders verdient hervorgehoben zu werden, dass der Er- 
läuterung der so wichtigen Begriffe der mechanischen Arbeit und der leben- 
digen Kraft einige Seiten gewidmet sind. 

Nach der Einsicht, welche der Referent in die Physik von Trap ge- 
nommen hat, kann er das Buch mit vollem Rechte der Beachtung der Schul- 
männer anempfehlen. Der billige Preis von 25 Silbergroschen, für Schul 
bücher ein nicht unwichtiges Moment, mag zum Schluss noch besonders 
hervorgehoben werden. | 

Dresden. Dr. Rupour Horrmann. 
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Lehrbuch der $Stereometrie zum Gebrauche an höheren Lehranstalten und 
beim Selbststudium von Caru Srprrz, Lehrer an der polytech- 
nischen Schule in Carlsruhe. Mit 101 in den Text gedruckten Fi- 
guren. Leipzig und’ Heidelberg. C. F. Winter’sche Verlagshandlung. 
1858. 8. 132 8. 

Dieses Lehrbuch stimmt in Hinsicht der Art der Behandlung, sowie in 
Betreff der Reichhaltigkeit des zur Untersuchung gezogenen Materials mit 
des Verfassers Lehrbuch der ebenen Geometrie überein, das im zweiten 
Jahrgange dieser Zeitschrift besprochen worden ist. Der erste Abschnitt, 
S. 1— 50, handelt von der Verbindung der geraden Linien und Ebenen im 
Raume. Analog den Sätzen der ebenen Geometrie findet man hier, und 
zwar vollständiger als es in vielen Lehrbüchern der Stereometrie der Fall 
ist, die Sätze über den Parallelismus stereoumetrischer Gebilde und über die 
Keile. Der zweite Abschnitt, $. 51 —-73, enthält in ziemlicher Ausführlich- 
keit die Lehre von den Ecken und berücksichtigt namentlich auch die Con- 
gruenz und Symmetrie derselben. In $. 65 und 72 wird die Bestimmung der 
Grösse einer dreikantigen und einer n kantigen Ecke durch ihre Winkel 
gegeben und darauf in $. 75, wie bei Legendre, der Beweis des Euler’schen 
Satzes gegründet. Der dritte Abschnitt, $. 74— 128, umfasst die Lehre 
von den geometrischen Körpern und zwar in $. 74—107 die Lehre von 
den eckigen Körpern oder Polyedern und in $. 108— 128 die Lehre 
von den runden Körpern (Kegel, Cylinder, Kugel). Von dem an der Spitze 
des Abschnitts befindlichen Euler’schen Satze ist ausser dem Legendre’schen 
Beweise noch ein anderer, so viel uns bekannt von J. H. T. Müller her- 
rührender, Beweis;gegeben. An die Betrachtungen über die Polyeder im 
Allgemeinen schliesst sich die Betrachtung der regelmässigen Polyeder und 
an diese die Lehre von den unregelmässigen Polyedern. Letztere umfasst 
die Entstehung und Benennung der unregelmässigen Polyeder (Pyramide, 
Prisma, Obelisk), die Eigenschaften derselben und ihre Congruenz und Aehn- 
lichkeit. In gleicher Weise folgt in der Lehre von den runden Körpern auf 
deren Entstehung und Benennung die Entwickelung ihrer Eigenschaften 
und die Betrachtung ihrer Congruenz und Aehnlichkeit. Die Entstehungs- 
weise der regulären Polyeder durch Abgrenzung regelmässiger, um einen 
Punkt, als gemeinschaftlichen Scheitel, herumliegender Ecken, sowie die 
der übrigen Polyeder durch "Abgrenzung der betreffenden, durch ent- 
sprechende Bewegung einer Geraden erzeugten halbbegrenzten Räume ist 
mit Recht den übrigen Darstellungsweisen vorgezogen worden. — Die Aus- 
führlichkeit, mit welcher die Lehre von der Congruenz und Aehnlichkeit, von 
der symmetrischen Gleichheit und Symmetrie, sowie von der Gleichheit der 
Polyeder überhaupt behandelt ist, darf als ein besonderer Vorzug dieses 
Buches hervorgehoben werden. Der vierte und letzte Abschnitt enthält die 
Bereehnung der Körper (Bereehnung des Prisma, der Pyramide, des schief 
abgeschnittenen dreiseitigen Prisma, des Obelisken; Verhältniss der ähn- 
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lichen Polyeder; Berechnung des Cylinders, des Kegels und der Kugel). 
Jedem Abschnitte ist eine reichhaltige Sammlung von Uebungsaufgaben bei- 
gefügt, welche theils in zu beweisenden Lehrsätzen, theils in Aufgaben zu 
Constructionen und Körperberechnungen bestehen. Die Auflösungen zu 
diesen Aufgaben, mit Andeutungen sie zu finden, sind in einem besonderen 
Schriftehen unter dem Titel: „Anhang zu dem Lehrbuch der Stereometrie_ 
von Carl Spitz‘ erschienen. 

Die Reichhaltigkeit des Inhalts, die knappe und fassliche Darstellung 
machen das vorliegende Buch zu einer schr empfehlungswerthen Erschei- 
nung. Ob für ein Lehrbuch der Stereometrie zum Gebrauch an höheren 
J,ehranstalten und beim Selbststudium, das Gebiet der Stereometrie nicht 
füglich etwas weiter auszudehnen wäre, so dass die Kegelschnitte und die 
Lehre von den Projecetionen noch innerhalb desselben fielen, wollen wir hier 
nicht entscheiden, die Frage aber immerhin der Beachtung empfehlen. 

Die äussere Ausstattung des Buches lässt wenig zu wünschen übrig. 
Unter mehreren Druckfehlern machen wir nur auf folgende aufmerksam: 


Seite 54, Zeile 19 von oben muss es heissen 4R — 5 4ER — etc. und 
Zeile 4: 4R=2 ER —2KR-+2FR. 
Dresden. Dr. Rupour Horrmann. 
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Literaturzeitung. 


Recensionen. 


Die Vibrationstheorie der Elektrieität des Professor Rozıpa in Klagenfurt. 

P. Karl Robida, Professor am K.K. Gymnasium zu Klagenfurt, hat im 
Jahre 1857 eine Vibrationstheorie der Elektrieität veröffentlicht, 
zu welcher ein anderes 1858 unter dem Titel Magnetismus erschienenes 
Schriftehen *) die Fortsetzung und den Schluss bildet. In der „Vibrations- 
theorie der Elektrieität“ beschäftigt sich Robida ausschliesslich mit der 
Mikroelektrieität, indem er nach der Darstellung und Begründung seiner 
Vibrationstheorie dieselbe auf die wichtigsten elektrischen Erscheinungen 
(im Kleinen) anwendet; im „Magnetismus“ dagegen passt er dieselbe Vibra- 
tionstheorie den kosmisch - elektrischen Erscheinungen an und modifieirt 
dieselbe dann für den Magnetismus und für die Erklärung der magnetischen 
Erscheinungen. Beide Schriftehen sollen hier einer Besprechung unter- 
worfen werden, und zwar sollen nieht minder die Mängel, als die Vorzüge 
der in ihnen enthaltenen "Theorie hervorgehoben werden, denn nur so kann 
die Besprechung dem gemeinsamen Zwecke förderlich werden. 


4. Begründung der Vibrationstheorie, (Vibrationsth, $$. 1 — 7.) 


Nachdem Robida in der Einleitung ganz kurz auf die Schwächen der 
Fluidumstheorie hingedeutet hat, gibt er eine Definition der Elektriecität, 
welche (mit Berücksichtigung der auf S. 59 des „Magnetismus“ folgenden 
Berichtigung) so lautet: „Die Elektrieität beruht auf Longitudinalschwing- 
ungen der Theilchen eines elektrischen Körpers, aus welchen Longitudinal- 
wellen entstehen, die als positiv elektrische, mit verdichtetem Vordertheile 
als negativ elektrische mit verdünntem Vordertheile in der Fortpflanzungs- 
richtung der entsprechenden Rlektrieität fortschreiten.“ Der directe Be- 
weis (SS. 1 und 2) dafür ist in 3 Theile getheilt: 

1.. Die Elektricität beruht auf Schwingungen. 

a) „Streicht man die angeschraubte (fixe) Zinkplatte des Fechner’schen 
Blektroskops (mit Condensator) mit dem Violinbogen, so schlägt das Gold- 
plättchen aus; entstand dabei ein Ton, so zeigte die mit Sand bestreute 

*) Beide Druck von Leon in Klagenfurt. 

. Literaturztg. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. IV. l 
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“ Zinkplatte eine Astrahlige, die Kupferplatte eine 6strahlige Klangfigur. 
Wurde die Platte während des Streichens mit dem Finger berührt, so gab 
sie keinen Ausschlag des Goldplättchens.‘ 

b) „Jenachdem man in einer auf der Plattenebene senkrechten Ebene, 
oder an der Peripherie der Platte parallel zur Peripherie streicht, hat das 
Goldplättchen die eine oder die andere Elektrieität.“ 

c) „Wenn die auf der fixen Zinkplatte liegende Kupferplatte mit dem 
Violinbogen angestrichen wird, so schlägt das Goldplättchen aus; wenn man 
aber die isolirt gehaltene Kupferplatte, oder diese und die fixe Zinkplatte 
mit dem Violinbogen in Schwingungen versetzt, und dann die Kupferplatte 
auf die Zinkplatte legt, so stellt sich das Goldplättehen in die Mittellinie, 
obwohl Zink und Kupfer, wenn sie abgesondert an das Eleetroscop ange- 
schraubt, und mit dem Violinbogen gestrichen werden, die gleichnamige 
Elektrieität zeigen.“ ‚ 

d) „Eine Zinnplatte vom doppelten Durchmesser der fixen Zinkplatte 
und von verhältnissmässiger Dicke wurde am gläsernen Handgriffe einen 
Schuh hoch über der Zinkplatte so gehalten, dass beide Plattenebenen nahe 
parallel standen, und mit dem Violinbogen in Schwingungen versetzt. Das 
Goldplättchen zeigte sich elektrisch und zwar stärker elektrisch bei grösse- 
rer Annäherung der Platten, blieb elektrisch beim Auflegen der Zinnplatte auf 
die fixe Zinkplatte, sogar noch nach erfolgter Berührung mit dem Finger.‘ 

e) „Wenn man die mit dem Violinbogen angestrichene Metallplatte des 
Elektroskops mit dem Finger berührt, so kehrt das Goldplättchen sogleich 
in die Mittellinie zurück. Der Ausschlag des Goldplättchens vermindert 
sich auch, wenn man das Glasröhrchen, welches den messingenen Gold- 
plättchenträger umschliesst, mit dem Finger berührt, und somit die Schwing- 
ungen des Glasröhrchens dämpft.‘ 

f) „Beim Condensator divergiren ebenfalls die Goldplättchen, wenn 
man die Collectorplatte, oder die daraufliegende Condensatorplatte mit dem 
Violinbogen in Schwingungen versetzt.“ 

Mit welchem Rechte nennt Robida dies einen direeten Beweis*) da- 
für, dass die Elektricität auf Schwingungen beruht? Die unter d) und e) 
aufgeführten Fälle der Influenz und Ableitung durch Mittheilung haben für 
den zu beweisenden Satz keine Beweiskraft, und die andern Versuche be- 
weisen nur, dass da, wo man durch Streichen (tönende oder nicht tönende) 


*) Direct wäre der Beweis zu nennen, wenn Robida das Vorhandensein von 
Schwingungen da nachwiese, wo, beim Ausschluss aller anderen Ursachen von Schwing- 
ungen, Elektrieität auftritt Eine Gelegenheit dazu böte vielleicht das Entstehen von 
Tönen in einem vom Strom durehströmten Leiter, oder die elektrischen Lichterschein- 
ungen, ja vielleicht selbst die mechanischen Wirkungen der Elektrieität. So z.B. sagt 
Robida (Vibr. Th. S.29): ‚Alle mechanischen Wirkungen der Elektrieität deuten auf 
eine schwingende Bewegung der Leitertheilchen. An Isolatoren, deren Theilchen sich 
schwer in elektrische Schwingungen versetzen lassen, sind diese Wirkungen beson- 
ders auffallend. Die durch ein Glas dringende Elektrieität versetzt dieses in solche 
Schwingungen, wie jede andere gleichartige Störung des molekularen Gleichgewichts. 


m 
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Schwingungen erregt, Elektrieität auftritt. Das Streichen ist jedoch nicht 
das einzige Mittel, um Schwingungen zu erregen; der Beweis ist daher zu- 
nächst in dieser Hinsicht wenigstens nicht vollständig. Daraus ferner, dass 
gleichzeitig mit den durch das Streichen hervorgerufenen Schwingungen 
Blektrieität auftritt, folgt noch nicht ohne weiteres, dass die Eiektrieität 
selbst auf Sehwingungen beruht. Wir könnten es dann zwar gelten fassen, 
wenn Robida (Vibr. Th. 8. 13) sagt: die elektrischen Wellen entstehen 
aus Longitudinalschwingungen, doch verlangen wir gewiss mit Recht erst 
noch den Beweis, wenn Robida damit sagen wollte: die electrischen Wellen 
bestehen aus Longitudinalschwingungen.. Und selbst dann, wenn bestehen 
mit entstehen gleichbedeutend wäre, hätte Robida den Beweis eben nur für 
die Reibungselektricität geführt, und es müsste wenigstens noch nachge. 
wiesen werden, dass die Elektricität aller übrigen Quellen sich in dieser 
Beziehung nicht von der Reibungselektricität unterscheidet. Robida sagt 
in seinem Beweise davon kein Wort; dieser Theil des Beweises ist daher 
keineswegs vollständig oder ausreichend. 

2. Das Schwingungssubstrat sind die Theilchen elektri- 
scher Körper. 

a) „Dieses ergiebt sich schon aus 1., denn die Störung des molekularen 
Gleichgewichts versetzt die Körpertheilchen in Schwingungen. Die eine 
Klasse der Schwingungen ist die Quelle des Schalls; eine andere Klasse 
derselben ist die Quelle der Elektrieität, für welche letztere keine nähere 
Ursache als die Theilchenschwingungen vorliegt. Die bei den angeführten 
Versuchen stattfindende Reibung ist wohl die Ursache der Schwingungen, 
aber keineswegs die letzte Ursache der Elektrieitätserscheinung, welche 
Behauptung der Versuch unter 1.5) ausser Zweifel setzt.‘ 

b) „In eine 1Zoll weite, 1 Schuh lange Glasröhre streute ich vom ofie- 
nen Ende an bis nahe zur Mitte Lycopodiumsamen, fasste das geschlossene 
Ende mit der linken Hand, und führte mit der rechten gegen das offene 
Ende der Röhre das amalgamirte Leder. Lycopodiumtheilchen bewegten 
sich springend gegen das offene Ende, und viele flogen aus der Röhre 
hinaus. Berührte ich nun das offene Ende mit der Hand, so bewegten sich 
Lycopodiumtheilchen rückwärts gegen die Mitte der Röhre.“ 

c) „Aus angestellten Versuchen darf man nach Riess schliessen, dass 
ein elektrischer Körper in einem luftleeren (absolut leeren) Raume seine 
Elektrieität für immer behalten würde.‘‘ 

Auch dieser Theil des Beweises ist nicht bindend. In «) liegt eben 
nur der Nachweis dafür, dass einKörper, dessen Theilchen in Schwingungen 
versetzt wurden, elektrisch wurde; und wir wiederholen, dass damit noch 
nicht unbedingt gesagt ist, dass dasElektrischsein selbst im Schwingen der 
Körpertheilchen beruhe, wenn schon es durch das Schwingen derselben her- 
vorgerufen wurde. Ursache und Wesen einer Sache darf man nicht mit 


einander verwechseln. Wenn jedoch die Reibung die Ursache der Schwing- 
s 4 % 
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ungen ist, und wenn eben diese Schwingungen Electrieität sind, so ist auch 
die Reibung die Ursache der Elektrieität. Zugegeben nun, dass überhaupt 
die Elektrieität auf Schwingungen beruht, warum müssen es gerade und 
allein Schwingungen der Körpertheilchen sein? In 5) und ec) liegt wohl 
kaum die Antwort auf diese Frage. Während wir bisher nur gegen die 
Form des Beweises, nicht gegen das Bewiesene selbst sprachen, möchten 
wir hier mit dem Beweise zugleich auch die zu beweisende Behauptung zu- 
rückweisen, in Erinnerung der guten Dienste, welche uns die Annahme 
leistete *), dass die elektrischen Schwingungen aus Schwingungen der Kör- 
pertheilchen und aus Schwingungen der Aethertheilchen gemischt seien**). 
Ohne Schwierigkeit haben wir aus dieser Annahme bereits eine Erklärung 
für die unter ce) aufgeführte Erscheinung entwickelt, während Robida bei 
der Annahme bloser Körperschwingungen schwerlich eine genügende Er- 
klärung für das Ueberspringen des Funkens durch einen leeren Raum und 
für die vertheilende Wirkung elektrischer und magnetischer Körper auf 
andere Körper wird geben können, von denen sie durch einen leeren Raum 
getrennt sind. Robida leugnet zwar die Möglichkeit eines leeren Raums 
(Vibr. Th. $S. 2, 2) und hält jedes Vacuum für erfüllt mit losgerissenen 
kleinsten Theilchen der Materie. Wenn man aber an Stelle der letzteren den 
überall verbreiteten, höchst elastischen und unwägbar feinen Aether setzt - 
und annimmt, dass der Aether sich nach aussen nicht elektrisch zeige, so lange 
er allein (ohne die materiellen Körpertheilchen) in elektrischen Schwing- 
ungen begriffen ist, so hat man in ihm ein bloses Fortpflanzungs- und Ueber- 
tragungsmittel für die elektrischen Schwingungen, einen natürlichen Unter- 
schied zwischen Leitung und Strahlung, zwischen Leitern und Nichtleitern. 

3. Die Schwingungsrichtung der Theilchen elektrischer 
Körperisteinelongitudinalein der Fortpflanzungsrichtung 
der Elektricität und Wellen mit verdichtetem Vordertheile 
(mit dem Berge voraus) geben positive, Wellen mit verdünntem 
Vordertheile (mit dem Thale voraus) geben negative Elektri- 
cität.***) 

 Robida führt den Beweis gesondert für Metalle, Holz, Glas und elektro- 

negative Körper: hl 

a) „Ein 1 Schuh langer, geschmiedeter, ungefeilter Eisenstab (nicht 
Draht, dessen Theilchen durch den Zug in krumme Lagen gerückt worden 
sind) von der Dicke der messingenen Fassung des Goldplättchenträgers im 
Elektroskope wurde an diesen Träger angeschraubt und mit dem Violin- 
bogen vom obern Ende gegen das untere, oder vom untern Ende gegen das 
obere gestrichen. Um reine Longitudinalschwingungen der "Theil- 


*) Vergl. S. 132 ff. des IV. Jahrg. dies. Zeitschrift. 

**) Auch Spiller, Phantom der Imponderabilien, S. 11, stellt eine ähnliche An- 
sicht auf. 

##*) Spiller, Phantom, S. 46, statuirt keine Verdiehtungen und Verdünnungen. 
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chen des Stabes zu erhalten, muss der Violinbogen mit der Längenrichtung 
des Stabes einen spitzen Winkel bilden, und dieser Winkel sowie die Streich- 
stelle des Violinbogens muss während des Striches beibehalten werden. Ueb- 
rigens wird der Strich kurz und leicht geführt. Die durch den Violinbogen 
erregten Schwingungen des Eisenstabes werden vor Beginn des Gegen- 
striches mit der den Stab berührenden Hand unterdrückt. Wenn man die 
Versuche mit Beobachtung dieser Vorsichten anstellt, so gelingen sie sicher, 
und dasGoldplättchen zeigt beim Abwärtsstreichen positive, beim Aufwärts- 
streichen negative Elektrieität.‘ 

„Diesen Versuch betrachte ich zur Begründung meiner ausgesproche- 
nen Behauptung als den fundamentalen, weil die dabei erregten Wellen im 
Metalle bleiben, und bei den Reflexionen an den beiden Metallenden keine 
Umkehrung der Wellenform erleiden. -Denn beim Uebergange der Welle 
aus Metall in Luft, nämlich aus einem für elektrische Wellen geeigneteren 
in ein minder geeignetes Medium wird der Wellenberg als Berg, das Thal 
als Thal reflectirt.‘ 

b) „Ein Holzstab, welcher zu akustischen Versuchen bestimmt ist, 
wurde an den messingenen Träger des Goldplättchens angeschraubt und mit 
dem Violinbogen auf gleiche Art und mit gleicher Vorsicht gestrichen. Bei 
abwärts gerichteten Strichen zeigte das Goldblättehen positive, bei auf- 
wärts gerichteten Strichen negative Elektrieität. Der Schwingungsvorgang 
im Holzstabe ist jedoch compliecirter, als jener im Eisenstabe, weil das Holz 
zur Fortpflanzung elektrischer Wellen minder geeignet ist, als der messin- 
gene Träger des Goldplättchens. Daher wird die aus dem Holz in das Me- 
tall übergehende Welle*) an der Uebergangsgrenze mit Umkehrung ihrer 
Wellenhälften reflectirt. Beim aufwärts geführten Striche bleibt die aus 
der Interferenz der reflectirten (verdichteten, +) und der directen (ver- 
dünnten, —) Wellen resultirende Welle vorherrschend im Sinne der in- 
tensiveren direeten, und das Goldplättchen zeigt negative Elektriecität; beim 
abwärts geführten Striche dagegen, welcher den interferirenden Wellen 
einen grösseren Spielraum gestattet, bekommt die resultirende Welle leicht 
die Form der reflectirten (verdünnten, —), und das Goldplättchen zeigt 
wieder negative Elektricität, sobald der abwärts geführte Strich 
nicht reine Longitudinalschwingungen geweckt hat. Man sichert sich das 
Gelingen des Abwärtsstriches, wenn man auch diesen am untern Ende des 
Holzstabes führt.‘ 

Den Versuch «) bezeichnet also Robida selbst als den fundamentalen, 
den entscheidenden. Aber was entscheidet er? Robida sagt Vibr. Th. 8.5: 
„bei den Versuchen mit Metall und Holz habe ich mich des Violinbogens 
als Schwingungserreger vorzugsweise bedient, weil seine Anwendung am 
leichtesten modifieirt wird, und weil man damit die störenden T'ransversal- 


*) Nicht auch beim Uebergange aus Eisen in Messing, da der Leitungswider- 
stand im Eisen sich zu dem im Messing etwa verhält wie 2:1? 
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und Rotationsschwingungen eines an dem Ende befestigten Stabes am 
sichersten vermeidet,‘ und bemerkt 8. 12 ganz richtig; „Der angeführte 
Versuch mit dem Eisenstabe, welcher noch instructiver ausfallen wird, wenn 
man jedes Ende eines gebogenen Eisen- oder Kupferstabes an ein Fechner- 
sches Elektroskop anschraubt, was mir wegen Mangel eines zweiten Elek- 
troskops unthunlich war, zeigt deutlich, dass das Goldplättehen beim Ein- 
tritte der verdünnten longitudinalen Welle negativ elektrisch, und beim 
Eintritte der verdichteten longitudinalen Welle positiv elektrisch wird.“ 
Diess, aber auch nicht mehr beweist dieser Versuch. Robida erzeugte ab- 
sichtlich blos longitudinale Schwingungen und fand dabei die mitgetheilten 
Resultate; dass er dann abgesondert in Holz und Metall auch transversale 
Schwingungen, auch Rotationsschwingungen erzeugt und dabei andere oder 
gar keine Resultate erhalten habe, davon sagt er nichts, ebensowenig wider- 
legt er a priori, dass bei den beiden letzteren Schwingungsarten Elektriei- 
tät auftreten könne, worauf doch der Versuch 1.5) hindeutet. Wohl aber 
nennt Robida die Transversal- und Rotationsschwingungen störend und 
schreibt es ihrer Gegenwart zu, wenn der Holzstab auch abwärts gestrichen 
negativ elektrisch wird. Entscheidend scheint übrigens zwar das Auftreten 
der positiven Elektrieität beim Abwärtsstriche und der negativen beim Auf- 
wärtsstriche. Indessen es ist der Versuch nicht bestimmt und ausführlich 
genug beschrieben; es ist blos die Richtung des Striches mit dem Violin- 
bogen abwärts oder aufwärts angegeben; ob aber die Haltung des Bogens 
bei beiden Strichen dieselbe war, ob z. B. der Griff des Bogens dem fest- 
seschraubten Ende des Holz- oder Eisenstabes beide Male zugewendet, 
oder beide Male abgewandt war, ist nicht gesagt. Das aber ist gerade bei 
der verschiedenen Structur des Rosshaares in der Richtung gegen seine 
Wurzel und gegen seine Spitze von wesentlichem Gewichte, da bekanntlich 
bei der Reibungselektrieität das Vorzeichen von dem Unterschiede in der 
Structur, Faserrichtung u. s. w. abhängig ist. Dadurch könnte es selbst be- 
dingt sein, dass Holz- und Eisenstab gleiche Resultate lieferten, so lange 
reine Longitudinalschwingungen geweckt wurden. Die Betrachtung des 
„eomplicirten“ Schwingungsvorganges im Holzstabe hätte Robida füg- 
lich ganz aus dem Spiele lassen sollen; denn er erkennt ja nicht am Holz- 
stabe, sondern an dem Goldplättehen das Vorzeichen der Elektrieität, hat 
es also nur mit den aus dem Holze ins Metall übergegangenen Wellen zu 
thun, und wenn auf diese der complicirte Vorgang im Holzstabe von Ein- 
fluss ist, so wäre es klug, die Beobachtung abzuschliessen, bevor noch der 
eomplicirte Vorgang Einfluss gewann. Wie aber bei aufwärts geführten 
Strichen die direete Welle kräftiger ist, als die reflectirte, so sollte es doch’ 
wohl auch bei abwärts geführten Strichen sein? Warum und wie sollen die 
letzteren den interferirenden Wellen einen grösseren Spielraum gestatten ? 
Mahnt nicht etwa der versteckte Einfluss anderer, als longitudinaler 
Schwingungen zur Vorsicht und zu fortgesetztem Studium ? 
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Die beiden Versuche beweisen also weder, dass die Elektrieität blos 
auslongitudinalen Schwingungen entsteht, noch, dass Wellen mit 
verdichtetem -Vordertheile positive, Wellen mit verdünntem Vordertheile 
negative Klektricität geben, am allerwenigsten aber, dass die positive und 
negative Elektrieität aus solchen Schwingungen und Wellen besteht. 

C) „Wenn man gewöhnliches Glas mit amalgamirtem Leder, mit Seide 
oder Katzenfell reibt und dem Elektroskope nähert oder mit dessen mes- 
singenem Träger des Goldplättchens in Berührung bringt, so zeigt sich das 
Goldplättchen positiv elektrisch; wenn man aber das elektrische Glas vom 
Elektroskope entfernt, so zeigt das Goldplättchen negative Elektricität. (In- 
fluenz z. Th.) Wenn man aber eine Glas-Platte, Röhre oder einen Glas- 
stab mit der kleineren Fläche auf den messingenen Träger des Goldplätt- 
chens aufstellt, das freie Ende mit der Hand hält, und zwischen Träger 
und Hand mit amalgamirtem Leder, mit Seide, Katzenfell oder Violinbogen 
in Längenschwingungen versetzt: so zeigt das Goldplättehen positive Elek- 
trieität, mag der Reiber auf- oder abwärts geführt werden. Bei mattge- 
schliffenem Glase dagegen erscheint nur beim Reiben mit amalgamirtem 
Leder positive, sonst negative Elektricität im Goldplättchen.“ 

Um diese Resultate mit jenen beim Eisenstabe in Uebereinstimmung 
zu bringen, geht Robida wieder auf die im Glase stattfindenden Reflexionen 
und Welleninterferenzen ein und stützt die noch complicirtere Erklär- 
ung auf die Voraussetzung, „dass das gewöhnliche Glas nur verdichtete 
Wellen als wirksam fortpflanzt,‘‘ deren Richtigkeit sich zum Theil daraus 
ergeben soll, „dass eine Glasröhre, welche man durch Reibung in starke 
Longitudinalschwingungen versetzt, in Trümmer geht.‘‘ Diese durchaus 
nicht gerechtfertigte*) Voraussetzung macht die vorhergehende verwickelte 
Erklärung noch verdächtiger und da Robida schon gefunden hat, dass ge- 
wöhnliches Glas bei einzelnen Strichen (aufwärts oder abwärts) blos posi- 
tive Elektrieität giebt**), und gleich darauf sagt, dass beim mattgeschliffe- 
nen Glase die Natur der geweckten Elektrieität von dem Reiber abhängt: 
so hätte er wohl eher noch der reibenden und der geriebenen Substanz 
einen Einfluss im Momente des Entstehens der Welle beilegen dürfen, nicht 
aber dem geriebenen Körper verdünnte oder verdichtete Wellen als bei 
der Interferenz vorwiegend octroiren sollen, jenachdem er die einen oder 
die andern behufs einer gekünstelten Erklärnng des Auftretens der positi- 
ven oder der negativen Elektrieität braucht. Während nämlich das ge- 
wöhnliche Glas nur verdichtete Wellen (positive Elektrieität) als wirksam 
- fortpflanzt, und die ursprünglich erregten, aber aus dem eben genannten 


*) Elasticitätsgesetze! Esist nicht abzusehen, warum das gewöhnliche Glas 
sich lieber erst verdichten und dann verdünnen, und das mattgeschliffene Glas sich 
lieber erst verdünnen und dann verdichten lassen sollte. Robida nennt in $. 2 als 
Ursache davon „die starke Spannung der Theilchen im molekularen Gleichgewichte.‘ 

**) Warum reibt R. das gewöhnliche Glas nicht auch mit Körpern, die es nega- 
tiv elektrisch machen? 
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Grunde nur schwachen verdünnten Wellen erst nach ihrer bei der Reflexion 
erfolgenden Umwandlung in verdichtete Wellen kräftiger und ordentlich 
wirksam werden, soll das amalgamirte Leder die Glastheilchen’'in intensivere 
Schwingungen versetzen und so auch im mattgeschliffenen Glase die dem 
gewöhnlichen Glase eigenthümlichen Schwingungen *), die andern Reiber 
aber vorzugsweise die der matten Glasoberfläche eigenen Wellen (negative 
Elektricität) wecken. Die Schlussbemerkung über die Erscheinungen am 
Glas bekräftigt nur unser Urtheil; sie lautet: „beizusammenhängen- 
dentransversalen Gegenstrichen (d.h. aufwärts und abwärts in wech- 
selnder unmittelbarer Aufeinanderfolge) ist die Wirkung der eben beschrie- 
benen (bei zusammenhängenden longitudinalen Gegenstrichen) ganz 
gleich, was ebenfalls für die Eigenthümlichkeit des Glases nur gewisser Art 
Schwingungen als wirksame fortzupflanzen spricht. Bei wie immer gerich- 
teten Strichen über der das Glas haltenden Hand zeigt das Goöldplättchen 
keine Einwirkung, weil die erregten Wellen von der Hand nach oben re- 
fleetirt werden.“ 

d) „Ganz ähnlich urtheilen wir über die von Robida angeführten Er- 
scheinungen bei „sogenannten negativ-elektrischen Körpern“ 
als Harzstab (d. i. ein mit einer Harzlösung überstrichener Glasstab), Schel- 
lack, Siegellack, Harzkuchen, Schwefel.“ Das Resultat dieser letzteren 
Versuche fasst Robida in folgende Worte zusammen: „Daraus ist ersicht- 
lich, dass das amalgamirte Leder und der Violinbogen im Harzstabe eine 
ähnliche Wirkung hervorbringt, wie das amalgamirte Leder im mattge- 
schliffenen Glase (d. h. positive Elektricität sowohl beim Auf- als beim Ab- 
wärtsstriche); dass beim Schwefel mit verdünnten Wellen das Auftreten der 
negativen Elektrieität, mit verdichteten Wellen das Auftreten positiver 
Elektricität manchmal zusammenfällt; Endlich dass beim Gebrauche der 
Seide oder des Katzenfells alle genannten Körper die ihnen eigenthümli- 
chen, verdünnten Wellen vorzugsweise bemerken lassen (natürlich eben- 
falls als Folge der Interferenz). Bei zusammenhängenden Gegenstrichen 
zeigt nur die Harzstange beim Gebrauche des amalgamirten Leders oder 
des Violinbogens als Wirkung des Aufwärtsstriches positive, beim Ge- 
brauche des amalgamirten Leders oder des Katzenfells zeigen alle beim 
Aufwärtsstriche negative Elektricität im Goldplättchen; beim Abwärts- 
striche kehrt das Goldplättchen in allen Fällen zur Mittellinie zurück und 
zeigt nach Entfernung des Reibers jene Elektricität, welche beim Aufwärts- 
striche beobachtet worden ist.“ 


*) Diess steht im .Widerspruch mit Vibr. Th. S. 13: ‚Nach Coulomb wird von 
zwei an einander geriebenen Flächen diejenige leicht positiv, deren integrirende 
Theilchen die kleinste Bewegung um ihre Gleichgewichtslage machen. Dagegen wird 
diejenige Fläche leicht negativ, deren Theile durch die Rauheit der andern Fläche, 
oder aus ciner andern Ursache weiter von einander entfernt werden. Fechner rieb 
frische Hölzer an einander und kam zum allgemeinen Resultate, dass die dichteren, 
schwereren Holzarten mit leichteren gerieben negativ elektrisch werden.‘ 
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Der Beweis von Robida ist also kein direeter Beweis und als Inducti- 
onsbeweis ist er nicht erschöpfend; dass Robida die willkürliche und un- 
klare Voraussetzung, auf welche sich der dritte Theil des Beweises stützt, 
beibehält, ist um so unbegreiflicher, weil er im Verlauf seiner Abhandlung 
mehrere T’hatsachen aufführt, die deutlich gegen Longitudinalsch wingungen 
sprechen. Robida fühlt selbst die Unzulänglickeit seiner „wenigen“ Ver- 
suche und findet deren Fortsetzung wünschenswerth. In unparteiischer 
Anerkennung seines verdienstlichen Strebens zur Erforschung der Wahrheit 
theilen wir seine Hoffnungen auf den Erfolg fortgesetzter Versuche, wenn 
dieselben planmässig erweitert werden.”) So lange aber derartige Erfahrun- 
gen noch fehlen, scheint es räthlicher zu sein, aus Analogien zu schliessen. 

An den Beweis knüpft Robida eine „kurze Anführung der gewöhn- 
licheren Quellen der Elektrieität,‘“ nämlich der Reibungselektrieität ($. 3), 
der Berührungselektriecität (S. 4) und der Thermoelektrieität (8. 6). Sein 
Zweck dabei ist nicht deutlich ausgesprochen; doch scheint er das Ent- 
stehen der Elektrieität aus Schwingungen in diesen 3 Fällen herleiten und 
erklären zu wollen. Dass das Auftreten der Elektrieität in der Regel von 
Bewegungserscheinungen begleitet ist, lässt sich sehr leicht und weit be- 
stimmter nachweisen. Neben der Unklarheit der Darstellung giebt uns 
aber Robida hier auch ein Paar Pröbehen seines Scharfsinns und seines 
Wissens, die nicht eben Vertrauen erwecken. Vibr. Th. 8. 14 behauptet 
er, dass bei der Berührung gleichartiger Metalle Elektrieität entstehe, . 
weil bei der Trennung der beiden Metallplatten®*) Elektrieität bemerk- 
bar wird. 8. 15 meint er, dass 2 Elektromotorplatten bei zwischengelegtem 
feuchten Leiter sich gar nicht berührten, und dass da dennoch der Strom 
(doch wohl in dem die Platten verbindenden Schliessungsbogen ?!) kräfti- 
ger werde, und betrachtet flottweg bei einer galvanischen Batterie die in 
einer Zelle befindlichen Platten als ein zusammengehöriges Paar, bei wel- 
chem ‚‚die sorgfältig vermiedene Berührung der Elektromotoren durch che- 
mische Action mehr als ersetzt wird.“ Mit seiner Erklärung der Elektro- 
lyse (in $. 5 der Elektrochemie) kann Robida jetzt schon desshalb kein 
Glück mehr machen, weil er sich z.B. die Sauerstoffatome und die Wasser- 
stoffatome in den Wasseratomen als deren Bestandtheile vorhanden 
denkt, welche entgegengesetzte Schwingungen haben; und an diese An- 
sicht schliessen sich in demselben $. noch obendrein andere ungereimte 
und unbegründete Voraussetzungen, 

Das Gesetz der Fernwirkung der Elektrieität ($. 7) steht ganz ausser 
Zusammenhang; Robida giebt keine Erklärung, sondern deutet nur auf die 


. 


*) Welche Resultate erhält man z. B., wenn man Schwingungen durch Klopfen 
mit einem Hammer inder Axenrichtung eines Stabes und senkrecht dazu erzeugt u.s. w. 

*#*) Bei der Trennung tritt doch die Luft an die Stelle der einen Metallplatte. 
Voraussichtlich haben beide Platten dieselbe Elektricität. 
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Wirkung in die Ferne hin. 2 


B. Anwendung der Vibrationstheorie zur Erklärung einiger 
elektrischer Erscheinungen. (Vibr. Th. $$. 8—17.) 


S.8. Mittheilung und Vertheilung (Influenz) der Elektriecität. Mit- 
theilung erfolgt bei der Berührung eines elektrischen Körpers mit einem 
unelektrischen ; der Influenz liegt eine Wirkung aus der Ferne zu Grunde. 
Da nun Robida die elektrischen Schwingungen nur als Körperschwing- 
ungen betrachtet, so entsteht zunächst die Frage: wie hat man sich die 
Wirkung in die Ferne vorzustellen? Robida schweigt darüber. Sie kann 
jedoch keine gewöhnliche Fortpflanzung der Schwingungen sein, sondern 
unterscheidet sich von der Mittheilung dadurch, dass der zwischen dem in- 
fluenzirenden Körper liegende Nichtleiter (oder leere Raum) selbst nicht 
elektrisch wird. Ferner treten auf dem influenzirten Körper beide Elektri- 
eitäten auf; ausserhalb desselben lässt sich dafür keine Ursache finden; 
desshalb sucht sie Robida in ihm selber: er lässt die erste, von dem influen- 
zirenden in den influenzirten Körper eintretende Welle in dem letztern nur 
ein Stück vordringen, bis zu einem Theilchen %k, an welchem sie wirkungslos 
ankommt; die nachfolgenden intensiveren (?) Wellen gehen über k hinaus, 
treten bei % „gleichsam in ein elastischeres (?) Medium über als gleichnamige 
Elektricität und werden von % reflectirt als entgegengesetzte Elektrieität; 
an der Scheidegrenze X liegt der Indifferenzgürtel.‘“ Abgesehen davon, dass 
die Lage von k ganz unbestimmt ist, und k sich wohl stetig gegen das ab- 
gewandte Ende des influenzirten Körpers hin, ja vielleicht über dasselbe 
hinaus bewegen müsste, widerspricht die obige Annahme der Erfahrung, 
insofern k um so weiter vom influenzirenden Körper wegrücken müsste, je 
stärker der erste Impuls war, während doch die Indifferenzzone gerade um 
so näher an den influenzirenden Körper heranrückt, je kräftiger dessen Ein- 
wirkung ist. — Im Nachtrag (Magnetismus 8. 59) ändert Robida die Er- 
klärung der Influenz dahin ab,. dass er die am zugewandten Ende auftre- 
tende entgegengesetzte Elektrieität „durch die an der. Grenze zwischen 
Luft und Metall mit Umkehrung ihrer Wellenhälften refleetirten Wellen 
hervorgerufen werden lässt, wobei an der Grenze zwischen den entgegen- 
gesetzt elektrischen Wellen des influenzirten Körpers der Indifferenzgürtel 
liegen soll.“ Aber auch darin ist kein Grund für das gleichzeitige Auftre- 
ten der beiden Elektrieitäten nebeneinander und der Indifferenzzone da- 
zwischen enthalten; man kann sich nicht darüber klar werden. wie die bei- 
den Arten elektrischer Wellen durch die Indifferenzzone auf die eine Hälfte 
des influenzirten Körpers gebannt bleiben können, und gerade auf derjeni- 
gen Hälfte, auf welche sie erst von der andern übergegangen sind. — Dass 
übrigens bei der Vertheilung die Elektrieität auch auf dem nichtablei- 
tend berührten influenzirten Körper und auch bei der Mittheilung auf dem 
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elektrisirten Körper bei der weitern oder gänzlichen Entfernung des elek- 
trischen Körpers in die entgegengesetzte umschlägt (Vibr. Th. 8. 21), ist 
neu und interessant; leider zeigen aber die Versuche mit dem Oondensator 
(Vibr. Th. S. 24) gerade das Gegentheil! 

Aehnlich steht es um die z. Th. auf die Influenzerscheinungen gestützte 
Erklärung des Elektrophors ($. 9), des Condensators und der Leydener 
Flasche ($. 10), für welche wieder mehrfache Interferenzen durch Reflexion 
zu Hilfe genommen werden. Die Erklärung der Leydener Flasche lautet 
kurz gefasst so: wird die innere Belegung positiv elektrisirt, so gehen die 
positiv elektrischen Wellen durch das Glas und die äussere abgeleitete Be- 
legung in die Erde; durch Reflexion an der Grenze des Glases gegen die 
äussere Belegung entstehen im Glase negativ elektrische Wellen und diese 
gehen nun zwar in die äussere Belegung, aber nicht (!) in den Erdboden 
über. Auch die weniger starke Ladung der isolirten Flasche ist nicht ge- 
nügend erklärt. | 

Die Erklärung des elektrischen Stroms ($. 11) ist ihrem Wesen nach 
in der auf S. 138 ff. des IV. Jahrg. dies. Zeitschr. gegebenen enthalten und 
schliesst mit den Worten: „‚die Geschwindigkeit der elektrischen Wellen 
hängt von der Schwingungsdauer eines Theilchens, und die Intensität von 
der Schwingungsintensität und Menge der Theilchen des Erregers zunächst 
ab und wird überdiess durch die Beschaffenheit des Leiters modificirt. Da- 
her giebt die Reibungselektrieität einen vorzugsweise intensiv starken 
Strom; die Contactelektrieität giebt einen intensiv starken Strom beim Ge- 
brauche vieler galvanischer Elemente und einen quantitativ starken Strom 
beim Gebrauche eines Elementes mit grossen Elektromotorenflächen.“ 

Die Erklärung der Induction ($. 12) ist ebenfalls unklar und leidet an 
denselben Mängeln, wie die Erklärung der Influenz, aus welcher sie herge- 
leitet wird. 

In $. 13 führt Robida eine Reihe von mechanischen Wirkungen der 
Elektrieität auf, unter denen er das meiste Gewicht auf die Erscheinung 
am Quecksilber legt, wenn es als Elektrode verwendet wurde: „die kegel- 
förmige Hebung des Quecksilbers am positiven und die Senkung am nega- 
tiven spricht für verdichtete Wellen der positiven und für verdünnte Wellen 
der negativen Elektrieität.“ Die Anordnung des Versuchs ist nicht be- 
schrieben“); wenn nur nie etwa eine Capillarerscheinung darunter ver- 
borgen steckt. & 


*) Zantedeschi beschreibt in seinem Zrattato di fisica elementare III. II. 8. 46 
das Verhalten des Quecksilbers über den beiden, in das Quecksilber durch den Boden 
eingeführten Poldrähten in folgender Weise: ‚‚das Quecksilber erhob sich über den 
Enden der Dräthe und bildete Kegel von „, bis „4 Zoll, von deren Spitzen Wellen 
nach allen Richtungen hin ausgingen, derart, dass nur der Punkt, wo die Wellen sich 
trafen, in Ruhe war. Ging der Pol eines Magnetes in der Entfernung von einigen 
Zollen über einen dieser Kegel, so wurde er niedriger und breiter, auch die Wellen- 
bewegung nahm ab. Kam der Magnet noch näher, so wurde die Oberfläche des Queck- 
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Aus den $. 14 angeführten wärmenden und leuchtenden Wirkungen 
heben wir hervor: dass die Temperatur, bei welcher der Leitungsdraht 
glüht, unter seiner sonstigen Glühhitze liegt, und dass das Schmelzen durch 
gleichzeitige Zerkleinerung und Erhitzung erfolgt (Riess); dass materielle 
Theilchen durch den Strom stets (?) von der positiven Polspitze fortgeführt 
und auf der negativen Polplatte abgelagert werden*); dass Licht aus- 
schliesslich?) dem negativen und Wärme vorzüglich dem positiven Pole 
angehöre, und dass desshalb die negativ elektrischen Schwingungen in 
Lichtschwingungen und die positiv elektrischen in Wärmeschwingungen 
übergingen. Einen innern, aus der Natur dieser 3 Wellengattungen, aus 
ihren Verschiedenheiten oder ihrer Verwandschaft abgeleiteten Grund da- 
für giebt Robida nicht an; hält es auch nicht einmal für nöthig, nachzu- 
weisen, wie sich die longitudinalen elektrischen Schwingungen in 
transversale Licht- und Wärmesehwingungen umsetzen können. Dürfte 
ıman nicht auch rückwärts schliessen, dass Licht ausschliessend negative 
und Wärme vorzüglich positive Elektrieität hervorrufen müsse? Davon hat 
Robida an dem betreffenden Orte ($. 5 und $. 6) nichts erwähnt. 

Bezüglich der Schall erregenden Wirkung der Elektrieit führt Robida 
(in $. 15) die Versuche von de la Rive an; aber der Ton, welcher ent- 
steht, wenn ein eiserner Draht oder Stab der Länge nach von discontinuir- 
lichen Strömen durchflossen wird, entspricht dem Querton des Stabes 
oder Drahtes; Robida fügt desshalb bei: „in manchen Fällen scheinen die 
elektrischen Längenschwingungen in Querschwingungen des Schalles über- 
zugehen,“ aber auch hier sagt er nicht, wie dies zugeht.**) 

Die physiologischen Wirkungen der Elektrieität ($. 16) sollen eben- 
falls für elektrische Wellen in der von Robida angenommenen Form und 
Richtung sprechen, weil nach Ritter der Finger am positiven Pol eine 





silbers eben und das Metall begann ihn zu umkreisen, um so schneller, je näher der 
Magnet kam; wenn dieser endlich der Oberfläche des Quecksilbers ganz nahe gekom- 
men war, so erschien an der Stelle, wo früher der Kegel war, eine Höhlung voll Wir- 
bel. Vergl. 7. Davy, Annales de Chimie et Physique, T. XVI. 

*) Aber Vibr. Th. S. 32 sagt Robida: „Neef sah zwar auf beiden Elektroden 
von Platina sehr feine Spitzen auf rauher Oberfläche aufsitzen; doch scheinen mir 
diese Spitzen nur an der Elektrode aus Substanzgewinn, an der positiven aus Sub- 
stanzverlust herzurühren. Denn die Beobachtung Moigno’s stellt ausser Zweifel, 
dass vorzugsweise an der positiven Elektrode Wärme auftritt, also nur von dieser die 
schwingenden Theilchen in der Schwingungsrichtun® fortgerissen und an der negati- 
ven Elektrode abgelagert werden können.‘‘ (Wie so?!) 

*?) Werthheim erklärt den Ton aus Molecularveränderungen, nämlich aus 
einer geringen Verlängerung des Stabes; vanMarum und Edmund Becque- 
rel dagegen beohachteten eine Verkürzung (vergl. S. 152 des IV. Jahrg. dieser 
Zeitschr.). „Wenn ein weicher Eisenstab durch einen starken elektrischen Strom 
magnetisirt wird, so giebt er, aber nur beim Oeffnen und Schliessen der Kette, einen 
deutlichen Ton (Page); Marrion fand, dass die Höhe dieses Tones stets dem Longi- 
tudinaltone entspricht, welchen der Stab beim Streichen giebt; der Querschnitt des 
Stabes ist dabei von keinem Einflusse; Stahlstäbe tönen ebenfalls, aber nicht Stäbe 
von andern Metallen, oder gar Nichtleitern, wie Glas, Holz u. s. w.; vergl. Ganot, 
Lehrbuch der Physik und Meteorologie, deutsch bearbeitet von Dr. Weiske (Leipzig 
1858), 2. Band, $. 194, 
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Einwirkung wie von innen nach aussen (Anschwellung), am negativen Pol 
aber wie von aussen nach innen (Oontraction) erleidet. Mindestens mit 
gleichem Rechte könnte aber die Anschwellung nach der Spitze des Fingers 
hin am positiven Pole als Zeichen einer in den Finger eintretenden Ver- 
dünnungswelle geltend gemacht werden. 

Die $. 17 gegebene Erklärung der Anziehung eo Abstossung paralle- 
ler oder gegeneinander geneigter Stromleiter ist zu verfehlt, als dass sie 
noch weitläufig widerlegt zu werden brauchte. 

In der Anwendung der Vibrationstheorie zur Erklärung der elektri- 
schen Erscheinungen ist also Robida keineswegs glücklich gewesen. Dafür, 
dass die elektrischen Schwingungen longitudinale sind, liefern die Erklär- 
ungen keinen entschiedenen neuen Beweisgrund, wohl aber eher Gegen- 
beweise. Transversale tönende, Wärme- und Licht-Schwingungen gehen aus 
den (longitudinalen) elektrischen Schwingungen nicht nur hervor, sondern 
Wärme und Licht wecken auch elektrische Schwingungen, und dass es 
auch transversale tönende ebenfalls thun können, ist nirgends widerlegt, ja es 
spricht dafür ebensowohl der Versuch 1.b) des Beweises als unter 3. c) das 
Resultat mit transversalen Gegenstrichen. Freilich ist es auch nicht -un- 
denkbar, dass neben den longitudinalen Schwingungen transversale be- 
stehen, oder sogar durch sie entstehen können; denn die aufeinander fol- 
senden Verdichtungen und Verdünnungen werden abwechselnd eine Ver- 
orösserung und Verkleinerung des Querschnittes veranlassen, welche. in 
ihrer Aufeinanderfolge ebenfalls Schwingungen bilden. Könnten aber nicht 
diese beiden, auf einander senkrechten Antriebe zur Längen - und Quer- 
schwingung die Theilchen veranlassen, in geschlossenen krummen Bahnen 
zu schwingen ? ®) 

Wenn aber schon bei den elektrischen Erscheinungen im Kleinen so 
viel noch zu wünschen übrig bleibt, wie wird es mit den elektrischen Er- 
scheinungen im Grossen stehen, bei denen die einflussreichen Bedingungen 
ausser unserer Gewalt liegen, wir sie nicht einmal kennen, geschweige denn 
nach Bedürfniss abändern können? Da nun Robida in seiner Vibrations- 
theorie durchaus noch nicht die unerlässliche Klarheit und einen so siche- 
ren Grund erlangt hat, dass selbst mit aller Richtigkeit und Deutlichkeit 
daraus abgeleitete Folgerungen auf unbedingte Glaubwürdigkeit Anspruch 
machen könnten, so glauben wir uns einer durchgreifenden Besprechung 


*) Vergl. S. 159 des IV. Jabrg. dieser Zeitschr. Die dort ebenfalls erwähnten 
spiralförmigen Knotenlinien bei längsschwingenden Cylindern oder Röhren (Savart) 
stellt Robida als Analogien der Influenz hin. Wird nämlich eine Glasröhre mit einem 
feuchten Tuch gerieben, so entsteht beim Grundton-auf der nicht geriebenen Hälfte 
eine spiralförmige Knotenlinie; die Knotenlinien beider Hälften sind nicht Fort- 
setzungen von einander, sondern beide scheinen von der Mitte auszugehen und sich 
beide nach derselben Weise, oder auch nach entgegengesetzter, herumzuwinden. 
Aber Savart erkennt in ihnen nicht einen Ausfluss der Longitudinalschwingungen, 
sondern eher der durch das Zusammendrücken und Wiederausdehnen veranlassten, 
secundären seitlichen Bewegung der Theilchen. (Pouillet.) 
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des Inhaltes seines zweiten Schriftchens ‚Magnetismus‘ um so eher über- 
heben zu dürfen, als in diesem selbst wieder vielfache Unklarheiten, ja 
selbst Verwirrung und Verwechselung der Begriffe auftreten*); doch wollen 
wir wenigstens einen Ueberblick über die die darin entwickelten Ideen zu 
geben versuchen. 


C. ElektrischeErscheinungen im Grossen. (Magnetismus SS. 1—8.) 


Wenn Robida auch in der Vorrede vorausschickt, dass er der grössern 
Deutlichkeit wegen die bisherige Terminologie beibehalten wolle, so über- 
rascht es doch, dass er die elektrischen Erscheinungen im Grossen weit 
mehr nach dualistischen Prineipien erörtert, als nach seiner Vibrations- 
theorie erklärt, und wo sich ja neben den Beschreibungen Spuren von sol- 
chen Erklärungen finden, da sind sie zumeist ungeniessbar und unzu- 
länglich. 

Chemische, thermische Vorgänge und die Berührung heterogener Stoffe 
wecken in der Erdkugel Elektrieität, welche der Erfahrung gemäss 
negativ*®*) ist ($. 2); ihre Intensität nimmt von der Oberfläche nach dem 
Mittelpunkte hin ab, weil sich die freie Elektrieität hauptsächlich an der 
Oberfläche lagert, sie nimmt aber wie die Temperaturdifferenzen vom 
Aequator nach. den Polen hin zu. In der Luft sind 79 Theile Stickstoff 
mit 21 Thheilen Sauerstoff gemischt; Sauerstoff verhält sich gegen Stickstoff 
negativ, Stickstoff gegen Sauerstoff positiv elektrisch: jedes Lufttheilchen 
ist also ein galvanisches Element***); da aber die Anzahl der schwingen- 
den Stickstofftheilehen grösser ist, und da bei der Ausgleichung sich gleich 
viel positive-und negative Wellen (!) neutralisiren, so bleiben positive 
Wellen übrig, und die Luft ist positiv, d.h. stets der Erde entgegengesetzt 
elektrisch (8. 1). Die Erdelektrieität neutralisirt und bindet einen Theil 
davon; der Ueberschuss strebt nach der Oberfläche der Atmosphäre und die 
Intensität nimmt daher mit der verticalen Höhe zu; dabei dient der Wasser- 
dampf hauptsächlich als Leiter der freien Elektrieität welche z. Th. auch 
in den Weltraum ****) ausströmt; die Luftelektriecität wird durch die 
Erdelektricität modifieirt und diese modificirte Elektrieität ist die 
Totalelektrieität der Erde ($. 3). Hier nun tischt uns Robida aus 
Unverdautem einen unverdaulichen Brei auf, indem er Begriffe, die wohl 
von einer Kraft (Anziehung und Abstossung bei Magneten) gebraucht 
werden können, ohne weiteres auf Schwingungen überträgt, die einer 


*) Robida gesteht ihre Mangelhaftigkeit in der Vorrede selbst zu. 

**) Wohin kommt denn die positive Elektrieität, da doch durch die Berührung 
immer beide Elektrieitäten gleichzeitig entwickelt endete Dass Robida in seiner 
Beobach ung (Magn. S.7., 2) zwei Maxima aufzählt, zwischen denen kein Minimum 
liegt, fällt weiter nicht auf. 

**#) Hat die Berührung zwischen Erde und Luft, Meer und Luft keinen Einfluss? 

##+3#*) Dieser kann also nicht leer sein, da die elektrischen Schwingungen nach 
Robida Schwingungen der Körpertheilchen sind. 
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allseitigen Fortpflanzung fähig sind; er sagt Magn. S. 10: „die in der ver- 
. tiealen Richtung thätige, mit der Erdelektrieität in Spannung stehende 
Luftelektrieität eines Ortes der Erde soll die verticale Componente 
der Totalelektrieität heissen. Ausser dieser giebt es noch eine horizon- 
tale Componente derselben. Die den einzelnen Luftschichten zukom- 
mende freie Elektrieität ist am Aequator die intensivste. Vom Aequator 
gegen die Pole nimmt die horizontale Componente der Totalelektrieität ab 
end zwar schneller gegen Norden als gegen Süden. Demnach muss die 
horizontale Componente der Totalelektrieität vom Aequator gegen die Pole 
zur Herstellung des Gleichgewichts streben und dies in der Richtung 
des geographischen Meridianes, weil die seitliche*) in der Regel gleich 
stark sein soll.“ Aus den beiden Componenten ergiebt sich natürlich auch 
eineResultirende der Totalelektrität, und diese hat ihre ‚„‚Normal- 
lage in der Ebene des geographischen Meridianes,“ hat ‚die Lage der 
Inelinationsnadel,‘‘ also eine bestimmte Richtung. Was für eine Bedeu- 
tung aber diese Richtung für die Schwingung und Wellenbewegung hat, 
behält Robida für sich; die Fortpflanzungsrichtung der Schwingungen kann 
und soll es doch nicht etwa sein ? 

Nach einer Beschreibung (nicht Erklärung aus der Vibrationstheorie) des 
St. Elmsfeuers, des Polarlichtes und der Gewitter (8.4) folgt die Besprech- 
ung der Variationen der Componenten der Totalelektrieität. ($. 5), der Va- 
riationen der Resultirenden der Totalelektricität ($. 6) und der Perturbati- 
onen der letzteren ($. 7) eine fortlaufende Verwechselung mit den magne- 
tischen Componenten, mit der Intensität und Richtung der Resultirenden 
des Erdmagnetismus. 

Endlich reicht auch die Elektrieität noch über die kleine Erde hinaus 
(8.8). Alle Himmelskörper bestehen aus heterogenen Stoffen u. s. w., er- 
zeugen also Elektrieität; ‚diese Elektrieität pflanzt sich theilweise, sowie 
die Elektrieität der Erde auf den feinsten materiellen Theilchen von den 
Himmelskörpern in den Weltraum fort; also durchdringt die Elektrieität, 
sowie die Schwere, das Licht-und die Wärme den ganzen Weltraum.“ Die 
Photosphäre der Sonne ist eine sonnenelektrische Erscheinung. Aehnliche 
Vorgänge finden auf den Planeten statt. 


D. Der Magnetismus. (Magn. $S$. 9— 16.) 


Wesen des Magnetismus ($. 9): „Der Magnetismus besteht in stehen- 
den Cireulationswellen, welche an der östlichen Seite des Magnetstabes auf- 
steigend, an der westlichen niedersteigend, den Magnet entweder vom Nord- 
pol gegen den Südpol oder vom Südpol gegen den Nordpol umkreisen. Das 
Substrat magnetischer Wellen sind die Theilchen der des Magnetismus 
fähigen Körper.“ Ueber die Form und Art der Schwingungen, welche die 
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stehenden (Magn. $. 28: Verdiehtungs- und Verdünnungs-) Wellen bilden, 
sagt Robida nirgends ein Wort, ebensowenig, wie die magnetischen Wellen 
dazu kommen, sich in Schraubenlinien fortzubewegen. Janoch mehr: bisher 
hat er die elektrischen Schwingungen sich in geraden Linien fortpflanzen las- 
sen, und jetzt auf einmal bewegen auch diese sich’ als Cireulationswellen in 
Sehraubenlinien, besonders die Wellen der Resultirenden der Totalelektri- 
eität (Magn. 5. 28, 30, 49), und es weckt jede elektrische Welle eine paral- 
lele, aber entgegengesetzt gerichtete magnetische Welle und ist mit ihr 
gleichbedeutend (Magn. 8. 56). Die Veranlassung zum Entstehen dieser 
Ansicht scheinen die schraubenförmigen Windungen des Leiters um die 
Elektromagnete gegeben zu haben*); ein Unterschied musste aber doch 
sein; desshalb entgegengesezte Richtung. Da nun die Spirale selbst mag- 
netisch wird und ihre Pole ebenso liegen, wie im Eisenkern, so entstehen 
natürlich in ihr zugleich auch den elektrischen Wellen entgegengesetzt ge- 
richtete magnetische, ohne alle Interferenz. Wie beim Magnetisiren beide 
Magnetismen zugleich entstehen, bedarf keiner Erklärung, oder ist der 
Phantasie eines jeden Lesers überlassen. Dass die elektrischen Wellen 
sich „zur Herstellung des Gleichgewichts‘ (Rotation bei unipolarer magne- 
tischer Induction; Magn. 8. 43) selbst wieder bewegen, dass die Wellen 
(als blose Formen einer Bewegung) sich anziehen und abstossen, wer kann 
daran zweifeln? Verlockend (doch nur beim ersten Anblick) lauten die 
Erklärungen für die Lage der Fole für die Durchwirkung und das Auftre- 
ten von Folgepunkten (S. 10): „das wirksamste Streben zur Weckung und 
Anziehung magnetischer Elemente des benachbarten Mediums tritt nicht in 
den Grenzelementen auf, sobald das angrenzende Medium für magnetische 
Wellen minder geeignet ist, als der Magnet selbst. Denn in diesem Falle 
werden die aus den beiden Grenzelementen austretenden magnetischen 
Wellen theilweise in sich refleetirt, daher die an den Enden des Magnetes 
liegenden Elemente durch Interferenz etwas geschwächt. Somit liegen die 
Pole eines unarmirten Magnetes nicht in den beiden Endquerschnitten, son- 
dern nach der grösseren oder geringeren Leitfähigkeit des angrenzen- 
den Mediums und nach der kleineren oder grösseren Länge des Magnet- 
stabes in einem geringeren oder grösseren Abstande von den Enden dessel- 
ben. Wenn zwischen einem Magnete und einem des Magnetismus fähigen 
Körper ein anderer, des Magnetismus unfähiger Körper liegt, so pflanzen 
sich in dem letzteren elektrische Wellen fort, welche in dem des Magnetis- 
mus fähigen Körper wieder magnetische Wellen wecken (Durchwirkung). 


*) Obgleich es „zur Weckung des Magnetismus in Eisen nicht absolut nothwen- 
dig ist, dass der elektrische Strom in isolirten Windungen das Eisen umkreise, son- 
dern derselbe auch unmittelbar durch das Eisen geführt werden kann. Es ist aber 
einNaturgesetz, dass der elektrische Strom, dem keine Richtung um das Eisen 
aufgedrungen ist, an der nächsten getroffenen Stelle in das Eisen eintrete, dasselbe 
in Westen aufsteigend und in Osten niedersteigend umkreise und im Eisen seinen 
elektrischen Wellen parallele, aber entgegengesetzt gerichtete magnetische Wellen 
wecke. (Magn. $. 29.) 
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Folgepunkte entstehen, sobald in den einzelnen Querschnitten des Stahls 
ungleich intensive Schwingungen hervorgerufen werden.“ Wenn Robida 
von einer Wechselwirkung zwischen „Blektrieität in der Spannung und 
Magnetismus‘ spricht ($- 11, I.), so deutet er das Experiment*) ganz falsch 
und verwechselt Anziehung in Folge elektrischer Influenz mit einer An- 
ziehung zwischen elektrischen Körpern und Magneten. Die Erklärung der 
Wechselwirkung zwischen strömender Elektrieität und dem Magnet ($. 11, 
II.) und die der magnetoelektrischen Induction**) ($. 12) leidet an der ge- 
wohnten Unklarheit, wenn man überhaupt eine Erklärung herauszufinden 
im Stande ist. Die Erklärung der magnetischen Declination ($. 13) und 
Inelination ($. 14) stützt sich auf die Annahme einer Resultirenden der To- 
talelektrieität, steht und fällt mit dieser. Aber ($. 15, erdmagnetische In- 
tensität) „nicht nur eine freibewegliche, sondern auch die Declinations- 
Nadel wird von der ganzen Intensität***) der Totalelektrieität in die Ver- 
ticalebene der Resultirenden (also nach den Früheren in den geographi- 
schen Meridian) abgelenkt und darin festgehalten, weil die Unterstützungs- 
art der Declinationsnadel die Wirkung der Resultirenden der Totalelektri- 
eität nur insofern aufhebt, als sich die magnetische Axe der Nadel mit der 
Richtung der Resultirenden in der Ebene des magnetischen (also doch nicht 
geographischen) Meridianes nicht parallel stellen kann.‘ Zum Ueberfluss 
macht Robida noch ausdrücklich darauf aufmerksam ($. 16, Erdmagnetis- 
mus), dass in seiner Abhandlung die Totalelektrieität der Erde dem Erd- 
magnetismus substituirt (in gutem Deutsch würde es heissen: mit ihm 
verwechselt) wurde und dann schliesst er mit den letzten Proben von 
Consequenz in der Willkür und von Klarheit im Ausdruck, in den Begriffen 
und Beweisen : — lamen est laudanda voluntas! Dr. ZETZSCHE. 


*) „Der geladene Conductor zieht ja stets dennächstenPolan, und die Nadel 
stellt sich senkrecht auf die beiden mit dem Conductor und dem Reibzeue verbunde- 
nen Polplatten, ohne Unterschied, ob dem Nordpol der Nadel der positiv oder negativ 
geladenen Platte zugekehrt war.“ 

*#) Ueberraschend ist es, dass „die magnetischen Flüssigkeiten geradlinig 
fortschreitende Wellen haben, welche die Flüssigkeitstheilchen in der Länge#richtung 
aneinander drängen. (Magn. S. 48.) 

**##) Nicht blos von der horizontalen Componente; „denn die Schwingungsdauer 
einer Declinationsnadel wird um so kürzer, je näher man sie einem freundschaftlichen 
Magnetpole: bringt. Also müsste die horizontale Intensität des Erdmagnetismus um 
so mehr wachsen, je näher man zum magnetischen Erdpole kommt. An diesem strebt 
aber jede Magnetnadel ihre magnetische Axe vertical zu stellen. Somit ist die im 
Wachsen begriffene horizontale Componente des Erdmagnetismus ohne hinreichende 
Ursache plötzlich verschwunden. Daraus scheint mir klar zu folgen, dass. die De- 
elinationsnadel nicht von der horizontalen Componente allein gerichtet wird. Dem- 
nach kann die in Physikwerken angegebene Formel, in welcher die Intensität mit 
der Schwingungsdauer des Ablenkungstabes im reeiproken Verhältnisse steht, zur 
Berechnung der horizontalen Componente: des Erdmagnetismus im absoluten Maasse 
nicht geeignet sein, und wir sind einstweilen genöthigt uns mit der relativen 
Totalelektrieit ät, welche mittelst Schwingung en derselben Declinationsnadel 
“ermittelt wird, zu begnügen.“ Leider! 
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Das Mittelmeer. ‚Eine Darstellung seiner physikalischen Geographie nebst 
anderen geographischen, historischen und nautischen Untersuch- 
ungen. Von Dr. ©. BörtGEr, Professor am Gymnasium zu Dessau. 
Mit 6 Karten und 4 Holzschnitten. Leipzig, Verlag von Gustav 
Mayer. 1859. 

Seit den ältesten Zeiten ist das Leben der europäischen Culturvölker 
so eng mit dem Gestade des Mittelmeeres verbunden, dass für historische, 
geographische und nautische Untersuchungen kaum ein reicherer und in-+ 
teressanterer Stoff gedacht werden kann, als jenes Meer, an dessen Küsten 
die Bildung einen Kreislauf von zwei Jahrtausenden zurücklegte, um sich 
dann von alternden Nationen hinweg nach Norden zu wenden. Gleichwohl 
“ existirt in der deutschen Literatur kein Werk, welches das genannte Thema 
einigermassen erschöpfend behandelt, und nur bei den modernen Phöniziern 
finden wir ausser zahlreichen Monographien eine umfassendere Darstellung 
der physischen Geographie des Mittelmeers, nämlich: ‚„, The Mediterranean. 
A Memoir Physical Historical and Nautical by Rear - Admiral W. H. Smyth, 
London, Parker 1854. Es war daher jedenfalls ein sehr glücklicher Gedanke, 
aus den verschiedenen Quellen, sowie aus eignen Studien eine möglichst 
vollständige Darstellung des Gegenstandes zusammenzuarbeiten, auch ist 
Ref. der Ueberzeugung, dass hierzu sich gerade der Verfasser besonders 
gut eignete, da ihm ausser seinem Fache (Mathematik und Physik) tüchtige 
philologische, historische und geographische Kenntnisse zu Gebote stehen, 
wie derselbe schon früher bei seiner deutschen Bearbeitung von Maury’s 
physikalischer Geographie des Meeres bewiesen hat. 

Das ziemlich umfangreiche Werk (610 Seiten gross 8.) beginnt mit 
einer Einleitung (‚die geschlossene Thalassa und der offene Okeanos‘‘) und 
zerfällt im Uebrigen in acht Capitel folgenden Inhalts. Cap. I giebt eine 
Eintheilung des Mittelmeeres in drei Hauptbecken und charakterisirt im 
Allgemeinen die Configuration der Küsten längs derselben. In Cap. U 
erhalten wir einen chorographischen Ueberblick des gesammten Littorals 
mit Bewicksichtigung der Produkte und des Handels. Die historischen 
Verhältnisse sind hier ebenso gewissenhaft wie die geographischen behan- 
delt; bei jedem einzelnen Küstenstriche wie bei jeder Insel werden nicht 
nur Beschaffenheit, Cultur und Erzeugnisse des Bodens, Fischerei, Export- 
artikel und Handel der Bewohner geschildert, sondern auch genaue Nach- 
weise über die früheren (auch arabischen) Namen der Landschaft, der 
Städte,’ Flüsse u. s. w. gegeben, desgleichen über Veränderungen in den 
Lagen der Wohnsitze u. dergl. Cap. III hat es mit dem Becken des Mittel- 
meeres zu thun, also mit der eigentlichen unterseeischen Topographie, den 
Meerestiefen und den Veränderungen, welche das Becken theils dureh nep- 
tunische, theils vulkanische Kräfte erlitten hat. In Cap. IV werden die 
Gewässer des Mittelmeeres betrachtet, nämlich Zufluss oder Flussgebiet 
und sonstige Quellen des Meeres, Wasserbestandtheile und deren Differen- 
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zen, Temperatur, Farbe und Leuchten des Meerwassers, Ebbe und Fluth, 
Strömungen, Strudel, Flora und Fauna des Meeres. Cap. V. beschäftigt 
sich mit der Atmosphäre über dem Mittelmeere, wohin ausser Wind und 
Wetter auch das Küstenklima und die Krankheitserscheinungen (z. B. die 
malaria) gerechnet sind. Cap. VI. schildert die Verhältnisse der Schiff- 
fahrt und des Handels, zunächst die Wasserstrassen und die Dampfschiff- 
fahrtslinien, sowie die anliegenden Kanäle, Eisenbahnen und Caravanen- 
strassen. Geschichtliche Rückblicke auf den Handel von Phönizien, Grie- 
chenland, Karthago, Rom, Amalfi, Pisa ete., sowie Notizen über den gegen- 
wärtigen Handel, Kriegs- und Handelsmarine, Telegraphenlinien etc. sind 
gleichfalls gegeben. Cap. VII. enthält Beiträge zur Culturgeschichte des 
Mittelmeeres im Allgemeinen, sowie zur Geschichte der Messungen und 
geographischen Untersuchungen insbesondere; endlich Cap. VIII die geo- 
graphischen Ortsbestimmungen der neuesten Zeit. Noch finden sich einige 
Anhänge, welche einzelne Punkte betreffen, z.B. die Grahaminsel, den 
Suez-Kanal, die Strassen nach Centralafrika u. s. w. 

Schon diese, bei weitem nicht vollständige Inhaltsangabe bezeugt den 
Reichthum des Werkes; rechnet man hierzu die 555 Noten unter dem "Texte, 
in denen alle möglichen alten und neuen Schriftsteller figuriren, so glaubt” 
ınan gern, wenn der Verfasser versichert, seit 20 Jahren Studien über das 
Meer gemacht zu haben. Wir halten es für unsere Pflicht, unsere Leser 
auf dieses gediegene Werk aufmerksam zu machen, welches Gelehrsamkeit 
und anziehende Darstellung glücklich vereinigt. Die typographische Aus- 
stattung ist gleichfalls vorzüglich. SCHLÖMILCH. 


Logarithmisch-trigonometrisches Handbuch von Dr. H. G. Köuter. Sechste 
Stereotypausgabe. Leipzig, Tauchnitz 1859. 

Ein in sechster Auflage erscheinendes Buch bedarf selbstverständlich 
keiner Besprechung und es bleibt daher nur zu erwähnen, worin sich die 
neueste Auflage von den früheren unterscheidet. Es betrifft diess hier nur 
eine Anzahl von Verbesserungen in der letzten-Decimale der Briggischen 
Logarithmen von 102001 bis 107999; die genannten Üorrectionen sind von 
den Herren Lefort, Ingenieur in Paris, und Dr. Hoüel in Caen durch 
Vergleichung mit den Catastertafeln der Pariser Sternwarte gewonnen wor- 
den. Für den Schulgebrauch hat übrigens Ref. die Köhler’schen Tafeln 
deswegen lieb gewonnen, weil sie Vieles enthalten, was in den übrigen 
Tafeln fehlt, aber beim Unterrichte grosse Erleichterungen verschafft, z.B. 
die Potenzentafel, die Tafel der Quadrat- und Cubikwurzeln, die natür- 
lichen Logarithmen, die Coefficienten verschiedener unendlicher Reihen 
u. dergl. m. SCHLÖMILCH. 
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Fünfstellige logarithmisch - trigonometrische Tafeln von Professor Dr.. 
Wiırrstein. Hannover, Hahn 1859. | 
Gewiss nicht mit Unrecht bemerkt der Verfasser (in Uebereinstim- 
mung mit Schulrath J. H. T. Müller), dass siebenstellige Tafeln für den 
Unterricht einen ganz überflüssigen und schwerfälligen Ballast bilden und 
selbst in den meisten praktischen Fällen eine ganz unnöthige Genauig- 
keit darbieten. Ebenso wird man dem Verfasser beistimmen, wenn er-für 
den ersten Unterricht in der Trigonometrie den Tafeln der natürli- 
chen trigonometrischen Zahlen den Vorzug einräumt. Nach diesen An- 
sichten ist das vorliegende, nur 132 Seiten umfassende Werkchen zusam- 
mengestellt. Es enthält 1) die fünfstelligen Logarithmen der Zahlen von 
1 bis 9999, 2) die natürlichen trigonometrischen Zahlen von 15 zu 15 Minuten 
(entsprechend der Sehnentafel des Ptolemaeus), 3) die Logarithmen der 
trigonometrischen Functionen von Minute zu Minute, 4) die Längen der 
Kreisbögen, 5) die Gauss’schen Logarithmen für Summen und Differenzen 
(nach einer neuen empfehlenswerthen Anordnung), 6) eine kleine Tafel der 
natürlichen Logarithmen, 7) eine Formelnsammlung. Zwei Vorzüge die- 
ser Tafeln fallen auf den ersten Blick in die Augen, nämlich kleines Volu- 
* nen und eine ganz ausserordentliche Deutlichkeit der Ziffern, welche theils 
durch deren ungewöhnliche Grösse und Stärke, theils durch den altengli- 
schen Typenschnitt, theils durch den reichlich gesperrten Satz erzielt wor- 
den ist. Sollten sich die Tafeln als eorreet erweisen, woran wir bei der 
bekannten Genauigkeit des Verfassers nicht zweifeln, so sind sie nach un- 
serer Ueberzeugung in jeder Beziehung die besten für Schüler, Techuiker 
und überkaupt für Alle, deren Arbeiten nicht gerade unumgänglich eine 
Genauigkeit von sieben Decimalen erheischen. SCHLÖMILCH. 


Tables d’integrales definies. Par D. Bierens de Haan. Publiees par Ü Aca- 
demie Royale des Sciences a Amsterdam. Amsterdam, Van der Post. 
1858. 

Durch die Bemühungen einer ziemlich langen Reihe von Mathemati- 
kern aller Nationen ist die Theorie der bestimmten Integrale zu einem 
sehr ansehnlichen Theile der Analysis ausgebildet worden, der sich haupt- 
sächlich durch eine grosse Mannichfaltigkeit von Methoden auszeichnet. 
Dieser Reichthum hat freilich für den heutigen Leser auch eine Unbequem- 
lichkeit zur Folge; da nämlich zur Zeit kein besonderes der Empfehlung 
werthes Werk*) über jene 'T'heorie existirt, so bleibt dem Leser nichts 
übrig, als das Studium der Originalquellen, die aber aus einer Unzahl von 

*) In der allg-meinen Eneyclopädie von Ersch und Gruber hat Ref. vor emi- 
gen Jahren den Artikel ‚‚Bestimmtes Integral‘ bearbeitet; derselbe enthält ungefähr 
soviel als man auf deutschen Universitäten in einem halbjährigen Collegium über 


bestimmte Integrale vorzutragen pflegt, macht aber auf Vollständigkeit durchaus kei- 
nen Anspruch. 
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Abhandlungen bestehen. Je schwerer demnach die Uebersicht über ein so 
grosses Gebiet ist, desto dankenswerther muss es anerkannt werden, dass 
der Verfasser zunächst eine tabellarische Zusammenstellung der Resultate 
gegeben und bei jedem derselben die Quelle namhaft gemacht hat. Die 
Arbeit selber mag nicht gering gewesen sein, denn die Anzahl der vom 
Verfasser durchgegangenen Abhandlungen beträgt über 250, die Anzahl 
der Resultate gegen 3200, gewiss Zahlen, nach denen man den Fleiss des 
Verfassers bewundern muss. Dass es bei dem enormen Umfange des Ma- 
teriales einer guten Anordnung bedurfte, um dem Leser den Ueberblick, 
mithin auch die Aufsuchung einer gewünschten Formel zu erleichtern, ver- 
steht sich von selbst, und Referent ist der Ueberzeugung, dass der Verfas- 
ser auch in dieser Beziehung etwas 'Tüchtiges geleistet hat. Das Werk zer- 
fällt zunächst in drei Haupttheile, jenachdem unter dem Integralzeichen 
nur eine Function, oder zwei oder mehr verschiedene Functionen vorkom- 
men. Jeder 'Theil ist wieder in Abschnitte getheilt, welche in den Ueber- 
schriften die vorkommenden Functionen angeben; im ersten Theile findet 
man z. B. die Abschnitte: I. Algebraische Functionen, II. Exponential- 
grössen, III. Logarithmen u. s. w.; im zweiten Theile sind die Ueberschrif- 
ten die Combinationen zu je zweien aus den Ueberschriften im ersten "Theile 
u.8.w. Die Abschnitte endlich zerfallen in die einzelnen Tafeln, von de- 
nen jede ihren besonderen Titel hat, welcher die vorkommende Specialität 
bezeichnet (z.B. rationale oder irrationale algebraische Functionen) und 
zugleich die Integrationsgrenzen angiebt. 

Der vorliegende, 572 Seiten zählende Quartband enthält nur einfache 
bestimmte Integrale; vielleicht bestimmt die Anerkennung, welche derselbe 
überall finden wird, den Verfasser zu einer Fortsetzung seiner Arbeit. Bei 
physikalischen und mechanischen Problemen kommen doppelte, drei- und 
mehrfache Integrale so häufig vor, dass eine Tafel für diese ganz besonders 
wünschenswerth erscheint; dieselbe würde übrigens von bedeutend gerin- 
gerem Umfange sein. SCHLÖMILCH. 
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Recensionen. 


Grundzüge einer Elementar - Arithmetik. Ein Lehrbuch für Gymnasien 
und höhere Bürgerschulen von Dr. Hermann Schwarz. Hagen, 
Druck und Verlag von Gustav Butz. 1859. 
Nach den verschiedenen Schriften, mit welchen der Verfasser die 
mathematische Literatur schon bereichert hat, und unter welchen gleich 
der „Versuch einer Philosophie der Mathematik,‘‘ Halle 1853, beim ersten 
Erscheinen die regste Aufmerksamkeit erweckt hat, war es dem Referenten 
interessant, auch die elementaren Theile der Mathematik von derselben An- 
schauung aus bearbeitet zu sehen, welche in dem genannten Buche freilich 
noch in etwas gezwungener Sprache durchdringt. Dieses vorläufige Interesse 
hat sich, wir beeilen uns es zu sagen, bei der genauen Lectüre des vorlie- 
genden Werkchens im vollsten Maasse gerechtfertigt, und mit wahrem Ver- 
gnügen sind wir den logisch strengen Entwickelungen gefolgt, die in ange- 
nehmer, von Hegel’schen Floskeln gereinigter Sprache dem Leser entge- 
gentreten. Keferent glaubt deshalb auch nicht anstehen zu dürfen, in eine 
etwas genauere Besprechung eines Buches einzugehen, welches bei der nur 
zu leicht begreiflichen, durchaus unwissenschaftlichen Aufregung, welche 
alle Theile unseres Vaterlandes erfasste und in Spannung erhält, gar leicht 
weniger bekannt werden dürfte, als es gewiss sollte. Es kann dabei der 
unparteiischen Würdigung des Werkchens keinen Eintrag thun, dass das- 
selbe, wie der Verfasser so freundlich war, gegen mich zu äussern, zum 
Theil unter Benutzung meiner Schrift desselben Titels entstanden ist. 
Im Gegentheil wird diese theilweise Uebereinstimmung, und um so mehr 
theilweise Abweichungen Gelegenheit bieten, manche Bemerkung auszu- 
sprechen. 
Der reiche Inhalt des etwa 25 Bogen starken Buches umfasst weit 
„mehr, als früher unter dem Namen Elementarmathematik vereinigt wurde. 
Die wissenschaftliche Behandlung der Elemente geht in neuerer Zeit mit 
Recht von der Ansicht aus, dass es nicht ein blos äusserlicher Unterschied 
ist, der zwischen niederer und höherer Mathematik existirt, dass die Ver- 
schiedenheit vielmehr eine in der Sache selbst begründete ist, und deshalb 
Literaturzig. d. Zeitschr. f, Math, u, Phys. IV, 6 
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auch die Nothwendigkeit bedingt, schärfer als sonst zu trennen. Das 
sonstige Kriterium der Trennung des Leichteren von dem Schwierigeren 
ist geschwunden, und in Gefolge des neuen Sonderungsgrundes der Be- 
trachtung des Gewordenen und des Werdenden, des Constanten und des 
Veränderlichen, des Disereten und des Oontinuums mussten ganze Capitel 
der früheren Analysis den heutigen Elementen eingefügt werden. Es gilt 
dieses namentlich für die Lehre von den complexen Zahlen, welche sich 
ihre natürliche Stellung täglich mehr siehert, sowie auch von den zahlen- 
theoretischen Untersuchungen, welche kaum mehr entbehrt werden können. 
In beiden Beziehungen hat der Verfasser den strengsten Anforderungen 
genügt, in dem letzteren Capitel fast mehr als genügt. 

Der Grundgedanke, von welchem der Verfasser ausgeht, und welcher 
gleichfalls ein den besseren neueren Elementarwerken gemeinsamer ist, 
steht im Wesentlichen in der allmäligen Erweiterung des Zahlbegriffes 
von der absoluten ganzen Zahl ausgehend, bis zuletzt der Veränderliche 
erhalten wird, welcher jede Grösse sowie jede Richtung annehmen kann. 
Es werden nämlich die einzelnen Operationen der Arithmetik in der Art 
an einander gereiht, dass je zwei inverse Operationen auf einander folgen, 
dass die zweite immer die Unzulänglichkeit des Zahlenbegriffes beweist, 
welcher in der ersten vorlag, dass somit eine Veränderung jenes Begriffes 
nothwendig wird, welche rückwärts wieder auf eine Verallgemeinerung 
jener ersten Operation drängt, so dass dieselbe an den neuen Zahlen ge- 
prüft werden muss. Unterscheidend dürfte für das vorliegende Werk die 
frühzeitige Einführung des Begriffes der Incommensurabilität sein, welcher 
aus dem Verhältnissbegriffe hergeleitet wird, bevor die Ausziehung irratio- 
naler Wurzeln ihn nothwendig macht. Allein abgesehen von dieser prin- 
ceipiell gewiss weniger bedeutenden Abweichung ist, wie gesagt, der Gang 
des Verfassers der seit einer Reihe von Jahren in der strengen Wissen- 
schaft eingebürgerte. Referent selbst folgt diesem Gange, der in analyti- 
schem Fortschreiten vom Einfachen zum Complicirten seine grossen didac- 
tischen Vortheile besitzt. | 

Eine andere Frage ist alsdann die, ob naclhı der analytischen Ent- 
wickelung es nicht zweckmässig erscheinen dürfte, sämmtliche Operationen 
der Arithmetik nochmals synthetisch zusammenzufassen, und wie sie jetzt 
in allgemeinster Form nach allgemeinster Definition bekannt geworden, sie 
alle gleichmässig aus einem Gedanken herzuleiten. Die Frage dieser 
Zweckmässigkeit schien mir aber immer nur mit der Frage der Möglichkeit 
zusammenzufallen, und seit mir diese letztere sich herausstellte, hatte ich 
mehrfach Gelegenheit, diese Art von synthetischer Recapitulation in mei- 
nen Vorlesungen zu benutzen. Es möge mir daher gestattet sein, hier 
wenigstens eine Andeutung dieser methodisch wohl neuen Auffassung zu 
geben. Die Bildung der Zahl wird dabei als erste Operation, als Indivi- 
dualisirung von einer oder mehreren Einheiten bezeichnet. Von diesem 
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Anfange ausgehend, ergiebt sich die nächste Aufgabe, aus zwei Zahlen eine 
neue zu bilden, und zwar entweder so, dass das Gesetz der Bildung, wie es 
in der ersten Zahl schon existirt, beibehalten wird, und die zweite Zahl 
dieses Gesetz nur in vorgeschriebener Ausdehnung weiter anwendet (Addi- 
tion) oder so, dass die zweite Zahl das Gesetz vorschreibt, wie mit der 
ersten verfahren werden soll. Dann kann aber mit der ersten Zahl ent- 
weder additiv so verfahren werden, wie die zweite vorschreibt (Multiplica- 
tion) oder, nachdem diese Operation zur Kenntniss gelangt ist, multiplicativ 
(Potenzirung). Auf diese Weise erhalte ich sogleich die allgemeinsten 
Definitionen der einzelnen Operationen nebst ihrer, in ihnen einbegriffenen 
Inversen, ohne eine nachträgliche Erweiterung noch vornehmen zu müssen. 
Ich wiederhole übrigens ausdrücklich, dass ich diese Synthesis nicht der 
auch vom Verfasser benutzten Analyse substituire, sondern nur nachträg- 
lich ihr folgen lasse, ich benutze sie gewissermassen nur als mnemonischen 
Kunstgriff, um die allgemeinen Regeln, die in ihr so prägnant als kurz ent- 
halten sind, in einem Satze vereinigt zu haben. 

Mit Recht wohl hat der Verfasser sich erlaubt, einfache geometrische 
Begriffe bei der Darstellung der Arithmetik zu benutzen. Es kommt nur | 
darauf an, dass man Zahllinie und Zahlebene als Bild, als Beispiel ge- 
braucht, und dann ist es sicherlich wahr, was in der Vorrede ausgesprochen 
wir: dass man, wenn die Einführung jener geometrischen Begriffe umgan- 
gen werden soll, ‚entweder genöthigt ist, denselben andern, gleichfalls der 
„Empirie entnommenen Begriffe zu substituiren oder den vermuthlich we- 
nig dankbaren Versuch machen muss, durch metaphysische Erörterungen 
den Gang der mathematischen Entwickelung zu unterbrechen.“ Bei dieser 
Auffassung als blosses Beispiel fallen auch von selbst die Einwürfe, welche 
in neuester Zeit gegen die Theorie der complexen Zahlen erhoben werden 
wollen, welehe indessen auch in anderer Weise zu entkräften sind. Ein 
hauptsächlicher Einwurf bezieht sich nämlich darauf, dass eine conse- 
quente Weiterführung der Zahlenlinie und Zahlenebene nothwendig Raum- 
zahlen ergeben müsste, dass aber die bisherigen Versuche, diese Verallge- 
meinerung wirklich durchzuführen, nur Widersprüche hervorbrachten. Da- 
gegen können wir nun füglich bemerken, dass einestheils bisherige Frucht- 
losigkeit nicht den Schluss auf absolute Unfruchtbarkeit einer Methode zy- 
lässt, dass aber überdies eine solche Ausdehnung nicht einmal nothwendig 
ist, um die Richtigkeit der bisher erhaltenen Resultate zu erhärten. Kommt 
es doch so häufig in der Mathematik vor, dass bei Ausdehnung eines Be- 
griffes eine ganz andere Gedankenreihe auftritt, als man von vorn herein 
zu vermuthen berechtigt schien. . So lässt sich ein einfaches, ein doppelt 
bestimmtes Integral durch räumliche Vorstellung versinnlichen; beim drei- 
fachen Integral muss schon der der Räumlichkeit fremde Begriff der Dich- 
tigkeit hinzutreten,. wenn man eine Versinnlichung beabsichtigt; bei noch 
mehrfachen Integralen endlich muss man auf eine solche Versinnlichung 
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ganz verzichten. Müssten unsere Gegner im Gebiete der complexen Zah- 
len, wenn sie consequent sein wollten, nicht auch sagen: die Deutung, 
welehe man dem einfachen, dem doppelten Integrale beilegt, kann nicht 
für gerechtfertigt gelten, weil sie beim dreifachen Integrale schon nicht 
mehr allein ausreicht, beim vierfachen uns ganz im Stiche lässt? 

Ich wende mich zu Einzelheiten, welche in nicht geringer Zahl eine 
Erwähnung verdienen, so dass ich nur eine knappe Auswahl des Wich- 
tigsten zu treffen gedenke. 

Gleich am Anfange des Buches bei der Definition der Grösse und nicht 
minder im grössten 'Theile seines Verlaufs vermisse ich das Unendlich- 
grosse. Es ist sicher keine Vergesslichkeit des Verfassers die Ursache 
dieser Auslassung, allein mir wenigstens ist es nicht möglich, einen Grund 
abzusehen, wesshalb dieser der ganzen Mathematik so wesentliche Begriff 
aus den Elementen entfernt gehalten werden soll; warum man seine Ent- 


. « ®. da . . . .. 
stehung aus der Division „) ignoriren soll, wenn man ihn doch später 


braucht, wenn man (S. 207) x* für &>1 bei wachsendem n eine unendlich 
grosse Grösse nennt, und auch den Begriff des sogenannten Unendlichklei- 
nen in Betracht zieht. Es klingt dieses ganz besonders wunderbar, wenn 
man besonders (8.506 flg.) die Theorie der unendlichen Reihen in strengster 
Weise angebahnt findet, welche weit eher den Elementen fremd ist, wenn 
man besonders (S. 211) auf das vortrefflich ausgedrückte Fundamental- 
theorem der Reihenentwicklung trifft: ‚‚Bezeichnet X irgend einen ge- 
„schlossenen Ausdruck, und ist es durch irgendwelche arithmetische Ope- 
„rationen möglich, denselben in zwei Theile zu zerlegen, von denen einer 
„eine Reihe ist, deren Gliederzahl beliebig gross genommen werden kann, 
„und der andere eine Grösse, die mit wachsender Gliederzahl der Reihe un- 
„begrenzt abnimmt, so kann man den zweiten Theil vernachlässigen, sofern 
„die Gliederzahl der Reihe unbegrenzt angenommen wird, d.h. der Ausdruck 
„X ist die Summe der auf diese Art resultirenden unendlichen Reihe.“ 
Hingegen kann ich nur beifällig erwähnen, dass (S. 2) ausdrücklich 
besprochen wird, dass die Eins eine Zahl sei. Haben doch bis in die letzten 
Jahre einzelne Autoren die Behauptung des Gegentheils wieder aufgestellt. 
Giebt es doch noch immer Leute, die mit dem Kopf gegen die Felswand zu 
rennen versuchen und, während sie mit blutender Stirn zurücktaumeln, 
noch läugnen, dass der Monolitlı eine Mauer gewesen, weil sie es mit Ge- 
mäuer verwechseln, weil sie nicht an den Unterschied von Anzahl und 
Mehrzahl denken. Es war deshalb wohl zweckmässig, mit klaren Worten 
jener unrichtigen Ansicht entgegenzutreten, deren ganze heutige Berech- 
tigung nur darin liegt, dass sie in früheren Zeiten berühmte Vertheidiger 
besass, von denen ich nur Boethius und ganz besonders Lucas Paceioli 
nennen will. Letzterer sagt am zuversichtlichsten : Numero e una multitudine 
de unita compostla, et essu unila non e numero: ma ben principio de eiascun numero. 
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Wenn (8. 8) die doppelte Auffassung der Subtraktion dahin ausge- 
sprochen wird, dass man entweder frage, wie viele Einheiten dem Minuen- 
dus abgezählt werden, damit der Subtrahendus übrig bleibe, oder wie viele . 
Einheiten dem Subtrahendus zugezählt werden müssen, damit der Minuen- 
dus herauskomme, so ist diese Ausdrucksweise doch wohl nicht klar genug. 
Mir scheint die Unterscheidung präeiser, wonach das eine Mal gefragt wird, - 
wie viel Einheiten übrig bleiben, wenn der Subtrahendus von dem Minuen- 
den abgezählt wird und das andere Mal, wie viele Einheiten dem Subtra- 
henten zugezählt werden müssen, damit der Minuendus herauskomme. 
Jedenfalls ist aber überhaupt anzuerkennen, dass die doppelten Autfassun- 
gen der Subtraktion und der Division (S. 51) so ausdrücklich erwähnt 
werden. Letztere ist ganz besonders hübsch charakterisirt, wie die ganze 
Division zu den gelungensten Theilen des Buches gehört, mit einziger Aus- 
nahme einer Stelle (S. 60), wo irrthümlich angegeben ist, es sei nicht 
absolut nothwendig, Division und Dividend nach demselben Gesetze zu 
ordnen. 

Im Gefolge der Subtraktion treten natürlich die entgegengesetzten 
Zahlen auf, welche auch zu Betrachtungen über algebraische und über ab- 
solute Zahlen führen. Von dem vielen Vortrefflichen, welches in diesem 
Capitel sich findet, hebe ich die Bemerkung hervor, wonach die absolute 
Zahl die Einheit in einem bestimmten Sinne setzt, ohne dass man sich 
dessen bewusst ward, dass die Einheit auch ein Setzen im entgegengesetzten 
Sinne zulasse, dagegen die positive Zahl das Bewusstsein dieser Möglich- 
keit einschliesse (S. 13, Anmerkung). Endlich erwähne ich noch den Be- 
weis, dass dieselbe Zahl durch die Differenz « — b wie durch die Summe 
des positiven «a und des negativen b erhalten wird (S. 23), welcher die Be- 
merkung rechtfertigt, dass es gleichgültig ist, ob man die Zeichen + — als 
Rechnungszeichen oder als Vorzeichen fasst (8. 20, 22, 24). Nur mit dieser 
Rechtfertigung ist ein derartiges Schwanken der Bedeutung auch theore- 
tisch zu vertheidigen, während sonstige Autoren oft praktisch und unbe- 
wusst zu dieser Zeideutigkeit gelangten, welcher gegenüber es dann ge- 
wiss vorzuziehen ist, wenn man die Zeichen + — nur in einer einzigen 
Bedeutung benutzt. Analog zu diesem bei strenger Entwickelung also un- 
entbehrlichen Satz, den ich noch in keinem andern Werke in solcher 
Durchführung antraf, ist auch bei der Rechnung mit Brüchen besonders 
nachgewiesen (S. 140), dass Multiplication mit einem Bruche der Division 


* i . . . a 1 . 
gleichbedeutend ist, oder in Zeichen, dass «:n = ee indem a:n 


d . . . . .o 2 . 
und — die zwei verschiedenen Auffassungen der Division bezeichnen, auf 
n 


welche ich schon aufmerksam gemacht habe. 
Eine eigenthümliche Stellung nehmen die zahlentheoretischen Unter- 
suchungen ein, welche noch vor der Bruchrechnung auftreten. Doch möchte 
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ich es nicht gerade ein Vorgreifen nennen, indem allerdings die Sätze von der 
Theilbarkeit der Zahlen die Ausführung einer Division, welche in ganzen 
Zahlen nicht aufgeht, nicht vorauszusetzen braucht, indem nur die Reste 
einer solchen Division berücksichtigt werden; und was von Potenzresten 
gegeben ist, bezieht sich auch nur auf Potenzen mit ganzen positiven Ex- 
ponenten, wie sie schon (S. 42) als abgekürzte:Multiplicationsbezeichnung 
eingeführt werden. ‚Das Unentbehrlichste aus der Zahlentheorie“* (8. 91 
bis 135) dürfte demnach einen zwar weniger gewöhnlichen, aber deshalb 
grade nicht ungeschickten Platz einnehmen, und auch darüber wird mit dem 
' Verfasser kaum zu rechten sein, was aus diesem Kapitel als unentbehr- 
lich, was als entbehrlich anzusehen wäre. Das zu Viel ist dem zu Wenig 
sicherlich vorzuziehen, und so wollen wir dem Verfasser die vielen Kenn- 
zeichen der Theilbarkeit durch 9, 11, durch 7, 11, 13, durch 73, 137 u. s. w. 
(S. 199 Ag.) nicht zum Vorwurfe machen, da sie ganz hübsche Beispiele 
eines Principes abgeben, welches dem Schüler eingeschärft zu werden ver- 
dient. ' 
Wenn ich soweit in voller prineipieller Uebereinstimmung mit dem 
Verfasser ‚stehe, so muss ich mich jetzt über einen Punkt aussprechen, in 
welchem derselbe gegen mich zu polemisiren scheint. Der Begriff des 
Buches wird (8. 137, Anmerkung) aus dem der Veränderlichkeit der Einheit 
abgeleitet, wozu das ganz passende Beispiel gewählt ist, dass 42 sowohl als 
42 Einsen wie auch als 7 Sechsen aufgefasst werden kann. Daraus er- 
gebe sich, dass bald die primäre, bald die secundäre Einheit als Einheit für 
den concreten Fall genommen werden könne, dass alsdann die secundäre 
Einheit entweder als Vielfaches der primären, oder die primäre als aliquo- 
ter Theil der secundären auftrete. Nun heisst es weiter: ‚‚dass nicht jede 
„empirische Einheit getheilt werden kann, kommt nicht in Betracht, ja 
„(wenigstens für die Theorie) nicht einmal, dass andere empirische Ein- 
„heiten die Eigenschaft unbegrenzter Theilbarkeit haben. Vielmehr be- 
„grifflich genügt es, dass die abstrakte Einheit sich im Verlaufe der wis- 
„senschaftlichen Entwickelung als veränderlich zeigt und daher als abso- 
„lute zu gelten aufhört.“ Es scheint damit auf die Entwickelung des 
Bruchbegriffes aus der unendlichen Theilbarkeit der Materien angespielt 
zu sein, wie andere Autoren und auch ich sie geben. Ich darf dieselbe da- 
her wohl einigermassen vertheidigen. Zuerst könnte ich mich auf die 
schon angeführten aus der Vorrede des Verfassers beziehen, in welchen er 
die Nothwendigkeit zugiebt, Begriffe aus der Empirie zu entnehmen, um 
sie als Bild zu gebrauchen. Sodann aber muss ich besonders hervorheben, 
dass bei der frühzeitigen Berufung auf die unendliche Theilbarkeit auch 
der Begriff des Continuums frühzeitig geweekt wird, und somit bei der Ent- 
wickelung des Bruches das Verständniss der Incommensurabilität von Grös- 
sen derselben Art vorbereitet wird, ein Vortheil, den man entbehrt, wenn 
man das Verfahren einschlägt, welches den Inhalt der erwähnten Anmerk- 
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ung bildet, und dem man an sich die scharfsinnige Erfindung nicht abspre- 
chen kann. 

Aus demselben Capitel möchte ich noch lobend hervorheben, dass 
beim Reduciren eines Bruches ($. 155) zuerst bewiesen ist, dass es wirklich 
immer einen reducirten Bruch giebt. Ferner den allgemeinen Satz, dass 
a-t c 
b+c 


reichsten ist, weil er die Unterscheidung, ob «a zb überflüssig macht. Die 


2 a . . . 
zwischen n und 1 liegt (S. 172), welcher in dieser Fassung am lehr- 


Ensı Ci, &i a 2: £ 
— : — wird, wie gewöhnlich, so gelehrt (S. 161), dass 


Division der Brüche : 
b_ d 


c ze 
man sagt, um von — zur 1 überzugehen, bedarf es der Multiplication mit —. 
c 
Aion sus u . c a 
Von 1 zu = führt Multiplication mit G Folglich führt von ZT Mul- 


sie. da L ö 
tiplication mit Be welches daher der gesuchte Quotient ist. Etwas 


natürlicher ergiebt sich vielleicht die Regel, wenn man auch hier wie bei 
ganzen Zahlen die Division als fortgesetzte Subtraction auffasst, wie ich 
auf die Bemerkung eines meiner Zuhörer es schon seit einigen Semestern 
zu thun pflege, und wie es namentlich mit der Ansicht des Verfassers über 
Entstehung der Brüche übereinstimmen würde. Ich frage nämlich, wie oft 


C . [4 . .. . . ® .. * 
7 sich von ne abziehen lässt und bringe dazu die beiden Brüche auf ge- 


a x be ad i 
meinsamen Nenner: dann wird bei nl und ud der Nenner eben nur eine 
2 
Benennung der Einheit sein, wie Fuss, Zoll u. s. w., es wird also der Quo- 


nn ad ! ? 
tient m erscheinen müssen. 
c 


Als speciellere Brüche werden in weiteren Paragraphen die Decimal- 
brüche, sowie die Kettenbrüche vorgeführt. Bei ersteren vermisse ich den 
Grund, wesshalb bei der Addition (8.174) nicht erst auf einen gemeinsamen 
Nenner reducirt wird, wie es doch bei Brüchen Regel ist; einen Grund, der 
eben so einfach ist, wie er selten angegeben wird, und der darin besteht, 
dass jene Zurückführung durch bloses Anhängen von Nullen erreicht wird, 
welche alsdann bei der Addition irrelevant sind, und darum in praxi nicht 
geschrieben zu werden brauchen. Die abgekürzten Methoden, worunter 
Fourier’s geordnete Division, lehnen sich, wie der Verfasser ausdrücklich 
bemerkt (S. 190) an den bezüglichen Abschnitt von J. H. T. Müller’s 
Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik an und verbreiten sich über diesen 
Gegenstand mit nothwendiger Ausführlichkeit. Die Theorie der Ketten- 
brüche ($. 215) ist mit ganz besondererer Vorliebe bearbeitet und findet 
auch später (8. 284— 291) noch Anwendung auf Wurzelausziehungen, wie 
in Elementarwerken wohl selten gelehrt wird. | 
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Die nächste Folge von dem tieferen Eingehen in die Lehre von den 
Kettenbrüchen ist aber die Erklärung der incommensurabeln Grössen 
(8. 235), welche als unendliche Kettenbrüche aufgefasst werden, deren Ver- 
hältniss zur Einheit also weder durch eine ganze Zahl, noch durch einen 
Bruch genau dargestellt werden kann. Auch hier herrscht durchaus die 
erforderliche Gründlichkeit, welche zumal in dem Satze (S. 245) an den 
Tag tritt, welcher die Ausdehnung auf incommensurable Verhältnisse aus- 
spricht, wofern Etwas für alle möglichen commensurablen Verhältnisse gilt. 

In Beziehung auf den ganzen folgenden Abschnitt (S. 247 — 333), der 
mit eigentlichen Irrationalzahlen, sowie mit complexen Zahlen sich beschäf- 
tigt, kann ich Nichts weiter bemerken, als dass der Verfasser hier durch- 
aus auf dem neueren Standpunkte steht, dass also dieser Theil sich wenig 
von den entsprechenden Theilen anderer Werke unterscheidet, die densel- 
ben Ansichten huldigen. Nur in Zusammenhang mit der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen, welche bis zum vierten Grade genauer ($8. 333 bis 
378), dann für höhere Grade nach Fourier’s geordneter Division mit ver- 
änderlichem Divisor (S. 378 — 387) gelehrt wird, muss ich noch auf eine 
Vergesslichkeit aufmerksam machen. Der Verfasser stellt nämlich (S8.335) 
den Satz auf:",‚Durch eine Gleichung, sofern dieselbe keine identische ist, 
wird der Werth einer Unbekannten vollständig bestimmt,“ während er 
doch schon früher (8. 326) das Beispiel Yy3a — 1— Yz—4=y72+2 
anführt, welches einen Widerspruch enthält und deshalb keine Auflösung 
erlaubt, worauf er dann (S. 336 und 347 flg.) nochmals znrückkommt. Es 
wäre daher auch bei dem Ausspruche jenes Satzes neben der Ausnahme 
identischer Gleichungen noch die widersprechender Gleichungen einzu- 
schalten. 

Wenn ich mir hiermit erlaubt habe, Manches aus dem Zusammenhange 
zu reissen, mitunter auch Bemerkungen einfliessen zu lassen, welche nicht 
gerade direct auf das besprochene Buch sich beziehen, sondern nur an das 
Material desselben sich anschliessen, so wird doch die getroffene Auswahl 
schon genügen, um darzuthun, dass der Verfasser einen wirklich glückli- 
chen Wurf gethan, und ich bedauere nur, neben dem Inhalte nicht auch 
gleichmässig die Sorgfalt des Druckes loben zu können. Auf der letzten 
Seite ist eine stattliche Anzahl von Druckfehlern bereits angegeben und 
noch einen nicht unbedeutenden Zuwachs derselben wird Jedem das auf- 
merksame Studium des Werkes selbst liefern. Möge diesem Mangel bei 
späteren Auflagen abgeholfen werden. | CANTOR. 
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Theorie der Festigkeit gegen das Zerknicken, nebst Untersuchungen über 
die verschiedenen inneren Spannungen gebogener Körper und 
über andere Probleme der Biegungstheorie, mit praktischen An- 
wendungen; von Dr. HzrMAnN SCHEFFLER, Baurath. Mit 84 in 
den Text eingedruckten Holzschnitten. Braunschweig, Verlag 
der Schulbuchhandlung, 1858. 

Die vorliegende Schrift des durch mehrfache verdienstliche Arbeiten 
auf dem Gebiete der reinen und angewandten Mathematik bereits rühmlich 
bekannten Verfassers gewährt noch mehr, als der etwas umfängliche Titel 
verspricht; sie enthält auf 138 Seiten eine mit Rücksicht auf das praktische 
Bedürfniss ziemlich vollständige Theorie der Gleichgewichtsformen und 
Spannungsverhältnisse gebogener prismatischer Körper. Unter Zugrunde- 
legung der bei der Theorie der sogenannten relativen Festigkeit gültigen 
Annahmen werden die bei Einwirkung beliebig gerichteter Kräfte eintre- 
tenden Biegungen genauer untersucht, wobei sich eine Reihe zum Theil 
neuer wichtiger Fragen ergiebt, die mittelst der Grundgesetze der Elastici- 
tät ihre Erledigung finden. Die folgende Inhaltsangabe soll dazu dienen, 
die Reichhaltigkeit dieser Untersuchungen näher darzulegen. 

Da die usuellen Formeln der Biegungstheorie hauptsächlich in dem 
Falle, wo prismatische Körper von Longitudinalkräften affızirt werden, mit 
den Erscheinungen der Wirklichkeit nicht nur nicht übereinstimmen, son- 
dern theilweis damit in offenbarem Widerspruche stehen, so zieht der Ver- 
‘ fasser zuerst die sogenannte Festigkeit gegen das Zerknicken unter An- 
wendung neuer Hülfsmittel in den Bereich seiner Betrachtung: Es wird 
dabei die gewöhnliche Voraussetzung, dass die neutrale Fiberschicht gebo- 
gener Stäbe durch die Schwerpunkte der einzelnen Querschnitte gehe, eine 
Annahme, die sich nur für den Fall, wo die biegenden Kräfte normal auf 
der Längenrichtung des Stabes stehen, aufrecht erhalten lässt, völlig bei 
Seite gelegt, und zunächst die Form der die Schwerpunkte aller Quer- 
schnitte enthaltenden geometrischen Axe genauer untersucht. Die $$.3—5 
geben die Formeln für die geometrischen Eigenschaften dieser krummen 
Linie, sowie die darauf bezogene Lage der neutralen Curve und die Grösse 
der biegenden Kraft, abhängig von der Grösse der Biegung. Hierauf wen- 
det sich die Untersuchung zu dem Bruche durch Zerkniekung und führt zu 
dem Schlusse, dass in allen Fällen der Wirklichkeit, wo der Bruch mit 
einer Biegung von fest bestimmter Grösse verbunden ist, die brechende 
Kraft nicht genau durch die Schwerpunkte der äussersten Querschnitte 
gehen kann ($. 6). Der Verfasser stellt daher rücksichtlich der Lage der 
Angriffslinie der biegenden Kraft, welche Lage wegen Compression der 
Enden des gebogenen Stabes mit der Länge desselben und der Grösse der 
Kraft veränderlich sein muss, eine Hypothese auf, durch welche die Re- 
sultate seiner rationellen Formeln mit den Ergebnissen der bekannten Hodg- 
kinson’schen empirischen Formeln in eine für die Praxis ausreichende 
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Uebereinstimmung gebracht werden. Durch vier für die am häufigsten 
vorkommenden praktischen Fälle berechnete Tabellen wird diese Ueberein- 
stimmung nachgewiesen ($. 7), so dass nun an die vorher berechneten For- 
meln die nöthigen Correktionen angebracht werden können ($. 8—10). In 
einer den vorhergehenden Betrachtungen analogen Weise werden in $. 11 
und 12 die Biegungen und der Bruch unter der Wirkung schräger Druck- 
kräfte (wo der Winkel zwischen der Richtung der biegenden Kraft und der 
Axe des Stabes < 90°), und im $. 13 unter der Wirkung schräger Zugkräfte 
(für Winkel > 90°) untersucht, woran sich im $. 14 der für die Praxis wich- 
tige Fall eines durch zwei parallele Kräfte gebogenen Stabes anreiht, von 
denen die eine drückend, die andere ziehend wirkt. Endlich knüpfen sich 
hieran einige Bemerkungen über den Fall, wo ein Stab von mehreren iso- 
lirten oder auch von stetig über seine Länge vertheilten schrägen und in 
beliebigen Richtungen wirkenden Kräften affızirt wird ($. 15). — Die bis 
hierher gewonnenen theoretischen Resultate werden in den $$. 16— 19 auf 
die in neuerer Zeit zu Eisenbahnbrücken so vielfach benutzten schmiede- 
eisernen Gitterbalken angewendet. Neu sind dabei namentlich die Unter- 
suchungen über die in den Gitterstäben vorhandenen Spannungen, aus wel- 
chen rationelle Formeln für die Dimensionen dieser Stäbe hervorgehen. 
Naturgemäss schliessen sich hieran die analogen Betrachtungen über die 
inneren Spannungen in gebogenen Körpern von zusammenhängender Masse, 
z. B. in den beim Brückenbau ebenfalls häufig verwendeten Blechbalken 
(S.20— 25), woraus theilweis neue Resultate für die Dimensionen der Blech- 
wände gewonnen werden. Da’bei diesen Untersuchungen die gebogenen 
Balken immer als in zwei Enden unterstützt angesehen wurden, so leitet 
der Verfasser noch in höchst einfacher Weise aus der bekannten Abhängig- 
keit des Elastieitätsmomentes und des Krümmungshalbmessers der neutralen 
Linie eines gebogenen Stabes mehrere Sätze ab, mittelst deren jedes für 
einen Balken mit zwei unterstützten Enden gültige Biegungsgesetz auf 
einen Balken mit mehreren Stützpunkten erweitert werden kann ($. 26). 
Diese Sätze werden zur allgemeinen Bestimmung der Widerstände der 
Stützpunkte ($. 27), sowie zur Lösung der Aufgabe benutzt, die Kräfte 
zu bestimmen, durch welche die Biegung eines Balkens nach einer ge- 
gebenen Curve ermöglicht wird ($. 28). — Den Schluss der Schrift bildet 
eine Erörterung des Einflusses, welchen die Verschiebung der Längen- 
fibern eines gebogenen Körpers auf dessen Biegungs- und Brechungs- 
erscheinungen ausübt. Da nämlich die Theorie der inneren Spannun- 
gen eines gebogenen Körpers von zusammenhängender Masse das Vor- 
handensein von Kräften nachgewiesen hatte, welche auf Verschiebung sei- 
ner Längenfibern wirken, so konnte die gewöhnliche Annahme nicht länger 
aufrecht erhalten werden, dass ein nach der Biegung normal zur neutralen 
Linie gelegter Querschnitt nur solche Punkte in sich enthalte, welche be- 
reits vor der Biegung in einer normal zur Axe gelegenen Ebene enthalten 
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waren. Der Verfasser unterwirft deshalb die Deformationen, welche die 
Normalschnitte unter Verschiebung der Längenfibern erleiden, sowie die 
dadurch bedingten Abänderungen der Biegungs- und Breehungsverhältnisse 
einer strengen mathematischen Untersuchung (8. 29 — 34). Wenngleich 
hierbei das Resultat-gewonnen wird, dass die Verschiebung der Fibern 
einen so unerheblichen Einfluss auf die Biegung und Tragfähigkeit der 
Balken äussert, dass dadurch die gewöhnliche Annahme als eine für die 
Praxis ausreichende Approximation gerechtfertigt ist, so behält doch die 
hierher gehörige Untersuchung den hohen Werth, die Zulässigkeit dieser 
Annäherung an die Wahrheit zur Evidenz gebracht zu haben. | 
Man wird aus dieser Inhaltsangabe ersehen, dass der Verfasser einer- 
seits den ihm vorliegenden Stoff so vollständig beherrscht, dass wohl kaum 
irgend eine bedeutsame auf die Biegungstheorie bezügliche Frage seiner 
Aufmerksamkeit entgangen sein dürfte, andererseits aber die Resultate 
seiner theoretischen Erörterungen in fortwährende Beziehung zu den An- 
forderungen der Praxis zu bringen weiss, so dass dem Inhalte seiner Schrift 
ein gleicher Werth in wissenschaftlicher wie in praktischer Beziehung zu- 
kommt. Für Leser, welche den technischen Anwendungen der Mathematik 
näher stehen, hat Referent nicht nöthig, nach dieser Seite hin die Wichtig- 
keit des Scheffler’schen Buches besonders hervorzuheben, da sich bei ihnen 
der Name des Verfassers bereits einen guten Klang erworben hat. Aber 
auch der Theoretiker wird dasselbe nicht unbefriedigt aus der Hand legen; 
er wird darin neben vielen neuen Gesichtspunkten und einer durch Eleganz 
und Strenge sich empfehlenden mathematischen Analyse mancherlei An- ' 
regung zu weiteren theoretischen Untersuchungen finden. O. Forr. 


Die Auflösung der algebraischen und transcendenten Gleichungen mit 
einer und mehreren Unbekannten in reellen und complexen 
Zahlen nach neuen und zur praktischen Anwendung geeigne- 
ten Methoden. Von Dr. HERMANN SCHEFFLER, Baurath. Braun- 
schweig, Schulbuchhandlung (Vieweg), 1859. 

- Unmittelbar nach dem Erscheinen des vorliegenden Werkes schrieb 
Herr Professor Spitzer an die Redaction, dass die Methoden des Verfassers 
im Wesentlichen mit denen übereinstimmten, die er im Jahre 1851 bekannt 
gemacht habe; gleichzeitig übersandte. Herr Baurath Scheffler folgende 


*) Nur gegen die Begründung der Formel (59), sowie der hieraus abgeleitete (130) 
könnten einige Bedenken erhoben werden, die sich jedoch erledigen, wenn man, was 
wohl auch mit der Ansicht des Verfassers übereinstimmt, erstere als eine blosse Hy- 
pothese ansieht, welche aufgestellt ist, um die theoretischen Resultate mit den Ergeb- 
nissen der Hodgkinsonschen Versuche in Einklang zu bringen. 
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Erklärung. 

„Nachdem ich vom Herrn Regierungsrath v. Ettinghausen zu Wien 
benachrichtigt bin, dass Herr Professor Spitzer-daselbst sich darüber be- 
schwere, dass ich in meiner vor Kurzem erschienenen Schrift über die Auf- 
lösung der Gleichungen seiner früheren Arbeiten über diesen Gegenstand, 
welche in einigen der K. K. Akademie der Wissenschaften überreichten 
Abhandlungen, insbesondere aber in der Schrift über die allgemeine 
Auflösung der Zahlengleichungen vom Jahre 1851 niedergelegt 
seien, nicht erwähne, obgleich ihm doch für gewisse Operationen das Prio- 
ritätsrecht der Erfindung gebühre; so beeile ich mich, hierauf folgende Er- 
klärung abzugeben: 

Die fraglichen Arbeiten des Herrn Professor Spitzer waren mir 
nicht bloss ihrem Inhalte nach völlig unbekannt; ich hatte auch nicht ein- 
mal Kenntniss von ihrer Existenz überhaupt. Ob dies mehr durch eine un- 
vollkommene buchhändlerische Verbreitung jener Schriften, oder durch 
eine ephemere Besprechung derselben in den Journalen, oder durch die 
allgemeine Ablenkung der Aufmerksamkeit in jenen politisch bewegten 
Zeiten veranlasst ist, muss ich dahingestellt sein lassen, und kann nur be- 
dauern, dass es unter solchen Umständen für mich eine Unmöglichkeit war, 
die Verdienste des Herrn Professor Spitzer hervorzuheben. 

‚Was die Sache selbst betrifft, so überzeuge ich mich durch die mir 
jetzt vorliegende oben erwähnte Schrift, dass in Beziehung auf die Verall- 
gemeinerung der Horner’schen Methode behuf Berechnung der complexen 
Wurzeln einer Gleichung mit einer Unbekannten und der Wurzeln eines 
Systems von Gleichungen mit mehreren Unbekannten dem Herrn Professor 
Spitzer die Priorität gebührt. Ob nun die Unbekanntschaft mit den Un- 
tersuchungen des gedachten Herrn hinsichtlich derjenigen Partieen meiner 
Schrift, welche mit jenen Grundgedanken kongruiren, für die Wissenschaft 
insofern von Nutzen gewesen sei, als zwei selbstständige Forschungen auf 
demselben Gebiete eigenthümliche Details der Entwicklung darbieten, über- 
lasse ich der kritischen Vergleichung der Sachkenner. 

Braunschweig, den 9. Juni 1859. 

Dr-H. Sekeftflor‘ 

Hiernach durfte eine ausführliche Besprechung des vorliegenden Wer- 
kes überflüssig erscheinen. Dass von einem Plagiate nicht die Rede sein 
kann, versteht sich bei dem durchaus ehrenwerthen Charakter des Verfas- 
sers von selbst und es ist nur zu bedauern, dass die Spitzer’sche Schrift 
ausserhalb Oesterreich so wenig bekannt geworden ist, wie dem Unter- 
zeichneten auch von anderen Seiten her mehrfach bestätigt wurde. 

SCHLÖMILCH. 


Literaturzeitung. 71 


naneennnn 








Die Anwendung der Algebra auf Geometrie Eine Anleitung zum Auf- 
lösen geometrischer Aufgaben vermittelst der algebraischen Ana- 
lysis. Von W. Berkuan, Oberlehrer am Gymnasium zu Blanken- 
burg. Halle, Schmidt. 

Der Natur der Sache nach wird man von einem Buche, welches „Leh- 
rern und Schülern hinlängliches Material liefern‘ soll, keine besondere 
Originalität verlangen; stufenweiser Fortschritt vom Leichten zum Schwe- 
ren und gute Darstellung dürften die einzigen ganz berechtigten Forderun- 
gen sein. In der ersten Beziehung haben wir nichts gegen des vorliegende 
Werkchen zu sagen, mit der Darstellung aber sind wir nicht durchweg ein- 
verstanden. Sehr häufig stellt der Verfasser mehrere ganz verschiedene 
Lösungen einer.und derselben Aufgabe neben einander, wie es kommt, 
ohne den inneren Zusammenhang derselben nachzuweisen. Ein solcher 
Nachweis ist aber gerade das pädagogisch Wichtigste. Wenn bei der einen 
Behandlung eine complicirte, bei der andern eine einfache Endformel zum 
Vorschein kommt, so ist dies doch kein Zufall und die Aufsuchung des 
Grundes dieser Erscheinung hat gerade sehr viel Lehrreiches; bei einiger 
Uebung darin lernt man nämlich eine Aufgabe geschickt anfassen. . Auf 
S.88 erklärt der Verfasser sogar bei derselben Aufgabe, die man auf $. 120 
in Jahrgang I. der Zeitschrift findet, die algebraische Auflösung sei zu 
complieirt und folgende geometrische einfacher. Das heisst freilich, sich 
die Sache compilatorisch leicht machen, während es Pflicht des Verfassers 
gewesen wäre, diejenige algebraische Auflösung zu suchen, welche der geo- 
metrischen Lösung adäquat ist. — Einen besondern pädagogischen Werth 
können wir hiernach der Berkhan’schen Schrift nicht zuerkennen, sie ent- 
hält indessen auf kleinem Raume ziemlich viel Material (86 Aufgaben), 
welches manchem Lehrer willkommen sein wird. | 
SCHLÖMILCH. 
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Crelle LVI, 314. 
Sur les fonctions elliptiques et sur la theorie des nombres. Kronecker. Journ. 
Mathem. XXIII, 269. 
Ueber einige Gattungen elliptischer Integrale. Röthig. Crelle LVI, 197. 
Vergl. Gleichungen 360, Rectification. 
Euler’sche Summenformel. 


Ueber die Darstellung gewisser Functionen durch die Euler’sche Summenformel. 
Lipschitz. Crelle LVI, 11. 


Evolution. 
Equation des developpees en coordonnees lineaires. Dewulf. N,ann.math. XV II,428. 
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. Ueber den Quotienten zweier Facultäten. Schlömilch. Zeitschr. Math, Phys. 


11922: 
Functionen, 


Sur le nombre des vuleurs que peut acquerir une fonction quand on permute ses va- 
riables de toutes les manieres possibles. E. Mathieu. Compt.rend. XLVII, 698. 

Ueber den Grenzwerth von n (ar ie 1) für n=o@. Schlömilch. Zeitschr. 
Math. Phys. Ill, 357. 

Versuch einer Erweiterung der Begriffe von cos x und sin®. Beyssell. Grun. 
Archiv XXXI], 299. 

Sur la marche des vuleurs d’une fonction implieite ei par une equation algebrique. 
Marie. Compt.rend. XLVII, 145. 

Sur les fonctions Xn de Legendre. E. En RRLE. Oompt. rend. XLVII, 917 [vgl. 
Nr. 206 

Veregl. el reN var. Funetionen, Elliptische Funetionen, Kugelfunetionen, 
Lame' sche Functionen, Ster cometrie 459, Ultraelliptische Functionen. 


&. 
Geodäsie. | 
Berichtigungen einiger falschen Behauptungen. v.Krusper. Grun. Archiv 
XXXIJ, 50. 
Vergl. Elimination. 
Geometrie (descriptive). 


Interno alla questione: riportare in una superficie plana 0 sferica una figuro situata in 
una superficie qualunque di rivoluzione talmente che le purti dell’ imagine e della 
figura abbiano le aree in rapporto costante. Codazzi. Annali mat. I, 89. 

Vergl. Perspective. . i 


Geometrie (höhere). 


Vermischte Sätze und Aufgaben. Steiner. Berl. Acad. Ber. 1858, 419. N. 
ann. math. XVII, 443. 

Note relative @ la construction de diverses courbes dä trois points multiples et theoreme 
relatif ä ces courbes. De Jonquieres. Annali mat. I, 110. 

Ueber die Raumcurven dritter Klasse und dritter Ordnung. Schroter. Crelle 
VI 2T. 

Note relative ä une courbe du sixieme ordre qui se presente en astronomie. Ne Jon- 
quieres. Annuli mat. TI, 112. 

Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung 294, Imaginäres, Sa 
schnitte 379, Krümmungskreis 389. 


Geschichte der Mathematik. 


Zur Geschichte der Zahlzeichen. Cantor. Zeitschr. Math. Phys. III, 325. 

De l’application du pendule aux horloges mecaniques. Biot. Compt.rend. XLVII, 433. 

Genealogie de Bernoulli. Terquem. N.ann.math. XVII. Bulletin de bibl. 85. 

Pietro Antonio Cutaldi, mathematieien du XV Ilieme siecle. Terguem. N. ann. math. 
XVIl. Bulletin de bibl:68. 

Sur Benjamin Bramer. Terquem. N. ann, math. XVII. Bulletin de bibl. 57. 

Leonelli (Zechini). Bellavitis. N.ann.math. XVII. Bulletin de bibl. 88. 

Vergl. Astronomie 268, Determinanten 289. 


Gleichungen. - 


On a proof of the existence of a root in every algebraic equation. De Morgan. Phil, 
May. XV I, 232. 

Sopra i Covarianti delle forme binarie. Betti. Annali mat. I, 129. 

Sui Covarianti delle forme a piu variabili, Brioschi. Annali mat. I, 158. 

La teorica dei covarianti e degli invarianti delle forme binarie e la sue principali ap- 
plicazioni. Brioschi. Annali mat. I, 296, 349. 
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369. 
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372. 


373. 


374. 
375. 


Ueber einige Sätze von den ganzen rationalen algebraischen Functionen nach 
Cauchy, Resumes analytiques. Grunert. Grun. Archiv XXXI, 27. 

Sopra le funzioni simmetriche delle solluzioni comuni a piu equazioni alpebtiche. Betti. 
Annali mat. IT, 193. 

On the theory of matrices. Cayley. Phil. Mag. XVI, 223. 

Note sur la theorie des equations. Catalan. Compt.rend. XLVII, 797. 

Einfachere Ableitung der früher mitgetheilten Sätze über die reellen Wurzeln 
der dreigliedrigen algebraischen Gleichungen. Drobisch. Sächs. Acad. 
Ber. X, 82, N 


. Sur quelques moyens propres d abreger certains caleuls dans la solution numerique des 


Equations. Montucci. Compt. rend. XLVTII, 655. 


. Sur les conditions de realite des trois racines de l’equation 3 + pc +g4=0. Ge- 


rono. N.ann. math. XVII, 281. 


. Ueber eubische Gleichungen mit rationalen Coefficienten. Kronecker. Crelle 


LVI, 188. 


3. Sulla risoluzione ulgebrica dell equazioni del terzo € quarto qgrado. Tortolini. An- 
4 q q I , 


nali mat. I, 310. 

Lagrange’s Auflösung der vollständigen biquadratischen Gleichungen. Gru- 
nert. Grun. Archiv XXXI, 477. 

Sur le double systeme de valeurs qu'on obtient en resolvant Ü’equation du quatrieme 
degre. Valles. Compt. rend. XLVII, 30. 

Sur l’equation aux carres de differences des racines d’une equation du quatrieme degre. 
M Roberts. N.ann.math. XVII, 268. 

Sur la resolution des equations du quapateıng degre. Lebesgue. N. ann. math. 
XVII, 386. 

Remargque sur la resolution des equations biquadratiques. Aronhold. N. ann. math. 
PL, 391. 

Sur la resolution de l’equation du quatricme degre pur les fonctions elliptiques. Le- 
besque. Journ. Mathem. XXIII, 391. 

Sulla determinazione dei coefficienti della trasformata di Tschirnhaus: applicazione 
alla ridotla di Jerrard dell’ equazione generale di quinto grado. Lavagna. An- 
nali mat I, 238. 

Sur l’equation au carre des differences des racines d’une Equation du degre n. M. Ro- 
berts. N. ann. math. XVII, 440. 

Ueber imaginäre Wurzeln einer Gleichung des nten Grades. To eplitz. Grun. 
Archiv XXXT, 222, 

Sulla visultante di due equazioni di quarto grado. Faa di Bruno. Annali mat. 
I, 862. 

Sopra U Equazioni algebriche con piüu incognite. Betti. Annali mat. I, 1. 

Vergl. Analytische Geometrie der Ebene 252, Determinanten. 


BE. 
Homogene Functionen. 
Zur Theorie der ganzen homogenen Functionen. Hesse. Crelle LVI, 263. 
Sopra i Combinanti. Betti. Annali mat IL, 344. 
Note sur une fonction homogene entiere. Catalan. Compt. rend. XLVII, 1073. 
On the algebraical theory of derivalive points of curves of the third degree. Syl- 
uzster, "Phil. MaossArL 116, 


Hydrodynamik. 
Ueber die Integration der hydrodynamischen Gleichungen. Clebsch. Crelle 
BYE -:L: 
Hyperbel. 
Solution d’un probleme sur les ondes permanentes. Popoff. Journ. Mathem. XXIII, 
251. 
Vergl. Ellipse 316. 
| Hypergeometrische Reihe. 
On a theorem relating to hypergeometric series. Cayley. Phil. Mag. XVT, 356. 
Untersuchungen über die Differentialgleichung der hypergeometrischen Reihe. 
C.G.J. Jacobi. Crelle LVI, 149. 


82 Literaturzeitung. 


EILINILINIIDNILNIDNINNILINNLTNrRnRnnnn NNDNNINNNZATNDNDNNITILNNZALNNNnNNIND 





E. 
Imaginäres. 
376. Nowelle theorie des fonctions de variables imaginaires. Murie. Journ. Mathem. 
XXIT, 301. 
Vergl. Gleichungen 365. 


RK. 
Kogplechuittei 


377. Theorie dor Kegelschnitte nach einer neuen Methode analytisch entwickelt. 
Grunert. Grun. Archiv XXXI, 67. 

378. Ueber eonfocale Curven und Flächen zweiten Grades. Heilermann. Zeitsch. 
Math. Phys. III, 341. 

379. Deux systemes de sept points qui se correspondent sur un plane etant donnes, trower 
deux points qui soient les centres de faisceaux homographiques. De J as he eres 
N. ann. math. XVII, 399. 

380. Beitrag zu den Sätzen über die einen Kegelschnitt doppelt bereae Kreise. 
Heilermann. Crelle LVI, 365. 

381. Sur le cercle focal des sections comiques. J. Mention. N. ann. math. XVII, 322. 

382. Sur un theoreme focal. Dewulf. N.ann. math. XVII, 435 [vgl. Nr. 132]. 

383. Note sur les normales d’une conique. Cayley. Crelle LVI, 182. 

354. Theoreme sur les coniques. G@rouvelle. N. ann. math. XVII, 285. 

385. Generalisation du theoreme de Newton sur le quadrilatere inserit dans une conique. 
Fuure. N. ann. math. XVII, 368. 

386. Theoreme sur deux coniques touchmt les trois cötes de deux triangles adjacents. 
Faure. 'N.ann. malh. XVII, 347. 

Vergl. Ellipse, Hyperbel. 


Kettenbrüche. 


387. Sur les fractions continues. Tchebichef. Jowmn. Mathem. XXIII, 289. 
Vergl. Reihen 451. 


Kettenlinie. 
Vergl. Mechanik 406. 


Krümmungskreis. 

388. Ueber die Chasles- Transon’sche Methode zur Construction der Normalen und 
Krümmungsradien an gewissen ebenen Curven. Wiegers. Zeitschr. Math. 
Phys. III, 252. 

389. Construction du centre de courbure de la courbe, lieu des points dont .les distances a 
deux courbes donnees sont dans un rapport constant, Mannheim. Annali mat, 
I, 864. 

300. Vom Krümmungshalbmesser. Schlechter. Grun. Archiv XXXI, 327. 

391. Zur Theorie des Krümmungskreises. L. Z. Grun. Archiv XXXI, 218, 


Krystallographie. 

392. Ueber die graphische Linien-Ellipsen- Methode. Ditscheiner. Wien. Acad. 
Ber. XXXIJ, 76. 

393. Ueber die Minimum-Ablenkung der Lichtstrahlen durch doppelt brechende Pris- 
men. v. Lang. Wien. Acad. Ber. XXXIII, 159. 

394. Ueber symmetrische Funetionen, welche zur Darstellung gewisser physikalischer 
Verhältnisse krystallisirter Körper dienen können. Grailich. Wien. Acad. 
Ber. XXXIII, 697. 


Kugelfunctionen. 
Vergl. Reihen 451. 


Bu 
Lame’sche Function. 
395. Ueber die Lame’schen Funetionen. Heine. Crelle LVI, 79. 
396. Einige Eigenschaften der Lame’schen Functionen. Heine. Crelle LVI, 87. 


Logarithmen. 
Vergl. Differentialgleichungen 300. 
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Rz. 
Maxima. und Minima. 


Solution de quelques probl&mes de trigonometrie. G@erono. N. ann. math. XVII, 364. 
Vergl. Approximation. 


Mechanik. 


Ueber das Gauss’sche Grundgesetz der Mechanik. H. Scheffler. Zeitschr. 
Math. Phys. III, 197, 261. 
Dynamische Untersuchnngen über den Stoss der Körper. Poinsot. Zeitschr. 
Mata. Phys. UI, 274 [vgl. Nr. 162]. 
Memoire sur les suraceelerations. H Resal. Compt. rend. XLVII, 436. 
Memoire sur les integrales communes ä plusieurs problemes de mecanique relatifs au 
mouvement d'un point sur une surface. Rouche. Journ. Mathem. XXIII, 337. 
Sur les equations de condition qui definissent un systeme de points. Bourget. N. 
ann. malh. XVII, 449. 

De problemate quodam mechanico quod ad primam inlegralium ultraellipticorum elassem 
revocatur. CO, Neumann. Crelle LVI, 46. 

Teoria de’ moti piccoli d’un galleggiante omogeneo. Codazzi. Annali mat. I, 205. 

Experimental and theoretical reseurches on the Equilibrium — figures of a liquid chass 
without weight. Pluteau. Phil. Mag. XVI, 23. 

On the mechanical conditions of Ihe Deposü of a Submarine Cable. Airy. Phil. Mag. 
XVL 1. 

Sur la theorie de la roue hydraulique en dessous @ aubes planes. Rachmaninom. 
Journ. Mathem. X XIII, 395. 

Memoire sur les voutes en berceau portant une surcharge limitee a un plan horizontal. 
Denfert. Compt. rend. XLVII, 903. 

Sur la temperature des liquides en mouwvement. Duhamel. Compt. rend. XLVII, 5, 
129, 175. 

Die Electrieitätslehre vom Standpunkte der Undulationstheorie. Zetzsche. 
Zeitschr. Math. Phys. III, 305. 

Sur la distribution de Üelectricite a la surface des corps conducteurs en partant de 
P’hypothese d’un seul fluide. Renard. Compt. rend. XLVII, 414. 

Vergl. Bestimmte Integrale 281, Elastieität, Hydrodynamik. 


Methode der kleinsten Quadrate. 


Intorno ad alcuni punti della teoria dei minimi quadreti. Casorati, Annali mat. 
2.320. 


. Ueber die Ermittelung des wahrscheinlichen Fehlers bei Längenmessungen. 


. Dienger. Grun. Archiv XXXI, 225. 
Ueber drei durch Messung gefundene Grössen von theoretisch bekannter Summe. 
Grun. Archiv XXXI, 480. 2 
Mittelgrössen. 


Ueber die Vergleichung zwischen dem arithmetischen, dem geometrischen und 
dem harmonischen Mittel. Grebe. Zeitschr. Math. Phys. III, 297 [vgl. 


Nr. 173]. 
Ueber Mittelgrössen verschiedener Ordnung. Schlömilch. Sächs. Acad. Ber. 


X, 77. — Zeitschr. Math. Phys. III, 301. 
Modulargleichungen. 
Sur la theorie des equations modulaires. Schroeter. Journ. Mathem. XXIII, 258. 


®, 
Oberflächen. 


Note sur la surface des ondes. J. Bertrand. Compt.rend. XLVII, 817. 
On the surface which is the envelope of planes through the points of an ellipsoid at right 
ungles to the radü vectores from the centre. Cay.ley. Phil. Mag. XVI, 383. 


Oberflächen zweiten Grades. 


Proprietes focales des surfaces du deuxieme ordre. Heilermann. N. ann. math. 


XVII, 242. 
Ueber die Focalpunkte der Flächen zweiten Grades. Heilermann. Crelle 


LVI, 345. 
Literaturzig. d. Zeitschr. f. Math. u. Phys. IV, 8 
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Surfaces du second degre; problemes, solutions. Vannson. N. ann. math. XVII, 334. 

Trower les conditions qui doivent etre remplies par les coefficients de l’equation gene- 
rale du second degre da trois variables pour que cette Eequaiton represente 1. le sy- 
steme de deux plans paralleles; 2. une surface de revolution. Ferono. N. unn. 
malh. XVII, 341. 

Equation d’une surface du deuxieme degre passant par neuf points, Poudra. N. 
ann. mat. XVII, 297. 

Ueber die Linien gleicher Helle. OÖ. Böklen. Zeitschr. Math. Phys. III, 321. 

Surface decrite par la droite, qui passe par deux positions simultandes de points par- 
courant deua droites. Journeaux. N. ann. math. XVII, 264. 

Vergl. Determinanten in geometrischer Anwendung 293, Quadratur 446. 


P. 
Perspective. 


. Zur Theorie der stereographischen Projection. L.D. Grun. Archiv XXXIJ, 217. 


Planimeter, 


. Proof of the principle of Amslers’s planimeter. Adams. Phil. Mag. XV], 230. 


Planimetrie. 


. Eig.rechtwinkliges ebenes Dreieck zu bestimmen, dessen Seiten in stetiger Pro- 


portion stehen, und worin eine Seite die gegebene Grösse a hat. Grunert. 
Grun. Archiv XXXI], 477. 

Ueber eine durch einen Eckpunkt eines Dreiecks gezogene Linie. Völler, 
Grun. Archiv XXXI, 470 [vgl. Nr. 194]. 

Beweis eines Satzes vom Dreiecke. A. Krüger. Grun. Archiv XXXI, 66. 

Zum Fermat’schen Lehrsatze. Blindow. Grun. Archiv XXXI, 295. 

Construction der mittleren Proportionallinien zwischen zwei gegebenen Linien. 
Grunert. Grun. Archiv XXXI, 476. 

Erweiterung der Sätze über harmonische und anharmonische Proportionen. 
Heis. Grun. Archiv XXXLI, 39. 

Aufgaben und Sätze über geometrische Oerter für Punkte, deren Summe der 
Entfernungen von gegebenen geraden Linien oder gegebenen Ebenen eine 
constante ist. Heis. Grun. Archiv XXXT, 228. 

Theoreme relatif a la droite qui joint les centre des cercles inserit et eirconserit @ un 
triangle. Challiot. N.ann math. XVII, 447. 

Sur U’hexagone inscrit. Bergis. N.ann.math. XVII, 263. 

On the treatment of some geometrical problems. Phil. Mag. XVI, 231. 


Produktenfalge. 


Ueber die elementare Entwickelung der unendlichen Produkte für die trigono- 
metrischen Functionen. Schlömilch. Zeitschr. Math. Phys. III, 389. 


2 : a a : , 
Trower la limite du produit cos a. cos -— .(c08s —.... G£erono. N. ann. mathem. 


2 4 
XVII, 283. 
Vergl. Factorielle. 


@. 
Quadratische Formen. 
Auflösung einer Aufgabe in der Composition der quadratischen Formen. Arndt. 
Crelle LVI, 64. 
Ueber die Anzahl der Genera der quadratischen Formen. Arndt. Crelle LVI, 72. 
Bemerkung zu den Formeln von Dirichlet, durch welche die Klassenzahl bei po- 
sitiven Determinanten ausgedrückt wird. Arndt. Crelle LVI, 100. 
Die Perioden der quadratischen Zahlformen bei negativen Determinanten. Si 
merka. Wien. Acad.’'Ber. XXXI, 33. 


Quadratur. 


Quadratures par approximation. Dupain. N.ann. math. XVII, 287. 
Aires de deux ellipsoides de revolution. Grillo. N.ann.math. XVII, 212. 
Vergl. Planimeter. 
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BR. 
Rectification. 


Ueber die Construction von Bögen rectificabler Differenz auf der gewöhnlichen 
Fusspunktencurve der Hyperbel. Wiegers. Zeitschr. Math. Phys. III, 308. 
Reihen. 

Summirung einiger unendlichen Reihen. Zehfuss. Zeitschr. Math. Phys. III, 
247, 24). 
Decomposition d’une fraction en serie finie de fractions. Brault. De Virieuw N, 

ann. math. XVII, 296, au 
kat. 
Entwickelung von e ° ”in unendliche Reihen. S.Spitzer. Zeitschr Math. 
Phys. III, 244. 


Von den Coefficienten der Reihen von Kugelfunctionen einer Variablen. Baueı 
Crelle LVI, 101. 

Zur Lambert’schen Reihe. Schlömilch. Zeitschr. Math. Phys. III, 248. 

Notiz über die harmonische Reihe. Schlömilch. Zeitschr. Math. Phys. III, 
251. Cornet. Lebesgue. N.ann. math. XVII, 463, 465. 


. Ueber eine in zahlentheoretischer Beziehung interessante Beihe. Zehfuss. 


Zeitschr. Math. Phys. III, 247. 
Vergl. Arithmetische Reihen, Discontinuirliche Functionen 308, Euler’sche Sum- 
menformel, Hypergeometrische Reihe, Stereometrie 460, Taylor’sche Reihe. 


: S. 
Schwerpunkt. 

Si l’on divise d’une maniere quelconque un polyedre homogene en tetraedres et si l’on 
suppose la masse de chaque tetraedre rewnie au centre de la sphere eirconscrite ü ce 
telraedre le centre de gravite de ce systeme de points; maleriels est toujours le meme. 
N. ann. math. XVII, 354. 

Sphärik. 

Formules fondamentales de l’analyse spherique. Vannsonm, N.ann. math. XVII, 

243, 307 [vgl. Nr. 209] = 
Stereometrie. 

Stereometrische Sätze entsprechend den planimetrischen Sätzen über harmo- 
nische und anharmonische Proportionen. Heis. Grun. Archiv XXXI, 37. 

Sätze über das irreguläre Tetraeder. Heis. Grun. Archiv XXXI, 41. 

Suachant que le volume d’un segment spherique d ıme base est une fonction entiere du 
troisieme degre de la hauteur du. segment, determiner cette fonction. G&erono. N. 
ann. matlh. XVII, 305. 

Volume d’un segment spherique. . N. ann. math. XVII, 438. 


Ueber die Inhaltsbestimmung einer gewissen Klasse von Körpern. Grunert. 
run. Archiv XXXIJ, 481. 


m. 
Tabellen. 

Multiplieationstafeln zur Berechnung der Proportionaltheile zu den 7stelligen 
logarithmischen-trigonometrischen Tafeln. J. Hartmann. Grun. Archiv 
XXXL 63. 

Taylor’sche Reihe. 


Note sur la formule de Taylor. Roche. Journ. Mathem. XXIIL, 271. — Schlö- 
milch ibid. 384. a 


r Trigonometrie. 

Sur le triangle dont les cötes sont des multiples du rayon du cercle inserit, GErono. 
N. ann. math. XVII, 360. 

Ueber eine geometrische Aufgabe. Escher. Grun. Archiv XXXI, 46. 

Faire le caleul d’un quadrilatöre dont deux cötes el une diagonale sont donnes de 
grandeur et de position. Bardin. N. ann. math HER 319. 

Quelques noweaus Iheoremes sur les polygones. 0. Verner. N.ann,math. A 322. 

Vergl. Differentialgleichungen 300. 
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483. 


484. 
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V. 
Ultraelliptische Functionen. 


Sur la theorie de la transformation des fontions abeliennes. Brioschi. Oompt rend. 
XLVTII, 31. 

Sulle funzioni Abeliane complete di prima e seconda specie. Brioschi. Annali mat, 
Fer: 

Sopra alcune proprietä delle funzioni Abeliune. Brioschi. Annali mat. I, 20. 

Sopra una costruzione del teorema di Abel. Genocchi. Annali mat. I, 33. 

Dimostrazione di una formola di Jacobi. Brioschi. Annali mat. I. 117. 

Vergl. Mechanik 403. | 


Vv. 
Variationsrechnung. 
Ueber die zweite Variation vielfacher Integrale. Clebsch. Crelle LVI, 122. 
Anwendung des sogenannten Variationscaleuls auf zweifache und dreifache In- 
tegrale. Strauch. Wien. Acad. Ber. XXX, 310. 
Vergl. Hydrodynamik 373. 


WW, 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Memoire sur la probabilite des erreurs dans la somme ou dans la moyenne de plusieurs 
observations. Jullien. Annali mat. I, 76, 149, 227. 
. 


Z. 
Zahlentheorie. 

On the equation in numbers of the first degree between any number of variables with 
positive coefficients. Sylvester. Phi. Mag. XVI, 369. 

Unbestimmte Gleichungen des ersten Grades mit zwei Unbekannten, gelöst mit- 
telst der Congruenzlehre. Simerka. Wien. Acad. Ber. XXXIII, 282. 

On the problem of the virgins and the general theory of compound partition. Syl- 
vester. Phil. Mag. XVI, 311. 

Solubilite de !’equation ar —yr tzr mr +... Paulet. Compt. rend. XLVII,116. 

Einfacher Beweis für die Irreductibilität einer Gleichung in der Kreistheilung. 
Arndt. Crelle LVI, 178. 

Ueber den Fermat’schen Satz. L. D. Grun. Archiv XXXI, 219. 
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Recensionen. 


L. A. Sohncke’s Sammlung von Aufgaben von der Differential- und 
Integralrechnung. Zweite verbesserte und vermehrte Auflage, 
"herausgegeben von Dr. H. J. Sonwitzrer. Halle, Druck und 
Verlag von H. W. Schmidt, 1859. 

Schon die erste Auflage dieser Sammlung wurde bei ihrem Erscheinen 
mit einstimmigem Lobe der Sachkenner begrüsst. Sie wurde seither viel- 
fach als Lehrmaterial benutzt, zum Theil sogar, wie wir hören, in einer 
Weise benutzt, welche eigentlich das genauere Citiren des Werkes zur 
Ehrensache machen müsste, wenn nicht mitunter beim Abdrucken sich Irr- 
thümer einschlichen, welche es für das Original schmeichelhafter machen, 
nicht genannt zu werden. Die zweite Auflage konnte sonach nur erwünscht 
sein, zumal die Sorgfalt, welche der neue Herausgeber auf dieselbe ver- 
wandte, eine bedeutende Anzahl von Versehen und Druckfehlern 'besei- 
tigte, welche das erste Mal stehen geblieben waren. Man wird diese ver- 
bessernde Hand an vielen Stellen bemerken, wenn auch nur bei aufmerk- 
samerer Vergleichung. 2 

Wenn nun Referent nach diesen allgemein anerkennenden Bemerkun- 
gen noch weiter über das vorliegende Werk sich aussprechen soll, so kann 
dieses nur in der Weise geschehen , dass eine Parallele zwischen dieser 
Sammlung und anderen ähnlichen Inhaltes gezogen würde. Unter diesen 
sind aber, wie es scheint, „die Materialien zum Gebrauche bei und nach 
dem Unterrichte aus der höheren Analysis von J. Rogner. Gratz 1853, 
zweite Auflage 1858‘ vor allen Anderen vorzuziehen, und es möge ein wei- 
terer Beweis für den Beifall sein, den wir dem vorliegenden Buche schen- 
ken, dass wir es nur mit dem zuletzt genannten in Vergleich bringen wollen. 

Ein mehr äusserlicher als innerer Unterschied der beiden Sammlun- 
gen besteht darin, dass Herr R. nicht von allen Aufgaben die Auflösung 
giebt und sämmtliche Antworten an das Ende zusammenstellt, während 
Herr S. an jede Aufgabe sogleich das Resultat anknüpft. In dieser Be- 
ziehung sind wir mit Herrn S. ganz einverstanden, indem der Bequemlich- 
keit der Benutzung doch auch Rechnung getragen werden muss, wo sie 
keinem sonstigen Einwande Raum bietet. Und ein solcher lässt sich hier 
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kaum erheben. Wer das Resultat wissen will, ohne selbst zu rechnen, 
scheut auch die Mühe nicht, den Anhang noch aufzuschlagen. Ganz be- 
sonders aber müssen wir uns dagegen als unzweckmässig verwahren, dass 
Herr R. die betreffenden Auflösungen mitunter nicht blos wegen der Ein- 
fachheit der Aufgabe weglässt, sondern um dem Lehrer dadurch anzuden- 
ten, dass er die Behandlung auf mancherlei Weisen unternehmen solle. 

Der Inhalt beider Werke ist ein in manchen Theilen verschiedener. 
Zunächst enthält die R.’sche Sammlung einige Kapitel, in welchen Aufga- 
ben aus der Gleichungen und aus der sogenannten algebraischen Analysis 
vorgelegt werden. Dass diese eigentliche Materialien der Analysis in 
einer Sammlung von Aufgaben aus der Differential- und Integralreehnung 
fehlen, kann der letzteren nicht zum Vorwurfe gemacht werden. Allein 
auch in den Aufgaben, welche der Tendenz beider Werke entsprechen, 
zählt die R.’sche Sammlung bei Weitem mehr Nummern. 

Trotzdem dürfte ihr die S.’sche Sammlung an Reichhaltigkeit kaum 
nachstehen, indem in ihr die Beispiele unter sich wesentlicher verschieden 
sind und kaum Eines ein Resultat liefert, welches aus früheren Beispielen 
fast ohne weitere Rechnung sich darstellen liesse, wie z. B. bei R., wo 
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folgt. 


Einen wirklichen Mangel bemerkte ich unter den sogenannten unbe- 
stimmten Formen, unter welehen bei 8. nur 3 Beispiele von 0° (Aufgabe 79, 
84, 86) angeführt sind, welche sämmtlich den Werth 1 besitzen, während 
man vergebens nach den freilich selteneren Fällen sucht, in denen ein an- 
derer Werth auftritt. Ferner vermisse ich ungern jede Anwendung des 
Taylor’schen Satzes auf Reihenentwickelung, sowie endlich bei den Auf- 
gaben aus der Integralrechnung die Integration von Differentialgleichun- 
gen. Lauter Gegenstände, deren Uebung von unbedingter Nothwendigkeit 
ist, und welchen auch Herr R. den gebührenden Raum gewidmet. 

Andererseits sind die nicht minder wichtigen Anwendungen auf Geo- 
metrie nur in der S.’schen Sammlung in schönster Answahl vorhanden, 
während sie bei R. gänzlich fehlen. Und auch die Auswerthung bestimm- 
ter Integrale bildet eine hervorragende Zierde unseres Werkes. 

Man kann daher die Parallele wohl dahin zusammenfassen, dass beide 
Sammlungen einander vollständig ebenbürtig sind; dass keine die andere 
unnöthig macht, indem sie einander ergänzen, und dass nur ein gemein- 
samer Gebrauch die beiderseitigen Vorzüge, aber auch die beiderseitigen 
Schwächen erkennen und vermeiden lässt. CANTOR. 
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Das Phantom der Imponderabilien in der Physik. Von Pn. Spitzer in 
Posen. | 

Mit grösserer Umsicht und Klarheit als Robida (vergl. Literaturzei- 
tung 8. 35 ff.) tritt Ph. Spiller als Kämpfer gegen die Materialität der 
Wärme, der Elektrieität und des Magnetismus auf in einem gegen Ende 
des verflossenen Jahres erschienenen Schriftehen, welches den Titel führt: 
Das Phantom der Imponderabilien in der Physik.*) 

Die äussere Form der Darstellung könnte etwas strenger geregelt, die 
häufigen Wiederholungen vermieden und einzelne Ungenauigkeiten’im Aus- 
druck beseitigt sein. 

In einer kurzen Einleitung nennt Spiller den Zweck des angegebe- 
nen Schriftchens: einen Beitrag zu liefern zur Beantwortung der Frage, 
worin das Wesen des Magnetismus und der Elektriecität be- 
stehe. Dann weist er darauf hin, wie die wunderbare Oekonomie der Natur, 
welche mit wenigen Mitteln so unendlich viel zu schaffen verstehe, die Auf- 
findung der Gesetze und des Wesens der Erscheinungen so schwierig 
mache, wie aber das Räthselhafte an jeder einzelnen Erscheinung um so 
mehr verschwinde, je mehr wir sie im Zusammenhange mit anderen T'hat- 
sachen betrachten; wir müssen daher nach den gemeinschaftlichen 
Prineipien forschen, um Einheit in die Mannigfaltigkeit der Erscheinun- 
gen zu bringen. Nun haben wir aber Ursache, Zweifelan der Mate- 
rialität der Wärme des Magnetismus und der Elektrieität zu hegen**); 
wir finden dagegen, dass Schall, Wärme, Licht, Magnetismus und Elektri- 
eität durch gleiche Mittel entstehen, dass eine innige Verwandtschaft***) zwi- 


*) Posen 1858, bei Gebr. Scherk. — Schon 1855 hat Spiller seine Ansichten 
der Hauptsache nach niedergelegt in: ‚„Gemeinschaftliche Prineipien für die Er- 
scheinungen des Schalles, des Lichtes, der Wärme, des Magnetismus und der Elek- 
trieität.“‘ Posen, Mittler’sche Buchhandlung. 

*#) Die meisten, welche Spiller aufführt, sind unter denen enthalten, welche 
S.366—368 des III. Jahrg. d. Zeitschr. besprochen worden sind; die übrigen, soweit 
sie nicht ihre Widerlegung durch den Einwand der Dualisten finden können, dass bei 
der Erregung der Elektrieität die elektrischen Materien nicht erzeugt, sondern 
blos geschieden werden, lauten: Legt,man Eis auf die Löthstelle einer Wismuth- 
Antimonkette, so erhält man in der Kette Magnetismus; nimmt man statt des Eises 
eine glühende Kohle, so erhält man ebenfalls Magnetismus. — Die Wirkungen des 
elektrischen Stromes (und der Wärme) sind so gewaltige, als von einem unserer Wahr- 
nehmung sich gänzlich entziehenden Stoffe wohl sehwerlich ausgehen können. — 
Rein ‘mechanische Vorgänge erzeugen .zugleich oder nacheinander Töne, Wärme, 
Lieht und unter Umständen Elektrieität und Magnetismus; wie können durch densel- 
ben rein mechanischen Vorgang (z. B. den der Bewegung, wie bei der Reibung oder 
beim Druck) verschiedene Stoffe zugleich entstehen? Das Körperliche kann man 
nicht schaffen, sondern nur in einen Zustand versetzen; wenn nun Bewegung am 
Ruhenden den Zustand ändert, ohne eine fortschreitende Bewegung zu erzeugen, 
so kann es nur einBewegungszustand der Moleküle sein. — Die Materiali- 
tät der Wärme und Elektrieität würde dem Gesetz der Undurchdringlichkeit seine 
Allgemeinheit nehmen. 

**#) Vergl. S. 369—377 des III. Jahrg. dieser Zeitschrift. Ausserdem heben wir 
noch hervor: werden Stahlstäbe durch einen elektrischen Strom discontinuirlich mag- 
netisirt, so tönen sie, ebenso die Flaschen einer Nebenbatterie, wenn die Ladung 
durch einen Funkenmesser geschieht (wobei, weil das Glas in Longitudinalschwing- 
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schen ihnen besteht, insofern „jedes von ihnen nicht nur sich selbst gewis- 
sermassen als Resonanz, sondern auch die anderen mit oder ohne einen ir- 
dischen Zwischenkörper erzeugt, oder doch gleichzeitig mit anderen auf- 
tritt; es muss daher ‚‚etwas Gemeinsames in ihnen existiren, dessen äus- 
serliche Verschiedenheit nieht in dem Grundprineipe, sondern nur in der 
Verschiedenheit der Körperwelt und der Intensität der erregenden Kräfte 
zu suchen ist,“ es kann auch in den verschiedenen Mitteln der Erzeugung 
für jedes Einzelne die Verschiedenheit nur eine scheinbare sein, und weil 
nun Töne nur dadurch entstehen, dass die kleinsten Massentheilchen eines 
Körpers in schwingender Bewegung sind, und da durch Wärme, Magnetis- 
mus und Elektrieität T’öne erzeugt werden, so sind diese Erscheinungen 
unstreitig auch Bewegungs- und, weil keine fortschreitenden, so Moleku- 
larbewegungserscheinungen.*) Das rege Molekularleben können 
wir sehen bei leuchtenden Körpern, hören bei tönenden und fühlen bei 
warmen. Wenn eine der fünf Erscheinungen die anderen erzeugt, so ist 
dies nur als ein „Umwandlungsprocess“*) für die Veränderung 
des Zustandes anzusehen. Die Verschiedenheiten sind nur durch die 
Körper, welche die Uebertragung vermitteln, bedingt. „Bei jedem Körper 
haben „nämlich die Massentheilehen im Gleiehgewichtszustande eine be- 
stimmte und bei verschiedenen Körpern eine verschiedene Lage. Bei 


ungen geräth, das Ohr am besten in der Richtung der Glasflächen zu halten ist); 
der Schall wird in der Nähe eines kräftigen Elektromagneten verstärkt. — Sowie in 
verschiedenen Gasen die Schallgeschwindigkeit verschieden ist und daher eine be- 
stimmte Pfeife mit verschiedenen Gasen erfüllt auch verschiedene Töne giebt, so ist 
auch das elektrische Licht in verschiedenen Dämpfen und Gasen verschieden gefärbt 
(d.h. hat verschiedene Schwingungszahlen), z. B. im Alkohol- oder Aetherdampf 
grünlich, im Kohlensäuregas lebhaft grünlich blau, im Wasserstoffe karmoisin und 
matt, im Stickstoffe purpurroth oder intensiv blau, in Salzsäure fast weiss. — So wie 
die Luft den Schall entweder nur fortpflanzt oder selbst schallt (in Pfeifen), so ist es 
auch in Beziehung auf das Licht im Aether der Fall: er pflanzt z. B. das Sonnenlicht 
im Weltenraume und in allen für weisses Licht durchsichtigen Körpern fort, aber er 
leuchtet auch selbst im elektrischen Funken, wie im elektrischen Eie, oder bei der 
Compression von Luft; Wasser u. a. In beiden Fällen sind dort fortschreitende, hier 
stehende Wellen. Selbst die kurze Dauer (z355 Secunde) des Blitzes ist hinreichend, 
eine grosse Menge (800 Millionen) äusserst rasch aufeinanderfolgender Schwingungen 
geschehen zu lassen. Dass in elektrischen Funken der Aether selbst leuchtet, 
d.h. instehenden Schwingungen begriffen ist, geht daraus hervor, dass der 
elektrische Fünke sich auch da zeigt, wo eine eigentliche Verbrennung unmöglich ist, 
z.B. im Stickstoffe, im kohlensauren Gase, in Aetherdämpfen (mit den bekannten 
Schichtungen), im Wasser. a 

*) Die Molekularkräfte äussern sich ohne Rücksicht auf die Schwere und stehen 
zu den Schwerkräften, denen alle Körper als solche unterworfen sind, nur insofern in 
einer gewissen Beziehung, als sie sich dann nicht auf messbare Entfernungen 
wirksam äussern können (?), wenn ihre Summe die Summe der Schwerkräfte der 
Atome des afficirten Körpers nicht übersteigt. (Elektrische und magnetische An- 
ziehung.) Die Wirkungen aufunmessbare kleine Entfernungen sind oft bedeu- 
tend; sie sind theils mechanische (Capillarattraction sprengt Felsen), theils chemi- 
sche. Vergl. Jahrg. IV d. Zeitschr., S. 151 ff. 

**) Die $. 17 angeführte „Umwandlung der Wärme in Spannungselektrieität‘ 
zeigt nur, dass die Wärme das Auftreten der Reibungselektrieität in dem auf eine 
haitae Ofenkachel gelegten und mit der troekenen Hand gestrichenen Papiere er- 
eichtert. 
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Körpern mit krystallinischem Gefüge lässt sich dieses an dem Blätterdurch- 
gange leicht äusserlich sogar warnehmen und ist bei anderen aus den Licht- 
brechungs- und Polarisationsgesetzen zu schliessen,‘ nach welchen ‚die 
Lage der Molekel eine solche sein muss, dass sie den Lichtschwingungen 
bei der Brechung den Eintritt gestatten, was nur geschehen kann, wenn 
die Schwingungen in der Richtung der Lagerungen, also mit ihnen parallel 
geschehen, während bei der vollständigen Polarisation durch Re- 
flexion die Lichtwellen senkrecht auf jene Schiehtungen (nicht auf die 
Begrenzungsfläche des Körpers) treten müssen, um vollständig polarisirt *) 
zu werden. Bei jedem krystallinischen Körper müssen also die Schichtun- 
gen der aus Atomen bestehenden (?) Molekel gegen die natürlichen Grenz- 
flächen stets einen Winkel bilden, der die Ergänzung des Breehungswinkels 
zu 90 Graden ist.**) So wie nun eine Kraft die natürliche Anordnung der 
aus Atomen bestehenden Gruppen der Moleküle bei’ irgend einem Körper, 
mag er in seinem natürlichen Zustande erscheinen, oder durch künstliche 
Mittel dargestellt worden sein (Glas, Papier, Siegellak, Stahl) vorüber- 
gehend ändert, so treten je nach den Umständen und der Natur der in 
Wechselwirkung stehenden Körper die Erscheinungen des Schalles, der 
Wärme, der Elektrieität und des Magnetismus auf und sind unter allen 
Umständen wesentlich eine Folge des Bestrebens aller Massentheilchen 
einer jeden constituirten Masse, in der Gleichgewichtslage zu verharren, 
woraus sich nur einfache oder zusammengesetzte oscillato- 
rische Erscheinungen ergeben können. Je gleichmässiger ferner 
ein Medium ist, und je weniger von fremdartigen Körpern unterbrochen, 
desto besser pflanzt es eine Erscheinung fort. In den schlechten Leitern 
sind die Molekularbewegungen einem häufigen Wechsel ausgesetzt, wo- 
durch sie abgeändert werden, in den guten nicht. Dort werden stehendeBe- 
wegungen gebildet, hier sind nur fortschreitende.‘***) Der Aether kann 
seine Schwingungen durch eine fortdauernde Einwirkung auf die Theil- 
chen der verschiedenen Körper übertragen; der Grad aber, in welchem 
dies geschieht, hängt von der Natur des Stoffes, von der inneren Struktur 
und von der Oberflächenbeschaffenheit wesentlich ab; je rauher besonders 
die Oberfläche ist, desto leichter nimmt der Körper von aussen kommende 


*) Da nun Elektricität und Magnetismus die Polarisationsebene drehen, so be- 
weisst diess, dass sie die Gleichgewichtslage der Molekeländern. 
**) „Die merkwürdige Erscheinung, dass eine Glasscheibe doppelt brechend 
wird, wenn sie durch Longitudinalschwingungen zum Tönen gebracht wird, lässt sich 
aus diesem Gesichtspunkte leicht erklären. Die durch das Tönen der Scheibe er- 
zeugten Schwingungen der Moleküle gestatten dem auf sie fallenden Lichtstrahle 
ausser dem gewöhnlichen Wege der Refraction noch auf einem zweiten den Durch- 
ang.“ 

Far) Und doch sollte im elektrischen Funken der Aether selbst (für sich oder in 
Nichtleitern ?) in stehenden Schwingungen begriffen sein. — Damit bringt Spiller 
auch das Auftreten der magnetischen (am Stahl) und elektrischen (am Harz) Zonen 
in Verbindung und leitet es aus der Unfähigkeit des Stahls und des Harzes zu lei- 
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Schwingungen auf, desto leichter giebt er aber auch seine eigenen wach 
aussen ab. Nach Massgabe seiner Natur also wird jeder Körper die an ihn 
gelangenden Schwingungen aufnehmen oder nicht, ungeändert lassen oder 
in andere umwandeln. Für den Schall sind nur die irdischen Körper 
Träger, für die übrigen Erscheinungen aber ist auch der kosmische. 
Aether ein Fortpflanzungsmittel; demnach ergeben sich ausser dem Schall 
bereits folgende Schwingungsarten: 

Licht ohne Wärme, d.h. blose Aetherschwingungen; 

Wärme ohne Licht, d.h. Schwingungen irdischer Körper mit einer 
für Licht noch unzureichenden Schwingungszahl des den Körper durch- 
dringenden Aethers. 

Lieht mit Wärme, d. h. vereinte Schwingungen des Aethers und 
der von ihm ea Körper. 

Als Träger der Liehtschwingungen kann nur der Aether angesehen 
werden; als der der Wärme der Aether und die irdischen Körper; die Ver» 
breitungsweise der Wärme in jenem nennt man Strahlung, in diesem 
Leitung.*) Der leere Raum kann also nicht leiten, sondern nur strahlen. 

Der Unterschied zwischen der Wärme, der Elektriceität und dem Mag- 
netismus liegt in der Form der Schwingungen; die Gestalt der Schwing- 
ungsbahn aber ist dabei nur insofern von Einfluss, als sie eben die Bahn 
einer einfachen Schwingung oder einer zusammengesetzten ist. Während 
nämlich beim Schall und beim Lichte nichts über die Lage des Punktes 
vorausgesetzt wurde, um welchen die Theilchen schwingen (wir wollen ihn 
mit Spiller den Gleichgewichtspunkt nennen), so kommt für Wärme, 
Elektrieität und Magnetismus die Bedingung hinzu, dass der Gleichge- 
wichtspunkt ausserhalb der natürlichen Gleichgewichtslage des 
Körper- oder Aethertheilchens liege, in welcher das Thheilchen zur Ruhe 
gelangen würde. Wenn nun der Gleichgewichtspunkt mit dem Theilchen 
zugleich um die Gleichgewichtslage schwingt, so ist jede Schwingung des 
Theilchens eine Wärmeschwingung; macht der Gleichgewichtspunkt 
mit den um ihn schwingenden Theilchen selbst eine Viertelschwingung, so 
bedeutet jede Schwingung der Theilchen einen vorübergehenden, 
momentanen, die Aufeinanderfolge der Schwingungen aber einen dau-. 
ernden elektrischen Strom; schwingen endlich die Theilchen um den 
in irgend einer Lage ausserhalb der Gleichgewichtslage fixirten 
Gleichgewichtspunkt, so sind dies magnetische und statisch elek- 


*) Dieser Unterschied zwischen Strahlung und Leitung lässt sich auch für die 
Elektricität beibehalten, indem man zugleich annimmt, dass das Elektrischsein ein 
Schwingen der Körpertheile voraussetze, während in der elektrischen Strahlung nur 
die Aethertheilchen schwingen. Weil aber bei letzterer die elektrischen Nichtleiter un- 
elektrisch bleiben, so muss man wohl die durchsichtigen Körper mit den Nichtleitern 
auf gleiche Stufe stellen, nicht mit den Leitern, wie es Spiller (S. 12) thut. Für 
das Licht giebt es in diesem Sinne keine Leiter, da bei ihm stets blos der Aether 
schwingt. Vergl. 372 des Jahrg. III d. Zeitschr. 
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trische Schwingungen, welche unter sich ganz gleich bedeutend sind.*) 
Schall, Licht und Wärme beruhen also auf Schwingungen um die Gleich- 
gewichtslage, der Magnetismus und die Spannungselektrieität auf Schwing- 
ungen um einen ausserhalb der Gleichgewichtslage fixirten Gleichgewichts- 
punkt und der elektrische Strom auf Schwingungen um einen selbst wieder 
um die Gleichgewichtslage schwingenden Gleichgewichtspunkt. Hören wir 
nun zunächst, wie Spiller aus diesen Erklärungen die Einzelnheiten ab- 
leitet, um daran einige Bemerkungen zu reihen. 


1. Wärme. 


Unter Zurückweisung der Annahme besonderer Wärmesphären, welche 
die ruhenden Atome wirbelnd umkreisen, giebt Spiller folgende Er- 
klärung: „Durch Druck oder Reibung kommen die Molekel der Körper 
aus ihrer natürlichen Gleichgewichtslage und vollführen, indem sie wieder 
in dieselbe zurückkehren wollen, so lange oscillatorische Bewegungen nicht 
um**) ihre Gleichgewichtspunkte, sondern mit diesen Punkten, bis das 


#) Spiller giebt weder eine Zusammenstellung der Verschiedenheiten, noch 
für jede Schwingungsart eine ausführliche und erschöpfende Angabe ihrer charakte- 
ristischen Merkmale; die obige Zusammenstellung ist den an verschiedenen Stellen 
mit nicht allzugrosser Klarheit zerstreuten Andeutungen über die Eigenschaften der 
Schwingungen angepasst worden und hoffentlich der Ausdruck der Änsicht Spillers, 
obgleich sie von den, in seinem um 1 Jahr früher erschienenen Grundrisse der Physik 
(Triest 1857) aufgestellten Erklärungen etwas abweicht. Dort sagt Spiller: bei dem 
Schalle, dem Licht und der Wärme sind die Schwingungen fortschreitend; daher 
ist in dem fortpflanzenden Medium ein Widerstand vorhanden; es entstehen Maxima und 
Minima der Verdichtung (?); die Fortpflanzung ist eine allmälige. Bei dem Magne- 
tismus und der Elektrieität sind stehende Schwingungen der untrennhbaren Massen- 
theilchen um ihren Schwerpunkt; daherist der Widerstand unendlich klein, und die 
Schwingungen müssen sich in einem Körper, welcher ein ununterbrochenes Ganze 
bildet, fast momentan fortpflanzen. Cohäsionsverhältnisse und die Natur eines Stof- 
fes können es bewirken, dass die in ihm beginnenden Öscillationen fixirt worden; so 
ist es beim Magnetismus; er ist eine fixirte + Oscillation sämmtlicher Massen- 
theilchen um ihren Gleichgewichtspunkt nach einerlei Richtung, so dass die 
Oscillationen aller mit ihren gleichgerichteten Enden nach einer gewissen Richtung 
dort den Nordpol, die Oseillationen nach der entgegengesetzten Seite den Südpol ge- 
ben. Die Weite der Schwingung bedingt die Stärke des Magnetismus. Der Zustand 
bei Magnetismus und elektrischen Spannungserscheinungen ist ein statischer; in den 
elektrischen Stromerscheinungen findet ein fortwährendes Oseilliren jen- 
seits und diesseits der Gleichgewichtslage stait, es ist ein oscillatori- 
sches Erzittern jenseits und dieser Lage, eine theilweise und zeitweise Fixirung der 
einseitigen Lage und desshalb erfolgt auch ein Magnetisiren. 

**) Ich vermuthe fast, dass Spiller hat schreiben wollen: nicht allein um 
ete.... Was sollte man sonst unter einer Schwingung eines Theilchens mit seinem 
Gleichgewichtspunkte verstehen? Und welche Lage haben dabei die Theilchen gegen 
ihre Gleichgewichtspunkte? Spiller giebt zwar im „Phantom“ keine Erklärung des 
Wortes Gleichgewichtspunkt, doch geht aus der Erklärung der Form der elektrischen 
Schwingung (S. 34) deutlich genug hervor, dass der Mittelpunkt der Schwingung darun- 
ter zu verstehen ist. Wenn aber die Theilchen nicht auch u m ihre Gleichgewichtspunkte 
schwingen, so ist es ganz überflüssig, zu sagen, dass sie mit ihren Gleichgewichts- 
punkten schwingen, denn dann treten eben überhaupt keine Gleichgewichtspunkte 
auf oder sind wenigstens von den Theilchen selbst nicht zu sondern. Wenn ferner ‚‚die 
Wärme in Schwingungen der Moleküle jenseits und diesseits ihrer natürlichen Gleich- 
gewichtslage, Elektricität in Schwingungen jenseits oder diesseits dieser Lage be- 
steht‘ (S. 46) und bei den elektrischen Schwingungen ‚‚die Moleküle um ihre Gleich- 
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Gleichgewicht aller desselben Körpers und selbst der umgebender Körper 
wieder hergestellt oder bis T'’emperaturausgleichung erfolgt ist. Die Er- 
scheinungen am 'Thermophon dienen zu einem direeten Beweise davon, 
dass die Wärme in Schwingungen der irdischen Körper be- 
steht, wobei die Gleichgewichtspunkte der Molekel selbst 
nach jenseits und diesseits der Gleichgewichtslage in allen 
beliebigen Ebenen schwingen.‘ Allein die Coincidenzstösse und 
Töne, welche am T'hermophon entstehen, beweisen nicht unbedingt, dass die 
Wärme aus Schwingungen besteht, sondern nur, dass sie Schwingungen 
veranlasst; denn die Ursache der Stösse und Töne könnte auch eine ab- 
wechselnde Ausdehnung und Zusammenziehung, Hebung und Senkung der 
von den kalten Theilchen zunächst berührten warmen Theilchen sein, wo- 
durch eben die kalten in Schwingungen versetzt werden. Die Schwing- 
ungsform aber lässt sich vollends daraus nicht entnehmen, wenn man nicht 
etwa die Wärmeschwingungen als mit den tönenden gleichbedeutend gelten 
lassen will, sie nicht als zusammengesetzte, sondern als einfache Schwing- 
ungen betrachtet. 

Nun folgen die Erklärungen der Wärmeerscheinungen. 

a) „Der Temperaturgrad ist proportional der Schwingungszahl.“ 

c) „Die Amplitude der Wärmeschwingungen ist bei einer bestimm- 
ten Temperatur von dem Stoffe abhängig und wächst mit wachsender Tem- 
peratur an einem bestimmten Stoffe, d. h. dehnt ihn mehr und mehr aus.“ 

c) „Jeder Körper befindet sich nach der Natur seines Stoffes und nach 
seinem Aggregatzustande in einem gewissen thermischen Schwing- 
zustande, oder er hat einen gewissen Grad gebundener Wärme, d.h. 
er hat, wenn auch die Wärmeschwingungen in ihm ruhen, eine 
gewisse Fähigkeit durch eine gewisse Wärmequelle zu verschiedenen 
Wärmeschwingungen angeregt zu werden.“ 

Da jeder Körper immer irgend eine T’emperatur hat, so ist er demnach 


gewichtspunkte jenseits oder diesseits der Gleichgewichtslage“ (8. 36) schwingen, 
wenn endlich kaum irgendwo mit Bestimmtheit die Wärmeschwingungen als einfache 
bezeichnet:werden, so liegt es nicht eben fern, bei den ‚„‚doppelseitigen Wärmeschwing- 
ungen mit wachsender Elongation‘ (8. 45) auch an ein Schwingen der Theilchen'um 
die Gleichgewichtspunkte zu denken, weil sonst nicht Schwingungen jenseits und 
Schwingungen diesseits, sondern nur Schwingungen nach jenseits und diesseits der 
Gleichgewichtslage vorhanden wären, die sich in Nichts von den Schall- und Licht- 
schwingungen unterschieden. Auch stimmt die Erklärung mit der Lesart: nicht 
allein um besser zu dem daraus gezogenen Folgerungen besonders zu 8. 37: „der 
elektrische Strom enthält ferner die Bedingungen zu Wärmeschwingungen; denn die 
ausserhalb des Gleichgewichtspunktes der Molekel liegenden Atome schwingen jedes 
für sich jenseits und diesseits; ja es lässt sich denken, dass bei einer bedeutenden 
elektromotorischen Kraft die Gleichgewichtspunkte selbst auch in Schwingungen ge- 
rathen, wodurch die Temperatur erhöht wird ;‘‘ zu 8.48: „bei der Abgleichung der 
elektrischen Gegensätze (+ und —) schwingen die Moleküle zu beiden Seiten der 
Gleichgewichtslagen der Act der Neutralisation ist daher eine Umwandlung von Elek- 
trieität in Wärme ;“ und zu Seite öl: ‚so dass die ausserhalb der Gleichgewichtslage 
schwingenden Atome der Moleküle (!) die Wärmeerscheinungen hervorrufen, welche 
sodann die Moleküle mit ihren Gleichgwichtspunkten erfasst.‘ 


* 
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beständig in Wärmeschwingungen begriffen, gelangt nie zur Ruhe, höch- 
stens zur Beharrung, und dann bedingen die Temperatur und die Beschaf- 
fenheit des Stoffs durch ihren Einfluss auf die Amplitude das Volumen 
und bei Temperaturveränderungen die relative Ausdehnung. Bei ver- 
schiedenen Körpern ist also bei gleicher Temperatur das Volumen und bei 
gleicher 'Temperaturänderung die durch deren Einfluss auf die Amplitude 
erzeugte relative Ausdehnung verschieden. Bei gleichen Körpern von ver- 
schiedener Grösse und bei gleich grossen verschiedenen Körpern wird also 
auch durch eine bestimmte ihnen zugeführte Wärmemenge (d. h. durch 
ein bestimmtes auf sie übertragenes Schwingungsmoment) die Schwing- 
ungszahl in verschiedener Weise abgeändert, also eine verschiedene Tiem- 
peraturerhöhung hervorgebracht werden, es haben also die Körper ver- 
schiedene Wärmecapacität,®) aber die Atome der chemischen Ele- 
mente haben alle dieselbe Wärmecapacität. Der Einfluss des Stoffes 
auf die Füglichkeit der Fortpflanzung von Wärmeschwingungen in ihm 
‚bedingt die Leitengsfähigkeit; Strahlung und Leitung unterscheiden 
sich in der früher angegebenen Weise und der Grad der Leitungsfähiskeit 
wird nach der Geschwindigkeit bemessen, mit welcher die Fortpflanzung 
erfolgt. Obwohl Spiller den ursächlichen Zusammenhang zwischen Am- 
plitude, Schwingungszahl, Temperatur, Ausdehnung u. s. w. nicht weiter 
"begründet hat, so ist es doch leicht denkbar, dass ein solcher vorhanden 
sein kann, und dann sind die daraus gezogenen Folgerungen richtig. Miss- 
licher steht es um die Erklärung der gebundenen Wärme. Zuvörderst, wie 
soll man sich den thermischen Schwingungszustand des Körpers vor- 
stellen, wenn die Schwingungen in ihm ruhen, weil der Körper irgend 
eine Temperatur haben muss? Fällt die Erklärung der gebundenen Wärme 
nicht mit jener der Wärmecapacität zusammen? Es liess sich aber die 
Schwierigkeit wohl umgehen, wenn man etwa sagte: jeder Körper bedarf 
zu seinem Bestehen in einer gewissen Form (Grösse und Aggregatzustand) 
einer gewissen Amplitude und Schwingungszahl seiner Wärmeschwingun- 
gen und diese sind gebunden, d.h. sie können ihm nicht genommen wer- 
den, so lange er in dieser Form bestehen soll und muss; wird ihm Wärme 
genommen oder neue zugeführt, so muss sich seine Form ändern; wird 
durch äussere Kräfte seine Form geändert, so wird durch die äusseren 
Kräfte das Volumen und mit diesem die Amplitude vergrössert oder ver- 


- kleinert, und, da das Schwingungsmoment im Körper ungeändert geblieben 


ist, so wird die Schwingungszahl vermindert oder vermehrt, d. h. die Tem- 
peratur fällt oder steigt, und es wird entweder von der Umgebung aufge- 
nommen. oder an sie abgesetzt, was der Körper an Wärme bedarf oder 
überflüssig hat, es wird Wärme gebunden oder frei. So ist es auch bei der 


*) Die Körper von grosser Wärmecapaeität ähneln den elektrischen Isolatoren ; 
beide lassen sich schwer in Schwingungen versetzen, schwingen dann aber auch um 
so länger. 


e‘ 
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Aenderung des Aggregatzustandes und zwar in erhöhtem Maasse; desglei- 
chen bei chemischen Verbindungen und Zersetzungen, bei Lösungen, bei 
Auscheidung oder Aufnahme von Wasser bei der Krystallisation oder bei 
chemischen Vorgängen (Krystallisations- oder Constitutionswasser). Daran 
schliesst sich endlich ganz natürlich der Einfluss der Wärme auf das Zu- 
standekommen oder die Lösung chemischer Verbindungen; es regulirt näm- 
lich die Wärme theils die Entfernung, theils die Geschwindigkeit der Be- 
wegung der einzelnen Theilchen und macht sie für die chemische Verbind- 
ung mehr oder weniger geeignet. 


2) Der elektrische Strom. 


Der thermoelektrische und ebenso der contactelektrische Strom entsteht 
„durch den Conflict der einander entgegenkommenden Wärme- 
schwingungen der beiden Metalle miteinander und mit der in dem Behar- 
rungsvermögen der Moleküle des Leiters liegenden dritten Kraft und be- 
steht aus zusammengesetzten Schwingungen der Molekiile 
ausserhalb (d.h. diesseits oder jenseits) der Gleichgewichtslage' 
um ihre Gleichgewichtspunkte. Es entfernen sich also zunächst 
_ die Gleichgewichtspunkte aus der Gleichgewichtslage «ab (s. Taf. IV, Fig. 13) 
in eine neue Lage cd (Hauptschwingung), um welche dann zwischen 
mn und op die Moleküle schwingen (Nebenschwingung), „wobei die ' 
Erlangung der von ab entfernteren Lage mn die Ladung und die der 
näheren op die angestrebte Entladung bedeutet, indem ab die voll- 
ständige Entladung ist.“ Diese Erklärung*) ist offenbar der Erklärung 
der Wärmeschwingungen nachgebildet. Dort fehlte die Begründung und 
selbst die Erläuterung des Schwingens der Gleichgewichtspunkte um die 
Gleichgewichtslage. Hier findet sich eine anderweitige Unbestimmtheit. 
Das Wort „ausserhalb“ scheint nämlich anzudeuten, dass cd eine, we- 
nigstens für eine gewisse Zeitdauer bleibende Lage sei, und S. 47 sagt 
Spiller, dass „bei der Reibungselektrieität die Spannung (Hauptschwing- 
ung) grösser sei, d. h. die Moleküle auf die Dauer weiter aus ihrer Gleich- 
gewichtslage gebracht seien, als bei der durch Berührung erzeugten.‘ Da- 
gegen lässt die Bezeichnung als „Hauptschwingung‘“ und die Bemer- 
kung, dass dieselbe mit der Wärmedifferenz der Löthstellen wachse (8.35), 


*) Eine Art Beweis folgt S. 36: „Davon, dass der elektrische Strom wirklich in 
einer lebendigen Öscillation der Moleküle um ihre Gleichgewichtspunkte jenseits 
oder diesseits besteht, giebt die Erscheinung der Elektrieität an den Knotenlinien 
der Klangfiguren einen klaren Beweis, indem zwei durch eine Knotenlinie geschie- 
dene Theile entgegengesetzte Schwingungsphasen besitzen, die für die Moleküle in 
der Knotenlinie durch Rückwirkung der Cohäsion und Elastieität des Stoffes nicht 
blos einfache Oseillationen (Hauptschwingung) bleiben können, sondern ausserdem 
in (Neben-) Schwingungen ausserhalb der Gleichgewichtslage übergehen müssen.‘ 
Hier fehlt es wohl an Klarheit. Die Knotenlinien sind doch in Ruhe, da sich in ihren 
die entgegengesetzten Antriebe zu Schwingungen auszugleichen, oder sind sie blos 
rücksichtlich der tönenden Schwingungen in Ruhe und zugleich in elektrischen 
Schwingungen begritfen? 
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vermuthen, dass cd selbst um ab schwinge. Da ferner „der elektrische 
Strom in Bewegung begriffener- Magnetismus sein,“ und da er „durch die 
während des Stromes einseitig bleibende Hauptschwingung dargestellt 
werden‘ soll, da endlich im Magnetismus eine Vierteloscillation (Haupt- 
schwingung) fixirt ist, so dürfte auch während der Dauer des Stroms 4 der 
Hauptschwingung vollendet werden. In Fig. 13 wurde cd in zwei ver- 
schiedenen Lagen gegen ab gezeichnet, um damit die Existenz von posi- 
tiven und negativen Strömen anzudeuten; denn wenn die Massen- 
theilchen auf entgegengesetzten Seiten der natürlichen Lage schwingen, so 
sind die Ströme entgegengesetzt. Auf Seite 40 ist ein momentaner elek- 
trischer Strom*) als eine einzelne Schwingung ausser der 
Gleichgewichtslage und auf 8. 41 als eine einseitige (d. h. 4) Oseil- 
lation (der Hauptschwingung) bezeichnet. Endlich scheint aus der Stelle: 
„bei der Untersuchung der Wirkungen eines solchen Stroms kommt es auf 
die Elongation der Hauptschwingung an, oder wie weit sich jedes Molekül 
um den Gleichgewichtspunkt dreht, und auf die Amplitude und Schwing- 
ungszahl der Nebenschwingungen **) um diese neue Lage. Jene bedingt 
die sogenannten Intensitäts- (mechanische, physiologische Wirkung), 
diese die Quantitätserscheinungen (chemische Wirkung, Licht, 
Wärme)“ fast zu folgen, dass Spiller weniger jedem Theilchen eine 
selbstständige Schwingung zugesteht,,***) als vielmehr in Uebereinstim- 
mung mit der bildlichen Darstellung in Fig. 13 sich eine Reihe hinterein- 
anderliegender Theilchen wie ein Doppelpendel schwingend vorstellt; dann 
würde aber wohl jedes solche Doppelpendel beide Elektrieitäten an seinen 
Enden und dazwischen im Durchschnittspunkte ce eine Indifferenzzone 
zeigen. 


3) Magnetismus. 


Auch die Erklärung des Magnetismus leidet an Unbestimmtheit; sie 
lautet: „Endlich liegt in den Schwingungen des elektrischen Stromes noch 
ein sehr wichtiges Moment. Die Atomgruppen oder Molekel schwingen 
nämlich nicht blos um ihre Gleichgewichtspunkte, sondern theils jenseits, 
theils -diesseits derselben 7) und sind, wie lange der elektrische Strom 
durch den Leitungsdraht geht, so lange entweder nur jenseits undyf) nur 





*) Eine Erklärung des continuirlichen Stromes findet sich nirgends, blos die 
Andeutung, „dass die Moleküle, so lange der Strom durch den Draht geht, entweder 
nur diesseits oder nur jenseits schwingen.‘“‘ Wie soll man nach dem OÖbigen einen 
dauernden Strom definiren ? 

**) „Dass zu jedem Strome auch eine gewisse Schwingungszahl der Neben- 
schwingungen gehört, beweist der Umstand, dass nicht die Länge des von disconti- 
nuirlichen Strömen durchflossenen Drahtes, sondern die Intensität des Stromes die 
Höhe des Tones bestimmt.‘“ 

###) Doch haben wenigstens „alle Moleküle gleichzeitig dieselbe Elongation der 
Hauptschwingung und dieselbe Amplitude in der Nebenschwingung.“ 
+) Wessen der Gleichgewichtspunkte oder der Gleichgewichtslage?® 
+) Soll wohl heissen: oder, 
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diesseits jener Lage. Diese vorübergehend fixirte Schwingungist 
der Thermo- oder Elektromagnetismus, und wenn die Fixirung die- 
ser Vierteloscillation auf die Dauer geschieht und nach der Natur der Körper 
ohne neue Erregungen in ihnen festgehalten wird, der gewöhnliche 
Magnetismus, der sich aber seinem Wesen nach von jenen nicht-unter- 
scheidet. Die Grösse der Elongation bedingt seine Stärke.‘ Dass hier 
nur von Fixirung einer Vierteloseillation der Hauptschwingung die 
Rede ist, zeigt 8. 39.) Ist denn aber eine fixirte Schwingung überhaupt 
noch eine Schwingung?*®*) Oder fallen die Nebenschwingungen weg? 
Dann wären aber Magnetismus und Elektrieität wesentlich verschie- 
den, was sie aber nach 8. 42 nicht sein sollen. Sie stehen vielmehr in 
folgender Wechselbeziehung: „Der elektrische Strom ist in Bewegung be- 
griffener Magnetismus und Magnetismus ist zur Ruhe gebrachte Elektriei- 
tät.***) Diesen Satz sucht Spiller aus den Inductionserscheinungen zu 
beweisen; allein es kann auch dieser Versuch nicht als gelungen und genü- 
gend bezeichnet werden. Zuerst nämlich wird doch die „zur Ruhe ge- 
brachte magnetische Vierteloseillation“ bei der magnetomagnetischen In- 
duction nur dadurch inducirt, dass sie eben gemacht wird; bevor sie fixirt 
werden kann, muss sie gemacht werden; während sie aber gemacht wird, 
ist sie Magnetismus in Bewegung, d.h. ein momentaner elektrischer Strom. 
Wenn dabei ferner in der angegebenen Weise durch rasche Umkehrung der 
z.B. den durch Erdmagnetismus magnetisch gewordenen Stange aus einer 
Lage in der Inclinationsrichtung in die entgegengesetzte, die Theilchen der 
Stange selbst ‚eine einzelne Schwingung ausserhalb der Gleichgewichts- 
lage machen, d. i. einen momentanen elektrischen Strom zeigen,‘ so müsste 
eben dieser, sowie der in der Stange beim ersten Auftreten des Magnetis- 
mus entstehende Strom, wieder in einem benachbarten Leiter zwei Ströme 
wecken, einen bei seinem Beginn und einen zweiten bei seinem Verschwin- 
den; darüber ist nichts bekannt; vielleicht heben sich beide bei ihrer 
schnellen Aufeinanderfolge wegen ihrer entgegengesetzten Richtung auf, 
sonst müssten sie wenigstens einen modifieirenden Einfluss auf den im Lei- 
ter durch das Entstehen des Magnetismus hervorgerufenen, freilich eben- 


*) „Man kann sich vorstellen, dass die um eine Vierteloseillation aus der Gleich- 
gewichtslage gebrachten Moleküle in dieser neuen Lage gewissermassen arretirt wer- 
den;‘“ „die während des Stromes einseitig bleißende Hauptschwingung stellt den 
Magnetismus dar.“ „Die Wärme lockert die Fixirung und gestattet eine Rückkehr 
aus der erzwungenen zur natürlichen Gleichgewichtslage ;‘“ ‚die zum Magnetismus 
nöthige Vierteloseillation.‘“ 

**) Spiller scheint selbst daran gedacht zu haben, weil er $. 46 sagt: „‚der 
starre Magnetismus ist einer Hemmung oder Ableitung durch Berührung unfähig,‘ 
und 8. 47: „Beim Magnetismus kann nicht, wie bei der Elektrieität, von der Geschwin- 
digkeit der Fortpflanzung die Rede sein, sondern nur insofern, als er nach den allge- 
meinen (zesetzen eine momentane Wirkung auf die Entfernung in einer beschränkten 
Sphäre ausübt.‘ Der letzte Zusatz war nöthig wegen der magnetischen Influenz und 
Induction. 

*##) Ein ähnlicher Ausspruch, aber in etwas verschiedener Bedeutung findet sich 
im IV. Jahrg. d, Zeitschr. S. 159 
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falls nur momentanen Strom äussern. Bei der Erklärung der magneto-elek- 
trischen Induetion stört der Machtspruch, dass die durch den bewegten 
Magnet aus der Gleichgewichtslage or (Fig. 14. Taf. IV) in eine neue cd 
gerückten Theilchen des Leiters gerade nur mit einer % Schwingung cof 
und drg in ihre natürliche Gleichgewichtslage zurückgehen*); und wenn 
„dies auch einen vorübergehenden Strom geben könnte, indem bei dieser 
4 Schwingung die Bewegungsrichtung der ersten °/, eine andere, als die 
des letzten ’4 ist, was einer einseitigen Oseillation entspricht“, so fragt 
man doch gewiss mit Recht, warum der Strom „erst beim Aufhören der Be- 
wegung des Magneten durch die rückwärts, also entgegengesetzt gerichtete 
Oseillation eintritt‘, und warum „die durch das Hinbewegen des Magneten 
entstandene Vierteloseillation von or bis ed nicht der Strom, sondern nur 
die vorübergehende Spannungslage“ sein soll. Eine Oseillation ist 
doch sonst keine Lage! 


4) Spannungselektriecität. 

Das Wesen der Spannungselektrieität erklärt Spiller wie folgt: In 
den schlechten Leitern stauen sich gewissermassen die elektrischen Schwing- 
ungen oder werden zu fixirten. Wenn z. B. die beiden Poldrähte eines 
elektromagnetischen Inductionsstromes nach einander mit den beiden Be- 
legungen einer Leydener Flasche in Berührung gebracht werden, so hin- 
dert der zwischenliegende Isolator die Fortpflanzung und Ausgleichung der 
beiden Bewegungen, es haben die Moleküle in den beiden Belegungen eine 
entgegengesetzte, aber zur Ruhe gebrachte Schwingung erhalten: „es ist 
eine Spannung vorhanden, die aufhören muss, sowie die beiden Beleg- 
ungen durch einen guten Leiter verbunden werden. Dieser Zustand 
ist vollkommen der beim Magnetismus, bei welchem die Aus- 
gleichung der Spannungen der beiden Pole durch den Anker aus weichem 
Risen geschieht, während Luft und andere Körper sie isoliren. Der Unter- 
schied wird nur durch die Natur der Körper hervorgebracht, an welchen 
die zur Ruhe gebrachte oder in Ruhe gehaltene Vierteloscillation erscheint. 
Der Nordpol eines Magneten verhält sich wie positive, der Südpol wie ne- 
gative Elektricität. Die innige Verwandtschaft, ja Identität des Magnetis- 
mus und der Elektricität zeigt sich auch darin, dass die Tragfähigkeit eines 
Magnetpols in der Nähe eines geladenen Conductors geschwächt oder ver- 
stärkt wird, wie wenn man ihm beziehungsweise den ungleichnamigen oder 
gleichnamigen Pol eines anderen Magneten nähert. Stellt man die Glas- 
scheibe der Elektrisirmaschine in den magnetischen Meridian (um den Ein- 
fluss des Erdmagnetismus zu beseitigen) und dreht sie von Süd’nach unten, 


*) Auch bei der elektro-elektrischen Induction soll nur eine 4 Schwingung ge- 
schehen; desgleichen bei der Funkenentladung in dem zwischen den beiden + und — 
elektrischen Körpern liegenden Körper, es wird hier aber wenigstens den Theilchen 
noch eine unmerkliche Schwankung um die Gleichgewichtslage erlaubt. 


a 


100 Literaturzeitung. 


AANALINI AD NINE LINIE I I LININININANANITIANANAAII IN InNNNINInNNIInNnNT In ann annnNDnnnaNnNn Annan 


nach Nord u. s. f., so bekommen die Massentheilchen des Glases durch die 
Reibung in der Südhälfte der Scheibe sowohl, als auch an der Ost- und 
Westseite eine Richtung, die der in der Nordhälfte entgegengesetzt ist. In 
dieser durch die Natur des Glases fixirten Spannungslage müssen die beiden 
Quadranten der Südhälfte auf der Ost- und Westseite gegen eine mitihnen 
parallel gehaltene kurze Magnetnadel ein anderes Verhalten zeigen, als in 
den beiden Seiten der Nordhälfte; jene ziehen den Südpol, diese den 
Nordpol der Nadel an. Dreht man die Scheibe umgekehrt, so ist auch die 
Anziehung umgekehrt*). Bringt man einen Tropfen heissen Siegellacks 
auf den elektrischen Conductor einer in Thätigkeit versetzten Maschine, so 
bilden sich Fäden von verschiedener Feinheit, die man durch Wegziehen 
mit einer Siegellackstange verlängern kann. Die feinsten zeigen unter dem 
Mikroskope hobhle Spiralen, die stärkeren nur an der Oberfläche, und zwar 
gehen sie auf dem positiven Conductor von links nach rechts, auf dem ne- 
gativen umgekehrt; die äusseren Spiralen zeigen dort breitere eingedrückte, 
hier breitere erhabene Windungen **). Wird geschmolzenes Siegellack dem 
eleetrischen Conductor gegenüber gehalten und zieht man Fäden aus, so 
sind natürlich die Windungen denen im vorigen Falle entgegengesetzt ge- 
richtet. Erwärmtes Siegellack wird negativ, Glas positiv ; daher giebt jenes 
in ausgezogenen Fäden äussere Spiralen von rechts nach links, dieses um- 
gekehrte.“ 

Wenn die eben mitgetheilten Thatsachen streng wahr sind, so gewinnt 
die Ansicht Spiller’s über die Identität des Magnetismus und der Elektrieität 
eine grosse Wahrscheinlichkeit. Experimentell nachzuweisen bleibt aber 
z.B. immer noch, dass der Erdmagnetismus nicht allein auf vom Strome 
durchflossene Leiter, sondern auch auf positiv elektrische oder negativ 
electrische, oder wenigstens auf Körper, welche positive und negative Elek- 
trieität zugleich (mit einer Indifferenzzone dazwischen) haben, seine Richt- 
kraft eben so gut äussert, wie auf bewegliche Magnete. 


Obgleich demnach im Vorhergehenden sattsam nachgewiesen wurde, 
dass Spiller seine Ansicht über die Natur der Wärme, der elektrischen und 
magnetischen Schwingungen nicht allein in bestimmteren und erschöpfen- 
deren Definitionen hätte niederlegen, sondern dass er sie auch mit grösse- 
rer Consequenz, besonders rücksichtlich des Unterschiedes zwischen Haupt- 
und Nebenschwingung, hätte durchführen sollen; obgleich die dynamische 


*) Es ist aber doch die Scheibe überall gleichnamig electrisch. — Die Scheibe 
scheint also nicht von dem Erdmagnetismus magnetisch influenzirt worden zu sein. 

*#*) Spiller erklärt dies als natürliche Folge der von allen Theilchen nach der- 
selben Richtung hin ausgeführten einseitigen Schwiugungen; die Rotation aber 
einer Flüssigkeit um den Leitungsdraht, durch welchen der Strom geht, als Folge der 
einseitigen Stösse nach derselben Richtung. Da hierbei die Stösse im Querschnitte 
des Leiters tangential sein müssten, so lassen sich beide Erscheinungen als weitere 


Stützpunkte für die im IV. Jahrgang dieser Zeitschrift S.159 ausgesprochene Ansicht 
benutzen. | 
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Ursache für die angenommene Form der Schwingungen nicht angegeben, 
die Kräfte nieht bezeichnet wurden, welche die Theilchen veranlassen, ge- 
rade so zu schwingen; obgleich selbst die auf die Definitionen gestützten 
Erklärungen noch so Manches zu wünschen übrig lassen und sogar manche 
Erklärung hinzuzufügen wäre (z.B. über die Beziehung der positiven und 
negativen Elektrieität, des Nord- und des Südmagnetismus zu einander; 
über das Auftreten beider Elektrieitäten bei der Influenz; über den Grund, 
weshalb ‚die elektrischen und magnetischen Erscheinungen nur an der Öber- 
fläche der Körper zur Wahrnehmung und Wirkung gelangen‘ können und 
dennoch die magnetischen Pole nicht in den Endflächen liegen, u. s. w.); 
obgleich daher die (indessen auch keineswegs direct widerlegte) Ansicht 
Spiller’s noch nicht gegründeten Anspruch auf allgemeine Anerkennung 
machen darf: so liefert dieselbe doch gewiss manches neue gewichtige Mo- 
ment für die Behauptung, dass die Undulationstheorie zur Anwendung auf 
Elektricität und Magnetismus nicht allein berechtigt, sondern auch berufen 
ist. Ich meinestheils habe mich gefreut, als ich in „dem Phantom der Im- 
ponderabilien‘“ rücksichtlich der Begründung der eben wiederholten Be- 
hauptung und selbst in Hinsicht auf manche allgemeinere Eigenschaften 
der elektrischen Schwingungen eine so grosse Uebereinstimmung mit den 
kürzlich in dieser Zeitschrift über denselben Gegenstand veröffentlichten 
Artikeln fand. So wenig, als Spiller in Posen von dem Entstehen meiner 
Arbeit wusste, so wenig war mir während meines Aufenthalts in Italien, wo 
ich jene Artikel schrieb, etwas von seinem bereits erwähnten Schriftchen: 
„Gemeinschaftliche Prineipien u. s. w.“ bekannt geworden, und das Erschei- 
nen des „Phantoms‘ fällt erst nach dem Abschluss meiner Arbeit. — Wenn 
aber einmal die Berechtigung einer Anwendung der Undulationstheorie auf 
Elektrieität und Magnetismus zur Genüge dargethan ist, so dürfen wir um 
so getroster an die nächste Aufgabe gehen: die Natur der Schwingungen 
zu erforschen, aus welcher sich die elektrischen und magnetischen Erschei- 
nungen ungezwungen erklären lassen. Die Lösung dieser Aufgabe hoffen 
und erwarten wir von der Zukunft. 

Nicht unbemerkt jedoch möge es bleiben, wie günstige Folgerungen 
" sich machen lassen, wenn man die Erklärungen etwa so formulirt: 

1) Wenn jedes Theilchen um einen ausserhalb der Gleichgewichtslage 
fixirten Gleichgewichtspunkt schwingt, so bedeuten die Schwingungen M ag- 
netismus oder Spannungselektricität. 

2) Wenn aber jedes Theilchen nicht blos um den Gleichgewichtspunkt 
(Nebensehwingung), sondern dieser selbst zugleich mit um die Gleich- 
gewichtslage schwingt (Hauptschwingung), so bedeuten die zusammen- 
gesetzten Schwingungen: 

a) Wärme, sobald die Gleichgewichtspunkte volle Schwingungen 
vollbringen; 

b) einen elektrischen Strom, sehald nur ein Stück der Amplitude 
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bis höchstens 1% Schwingung umfasst, welche nach einer bestimmten, un-- 
verändert beibehaltenen Richtung erfolgt; die eine halbe Schwingung 
(Hergang) ist der positive, die andere halbe Schwingung (Hingang) ist 
- der negative Strom; mit jedem Richtungswechsel in der Hauptschwing- 
ung schlägt also das Vorzeichen des Stroms in das entgegengesetzte um. 
Jeder Körper ist nun zwar stetig in Wärmeschwingungen begriffen, 
allein die dadurch erzeugten Ströme von verschiedenem Vorzeichen wech- 
seln so schnell, dass der Körper unelektrisch erscheint, so lange er über 
und über gleiche Temperatur hat. Hat dagegen eine Stelle eine höhere 
oder niedere 'l’emperatur als die andere, so bewegt sich die Wärme von 
oder zu ihr, d.h. die Amplitude der Hauptschwingung wächst in dieser 
Richtung, daher zeigt sich ein (thermo-) elektrischer Strom. — Wenn ein 
Strom entsteht, so dauert er so lange als die 4 Hauptschwingung; wird 
der Gleichgewichtspunkt in seiner äussersten Lage fixirt, so ist nicht der 
Strom mehr vorhanden, sondern Spannungselektrieität oder Magnetismus 
(Polarität des Leitungsdrahtes). Ist diese fixirte Elongation der Haupt- 
schwingung so gross, dass die Elasticität der Theilchen ein Zurückgehen 
veranlasst, so entstehen ganze Hauptschwingungen, d. h. der Strom er- 
wärmt. Dabei ist der Strom selbst nicht mehr vorhanden. Magnetismus 
und Spannungselektrieität können nur die ihnen innewohnenden Schwing- 
ungen induciren, elektrische Ströme aber erst dann wecken, wenn die 
Bewegung des magnetischen oder elektrischen Körpers oder die Bewegung 
des Schwingungszustandes über den Körper eine Hauptschwingung hinzu- 
fügt. Magnetismus und.Spannungselektricität müssen alle Wirkungen des 
dauernden (galvanischen ) Stromes hervorbringen können, so die chemi- 
schen; Anziehung oder Abstossung in die Ferne; — parallele oder gleich- 
gerichtete Ströme verhalten sich zu einander wie zwei Magnete mit analo- 
ger Lage der Pole, (vergl. Fig. 15 Taf. IV); andere Wirkungen bringt nur 
der momentane (Reibungs-, Inductions-, Thermo-) Strom hervor, z. B. die 
mechanischen, physiologischen. Nur die letzteren Ströme indueiren wieder 
Ströme; jedes Nachlassen in der Intensität ist ein Strom nach entgegen- 
gesetzter Richtung.° Beim Aufhören des dauernden Stroms machen die 
Theilchen zunächst 4 Hauptschwingung rückwärts; die folgenden Viertel-* 
schwingungen heben sich je zwei und zwei auf und die Elongationen neh- 
men dabei nach und nach bis auf Null ab (vergl. Fig. 16 Taf. IV). — Licht- 
erscheinungen treten auf, wenn die (Haupt- oder Neben-) Schwingungen 
schnell genug auf einander folgen. — Zonen entstehen, wenn die Haupt- 
schwingung von verschiedenen Punkten in verschiedenen Schwingungs- 
stadien fixirt wird (vergl. Fig. 17 Taf. IV); bei Isolatoren pflanzt sich ja 
die Elektricität sehr langsam fort. Dr. ZETZSCHE. 
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Die Potentialfunction und das Potential. Ein Beitrag zur mathematischen 
Physik; von Dr. Crausıus, Professor an der Universität und am 
eidgenössischen Polytechnicum zu Zürich. Leipzig, Verlag von 
J. A. Barth. 

Je mehr es gelingt, die physikalischen Erscheinungen aus den Wirk- 
ungen von Elementarkräften zu erklären und damit auf einfache mecha- 
nische Prineipien zurückzuführen, desto wichtiger wird auch die specielle 
Untersuchung solcher Functionen, die bei jenen Arbeiten eine bevorzugte 
Rolle spielen. Hierher gehören besonders das Potential und die Potential- 
function, und es bedarf nur einer flüchtigen Ansicht der älteren Untersuch- 
ungen von Green und Gauss, sowie der neueren von Neumann, 
Kirchhoff, Helmholtz, Thomson u. A., um sich von der Richtigkeit 
dieser Bemerkung zu überzeugen. Andererseits ist nicht zu leugnen, dass 
das nöthige Material zu einer Theorie jener Functionen etwas zerstreut um- 
herliegt, und man muss es daher dem Verfasser Dank wissen, dass er eine 
geordnete Zusammenstellung gegeben hat. Der Vorrede zufolge macht der 
Verfasser keinen Anspruch darauf, neue Resultate mitzutheilen, und be- 
zeichnet nur die Art der Zusammenstellung und einen grossen Theil der 
Beweisführung als neu; Referent erlaubt sich, hinzuzusetzen, dass auch, 
wenn letzteres nicht der Fall wäre, das Schriftechen immerhin eine sehr 
willkommene Erscheinung gewesen sein würde. Der Verfasser bemerkt 
ferner, dass er hier und da, den Physikern zu Gefallen, etwas breitere Aus- 
einandersetzungen gegeben habe, als es für Mathematiker von Fach nöthig 
gewesen wäre — wir glauben aber, dass sich der Verfasser darüber voll- 
ständig beruhigen kann. Referent wenigstens ist mit jener Ausführlichkeit 
und Weitläufigkeit, die in den Werken mancher bekannten Schriftsteller 
dem Leser zum Ekel wird, ebensowenig einverstanden, als mit einer neuer- 
dings Mode gewordenen Vornehmthuerei, die absichtlich an schweren Stel- 
len mit einem ‚man findet leicht‘ sich den Schein der Genialität geben 
will. Die Mittelstrasse, wie sie z. B. in Euler’s Abhandlungen dem Le- 
ser so wohlthuend wirkt, ist freilich nicht leicht einzuhalten, der Verfasser 
des vorliegenden Schriftehens dürfte sie aber recht gut getroffen haben. 

SCHLÖMILCH. 
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Elemente der Vermessungskunde. Von Dr: C. M. BaAvERNFEIND. 1. Band. 
München. Cotta. 452 S. 2 Thlr. 24 Ngr. 

Nach der Einleitung zerfällt dieses Werk in folgende drei Haupt- 
abtheilungen: I. Mittel zur Messung oder die Messinstrumente, II. Die 
Anwendung dieser Mittel oder Berechnung der Messungen, III. Herstel- 
ung der Pläne und Charten. — Die erste Abtheilung bildet den ersten Band, 
die beiden andern fallen dem zweiten zu. 

Der erste Band, von welehem hier zunächst allein die Rede sein wird, 
‚erörtert in der vom Verfasser gewählten Reihenfolge in einzelnen Kapi- 
teln: 1) Die Bestandtheile der Messinstrumente; 2) die Mittel 
zur Bezeichnung der Punkte auf dem Felde; 3) die Instrumente 
zum Winkelmessen, 4) zum Längenmessen (Nivellirinstrumente, 
Barometer) und 6) die Instrumente zu Geschwindigkeits-Messun- 
gen. Was zunächst die Bildung der drei Hauptabschnitte. des ganzen 
Werkes betrifft, so entspricht dieselbe durchaus der praktischen Natur des 
Gegenstandes, welche bei der stets wachsenden Menge der Materien eine 
strengere Scheidung derselben erheischt und selbst im Unterrichte die bis- 
her nalezu in allen Büchern dieser Art gebräuchlichen Mischungen nieht 
mehr zweckmässig erscheinen lässt. 

Bezüglich der Unterabtheilungen, in welche die Materien des vorlie- 
genden ersten Bandes zu bringen sind, kann man von verschiedenen An- 
sichten ausgehen, je nachdem man den Zweck eines eigentlichen Lehr - 
buches mehr oder weniger scharf ins Auge fasst. Man kann, wie in an- 
gegebener Weise der Verfasser thut, alle diejenigen Instrumente in die 
gleiche Kategorie bringen, welche für denselben Zweck oder zur Lösung 
einer und derselben Art von Aufgaben dienen, also z. B. alle Instrumente, 
welche zum Winkelmessen, sodann alle, welehe zum Längenmessen dienen, 
zusammenstellen. Und dieser Gang lässt sich ganz gut befolgen, obgleich 
es schwer zu vermeiden ist, dass in der Darstellung Instrumente von ganz 
verschiedener Genauigkeit und wesentlich verschiedenem Bau, z. B. die 
Messschnüre und der Distanzmesser sich begegnen, oder dass gewisse An- 
ticipationen vorkommen, indem von manchen Instrumenten die Rede sein 
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muss, welche erst später beschrieben werden, dass die Maasstäbe, Messkette 
etc. nach dem Messtische und Theodolithen zum Vortrage gelangen etc. 
Obgleich Referent selbst die Erfahrung machte, dass viele dieser kleinen 
Uebelstände wegfallen, wenn man überhaupt nur insoweit an einem Ein- 
theilungsprineip festhält, dass stets die einfacheren den complicirteren In- 
strumenten vorangehen und mit der Beschreibung, Prüfung und Berich- 
tigung die praktische Anwendung jedes einzelnen Instrumentes zur Lösung 
der elementaren Aufgaben, für welche es vorzugsweise dient, unmittelbar 
verbunden wird; so ist gleichwohl über diesen Punkt nicht zu rechten: wer 
es je unternommen hat, eine praktische Disciplin, wie die vorliegende, ja 
selbst nur eine besondere Parthie, wie z. B. das Fernrohr, vollständig und 
als Lehrgegenstand so zu bearbeiten, dass ebenso den wissenschaftlichen 
Anforderungen wie den nothwendigen Rücksichten auf den Lernenden ent- 
sprochen werde, hat ohne Zweifel die hierin liegenden eigenthümlichen 
Schwierigkeiten wahrgenommen. Nun scheint das vorliegende Werk sei- 
ner ganzen Anlage nach keineswegs als Lehrbuch bestimmt zu sein und 
es mochten daher die für andere Leser besonders wünschenswerthe Ueber- 
sichtlichkeit und grössere Vollständigkeit wichtiger erscheinen, als gewisse 
pädagogische Subtilitäten. . 

Beziehen sich diese Bemerkungen auf die Anordnung des Werkes im 
Allgemeinen, so muss bezüglich der Darstellungsweise der einzelnen Mate- 
rien anerkannt werden, dass dasselbe durch Vollständigkeit und Gründlich- 
keit, sowie durch seine vorzügliche und in Hinsicht der in den Text ge- 
druckten Abbildungen durchaus musterhafte Ausstattung alle bis dahin in 
diesem Zweige der Literatur in Deutschland erschienenen Werke über- 
trifft, und dieses Urtheil erscheint um so mehr gerechtfertigt, als die sorg- 
fältige und erschöpfende Behandlung der Einzelheiten sich nicht auf be- 
reits vorliegendes Material beschränkt, sondern, wie der Verfasser in der a 
Vorrede mit Recht bemerkt, ein grosser Theil des Textes, wie z. B. die 
Artikel über das Prismenkreutz, Winkelprisma, den Spiegelkreis, Distanz- 
messer, Stromquadrant und die Pitot’schen Röhre als Original-Abhandlun- 
gen über diese Gegenstände betrachtet werden können. Hierunter kann in 
N vieler Beziehung auch der von der einzelnen Linse und dem Fernrohr han- 
delnde Abschnitt des Buches gezählt werden, denn in keinem Werke dieser 
Art findet sich in solcher Ausführlichkeit die elementare Dioptrik, wie sie 
Jeder kennen muss, dessen Beruf es mit sich bringt, dass er optische In- 
strumente zu beurtheilen und richtig zu behandeln im Stande sei. Es liegt 
indessen in der Natur der Sache, dass über manche Punkte der Lehre von 
den Instrumenten, insoweit sie deren Genauigkeit, oder die Würdigung 
ihrer praktischen Brauchbarkeit oder die daran noch möglichen Verbesse- 
rungen betrifft, die Akten keineswegs geschlossen sind und gar Manches zu 
wünschen übrig bleibt. Wenn wir also in dieser Hinsicht auf die Metho- 
den für die Theilung der Latte eines Distanzmessers mit festen Fäden, Yu 
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‚oder auch die Untersuchung des von Hogrewe erfundenen (sogenannten 
Stampfer’sechen) Nivellirinstrumentes etc. hinweisen, so liegt darin nichts 
weniger als ein Tadel gegen das vorliegende Werk. 

Die vorzüglichen und bei Weitem der Mehrzahl nach neuen Zeichnun- 
gen über Instrumente, wie solche von Ertl in München in grosser Voll- 
kommenheit hergestellt werden, sind wohl jedem für die Sache sich näher 
interessirenden Leser um so willkommener, als in fast allen bisherigen 
Publieationen nur die Abbildungen der aus den Werkstätten norddeutscher 
Mechaniker hervorgegangenen Instrumente berücksichtigt worden sind. 

Ein in solchen Werken ganz neues Kapitel ist jenes über die Instru- 
mente zum Messen der Geschwindigkeit,des fliessenden Wassers, und es 
wird ohne Zweifel vielen Lesern sehon darum erwünscht kommen, weil in 
den betreffenden Zeichnungen zugleich auch die Art der Aufstellung resp. 
Befestigung jener Instrumente bei ihrem Gebrauche angedeutet ist. 

Wir schliessen diese Bemerkungen, worin aus Rücksicht auf den Raum 
die ausführlichere Besprechung mancher anderen Punkte, in welchen sich 
dieser erste Band vor ähnlichen Werken wesentlich zu seinem Vortheil un- 
terscheidet, vermieden wurde, in der Ueberzeugung, dass dieses Buch so- 
wohl für Studirende als praktisch ausübende Geometer, Ingenieure und Ma- 
schinisten, überhaupt für Alle, welchen an einer genaueren Kenntniss der 
Messinstrumente gelegen ist, die vorzüglichste Empfehlung verdient. 

Dr. A. WINCKLER. 


Ausführliches Lehrbuch der Arithmetik und Algebra, zum. Selbstunter- 
| richt und mit Rücksicht auf die Zwecke des praktischen Lebens 
"bearbeitet von H.B. Lüssen. Vierte Auflage. Hamburg, O. Meiss- 

ner. 1859. j 
Die verschiedenen Lehrbücher des Verf. haben theilweis mehrere Auf- 
lagen erlebt und scheinen sich in gewissen Kreisen einer grossen Beliebt- 
heit zu erfreuen; von ihrer Einführung in höhern Unterrichtsanstalten hat 
zwar Ref. nichts gehört, desto häufiger findet man sie dagegen in den Hän- 
den von Architekten, Technikern ete. und besonders bei solchen, denen es 
an gründlicher Vorbildung für fachwissenschaftliche Akademien, polytech- 
nische Schulen u. dergl. gefehlt hat. Für solche Schüler dürften sich jene 
Lehrbücher auch vorzugsweis eignen und zwar hauptsächlich durch die im 
Ganzen sehr klare Darstellung und eine behäbige Breite, die selbst Ex- 
curse in fremde Gebiete und nöthigenfalls auch schleehte Witze nicht ver- 
schmäht. Weit geringer ist andererseits der wissenschaftliche Werth der 
Lübsen’schen Bücher; immer nur geleitet von dem Bestreben, es dem 
Leser so bequem als irgend möglich zu machen, kommt der Verfasser nicht 
selten zu wunderlichen Anordnungen des Stoffes und zum Gebrauche von 
Methoden, welche der Forderung nach mathematischer Strenge nur in sehr 
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beschränktem Maasse genügen. Dieses allgemeine Urtheil hat Ref. aus 
der Gesammtansicht der Lübsen’schen Lehrbücher abstrahirt und es wird 
durch die Recension des vorliegenden Bandes, sowie der übrigen Werke 
seine Bestätigung finden. 

Der Verf. erklärt im Anfange die Mathematik für eine Wissenschaft 
aus reinen Begriffen und meint, ihre Schwierigkeit liege in der ununter- 
brochenen Aufmerksamkeit, die sie verlange. Von diesen Behauptungen 
dürfte keine mehr als halb wahr sein Ein Begriff ist der Inbegriff. aller 
nothwendigen und hinreichenden Merkmale einer ganzen Classe von Ob- 
jecten; seine Bestandtheile sind jene Merkmale und diese können mög- 
licherweise wieder Begriffe sein, setzt man aber bei mathematischen Be- 
griffen diese Zerlegung fort (etwa wie der Chemiker seine Analysen), so 
kommt man zuletzt. auf einfache Vorstellungen sogen. reine Anschauungen 
(figürliche in der Geometrie, schematische in der Arithmetik) und gerade 
diese sind das Fundament der Mathematik. Eine Wissenschaft aus reinen 
Begriffen allein ist nur die Philosophie; die Mathematik erfordert Begriffe 
und gleichzeitig reine Anschauungen. Darin liegt auch die Schwierigkeit 
unserer Wissenschaft; mit der Virtuosität, Begriffe zu analysiren, logisch 
sicher zu schliessen ete., 'kann man wohl ein guter Jurist werden, aber bei 
combinatorischen oder stereometrischen Untersuchungen würde man damit 
allein nicht weit kommen, vielmehr ist hier die combinatorische oder stereo- 
metrische Anschauung gerade die Hauptsache. 

In den ersten 9 Büchern des vorliegenden Werkes findet sich das ge 
wöhnliche Zahlenrechnen abgehandelt, was wir nicht näher besprechen 
wollen; darauf folgt X. Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekann- 
ten in Zahlen, XI. Eingekleidete Aufgaben, die zu derartigen Gleich- 
ungen führen, XII. Die vier Species in Buchstaben, XIII. Von den Fune- 
tionen und Formeln, (zugleich lineare Buchstabengleichungen enthaltend), 
XIV. Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten, XV. Vor- 
läufige Begriffe von Potenzen und Wurzeln, Ausziehung der Quadrat- 
und Cubikwurzeln, XVI. Potenzen und Wurzeln im Allgemeinen, XVII. 
Die quadratischen Gleichungen*), XVIII. Die Progressionen, XIX. Die 
Logarithmen, XX. Logarithmische Rechnungen, XXI. Zinseszinsen. Den 
Beschluss macht ein Anhang mit Zusätzen und Bemerkungen verschie- 
denen Inhalts. Wie man sieht, ist die Anordnung des Stoffes eine ziem- 
lich willkührliche, nur aus äusserlichen Motiven entsprungene; nament- 
lich vermissen wir jene streng wissenschaftliche Auseinandersetzung der 


* 

*) Hier kommt auch ein Witz vor. 8.172 behandelt der Verf. die Aufgabe: 
„Eine Dame wurde um ihr Alter befragt und sie antwortete: das 53fache meiner 
Jahre übertrifft die Zahl 696 um gerade soviel als das Quadrat meiner Jahre beträgt. 
„Wie alt war die Dame?“ und bemerkt zu der Auflösung 

2=1(3 +Y25) 
hier muss aus Höflichkeit das untere Zeichen genommen werden.“ 
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Stufenfolge der Operationen und den damit verbundenen Nachweis der 
Nothwendigkeit, das Zahlengebiet zu erweitern. Im Vergleiche mit an- 
dern Werken der neueren Zeit scheinen die Belehrungen des Verf. mehr 
eine praktische Abrichtung als eine wissenschaftliche Erkenntniss zu be- 
zwecken; in letzterer Hinsicht könnte der Verf. z. B. von Th. Wittstein, 
J.H.T. Müller (s. Jahrg. I. d. Zeitschr.) sehr viel lernen. 

Gänzlich verunglückt erscheint uns das vier Seiten lange Gerede über 
die Gleichung +4 +3 +...ininf.=1, wo der Verf. beweisen will, 
dass die Glieder der Reihe am Ende „wirklich Null werden‘ und uns 
u. A. auch belehrt, dass das Differential eine Sache ist, ‚die eine Grösse 
sein oder werden will, es aber nicht ist.“ Hier liegt der Fehler einfach 
darin, dass der Verf. den Begriff der Grenze nicht kennt; das allgemeine 
Glied der Reihe convergirt gegen den asymptotischen Werth Null, die 
Summe der Reihe convergirt gegen die asymptotische Grenze Eins, und 
mit diesen zwei präcisen Ausdrücken ist die Sache abgemacht und klar. 
Das ganze Raisonnement des Verf., wonach die Reihe mit den vorletzten 
Gliedern exspirirt u. dergl., dient keineswegs dazu, jene angeblich über- 
sinnlichen (!) Vorstellungen zu erläutern, sondern höchstens, um einen 
guten Kopf confus zu machen; der Verf. dürfte sich nicht wundern, wenn 
Jemand aus dieser Verworrenheit schlösse, dass Herr Lübsen zwar ein 
guter Elementarlehrer aber keineswegs zum Unterrichte in der höheren 
Mathematik befähigt sei. SCHLÖMILCH. 
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